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Avant-propos

Une partie du temps de développement des produits industriels est vouée a la conception de leur struc-
ture, afin de vérifier (et/ou certifier) qu’elle puisse résister aux chargements mécaniques externes qu’elle
pourrait subir au cours de son cycle de vie. Pour ce faire, la démarche s’appuie sur des essais réels ins-
trumentés et des simulations avec des modeéles analytiques et/ou numériques. Cet exercice est réalisé de
I'échelle élémentaire a 1’échelle de la structure compléte en passant par toute une hiérarchie d’échelles,
illustrées, dans un contexte aéronautique, sur la figure 1. Comme on peut le voir sur cette figure, un grand
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FIGURE 1 - Pyramide des essais et modéles dans I'industrie aéronautique. Les essais sont représentés a
gauche et les modeles a droite. La largeur de la pyramide donne une idée du nombre d’essais et de simula-
tions réalisés a chaque échelle.

nombre d’essais sont réalisés aux échelles inférieures. Ce nombre diminue a mesure que 'on gravit la pyra-
mide; le colit d'un essai allant croissant avec sa taille. Du c6té des simulations, I’asymétrie de la pyramide
traduit le fait que les modeles aux grandes échelles manquent, encore aujourd’hui, de caractére prédictif.
Ceci est surtout da a la complexité des modeles qui oblige les ingénieurs a recourir a des représentations
simplifiées a ces échelles la.

Dans ce contexte, la recherche se focalise, entre autres, sur les objectifs suivants qui peuvent s’interpré-
ter, plus ou moins, comme des restructurations de cette pyramide :

e réduire le nombre d’essais aux petites échelles d’otl1 trés peu d’informations sont retirées et qui sont
répétées de nombreuses fois dans des grandes campagnes d’essai. D'un c6té de la pyramide, 1'ob-
jectif est plutot de les remplacer partiellement par des simulations (on parle d’essais virtuels ou Pre-
dictive Virtual Testing). De I'autre coté de la pyramide, 1'idée consiste a les remplacer par des essais
mieux instrumentés aux échelles intermédiaires. Ceci est parfois possible en remplacant des ins-
trumentations ponctuelles classiques par des mesures de champs et/ou la multi-instrumentation.
A titre d’exemple, les essais de caractérisation normalisés [ASTM D3039-00, 2000] exigent 3 essais
différents instrumentés par une ou deux jauges pour déterminer les quatre parametres élastiques
de la loi de comportement orthotrope d’'un composite stratifié, et qui plus est, sur des éprou-
vettes dont la stratification (et donc le mode de production) est différente du matériau final dont
on recherche les propriétés. Grace a la quantité d’informations qu’elles fournissent, les méthodes
de mesure de champs permettent, par exemple, d’'identifier ces propriétés grace a un seul essai
[Molimard et al., 2005, Lecompte et al., 2007] et ce sur une éprouvette du matériau cible.



« simplifier et automatiser autant que possible 'utilisation des modeles ou des instruments de me-
sure, afin de réduire les interventions couteuses et parfois fastidieuses des opérateurs. La méthode
des éléments finis étendus [Moés et al., 1999] a permis, par exemple, de faire un grand pas en ce
sens, puisqu’elle permet de réduire considérablement les problématiques de remaillage dans le cas
de la propagation de fissures. Toujours dans le contexte de la mécanique de la rupture, la mesure
de champ intégrée [Hamam et al., 2007] est un bon candidat pour se substituer a I'instrumenta-
tion par la méthode optique (optique signifiant ici I'oeil de 'opérateur) recommandé par la norme
[ASTM E647, 2000] pour I'identification des lois de propagation.

« augmenter I'efficacité numérique des modeles et des méthodes exploitant les grandes quantités de
données expérimentales. Ceci afin de réduire les cycles d’ optimisation et afin également de com-
plexifier les modeles aux échelles globales pour améliorer leur caractere prédictif. C’est, entre autre,
I'objectif du calcul haute performance.

« faciliter le couplage fort entre des modéles (ou des mesures) associées a des échelles différentes. Au
niveau simulation, on parle de stratégies de calcul multiéchelles. Parmis ces méthodes multiéchelles
certaines aujourd’hui mettent ’accent sur leur caractére pas ou peu intrusif, ce qui permet d’envi-
sager des couplages de codes fermés avec des codes recherche.

« faciliter les couplages entre la simulation et I'expérience. L objectif est de faciliter les échanges pour
la comparaison, la validation et 'identification de modeles. Mais c’est également une facon d’enri-
chir les modeles avec des conditions d’analyses représentatives des essais, et c’est aussi une facon
d’enrichir les essais avec des connaissances physiques lorsqu’elles sont réputées fiables.

Pour répondre aux challenges cités précédemment, de nombreux modeles (plus ou moins complexes)
existent aujourd’hui pour décrire le comportement des matériaux et/ou des structures a I'échelle des
phénomenes physiques, voire a I’échelle de la micro-structure. De nombreux logiciels commerciaux ont
d’ailleurs démocratisé 'usage en milieu industriel de certain d’entre eux. Cependant, leur utilisation a
I'échelle globale peut conduire a des problemes de grande complexité numérique. De méme, la mesure de
champ de déplacement par corrélation d’'images numériques (CIN) apporte des éléments de réponse a une
partie de ces problématiques. Il s’agit d'une méthode optique de mesure de champs de déplacements 2D ou
3D, ala surface ou a I'intérieur de I'éprouvette imagée. Cette technique a connu un tres fort développement
au cours des trente derniéres années, au point qu’elle devient un moyen de mesure quasi incontournable
dans les laboratoires académiques, voire aujourd’hui dans I'industrie mécanique. Ceci peut s’expliquer par
le fait que la corrélation d’images numériques est une méthode de mesure polyvalente, dont la résolution
n'est pas associée a une échelle particuliere, peu onéreuse, relativement simple d’utilisation et capable
de fournir une grande quantité d'informations avec une précision tout a fait acceptable. Cette technique
issue du monde de I'analyse d’image a été récemment formulée de fagon variationnelle globale dans la
région d’intérét par Hild et Roux [Hild and Roux, 2006, Roux et al., 2009]. Plus qu'une simple passerelle, ce
formalisme permet de créer un véritable environnement d’analyse unifié entre les mondes, jadis séparés,
de la mesure et de la simulation.

Pour aller plus loin dans ce sens, et en s’appuyant sur ces outils modernes, une partie de I'effort repose
donc aujourd’hui sur le développement ou 'amélioration d’outils numériques pour la simulation, pour
la mesure, et ainsi que des outils communs pour le dialogue essais-calculs. C’est dans ce contexte que
s’inscrivent les travaux présentés dans ce mémoire.

Dans un premier chapitre a visée bibliographique, nous présentons la mesure de champs de déplace-
ment par corrélation d'images numériques, en insistant sur ce formalisme variationnel commun.

Le second chapitre s’intéresse aux approches numériques, dites de réduction de modele, cherchant a
réduire la complexité numérique des modeles et a en accélérer la résolution. Les méthodes analytiques ou
semi-analytiques sont présentées. Elles permettent de régulariser les problemes, d’enrichir localement des



approximations plus classiques et de donner acces a des grandeurs physiques d’intérét, tant en mesure
qu’en simulation. Nous traitons ensuite le cas des méthodes de type bases réduites et présentons en par-
ticulier des adaptations nécessaires a leur déploiement dans un contexte non linéaire. Enfin, les méthodes
de réduction de dimensionnalité par séparation de variables sont abordées au travers de la problématique
de la mesure de champ.

Le troisieme chapitre présente des stratégies hybrides dites multiéchelles capables de coupler de facon
forte et réciproque une modélisation fine dans une (ou plusieurs) région(s) localisée(s) avec une modélisa-
tion grossiere a I’échelle globale. Nous illustrons 'intérét que représentent les méthodes multigrilles pour la
simulation de la propagation de fissures en mécanique linéaire élastique et nous montrons qu’elles peuvent
étre utiles pour traiter des phénomeénes numériques similaires dans le contexte de la corrélation d’images.
Nous présentons ensuite des approches dans lesquelles une vision raffinée est utilisée localement pour
améliorer une vision plus grossiere al’échelle globale en mesure et en simulation. En particulier, nous insis-
tons sur des approches récentes qualifiées de non intrusives en ce sens qu’elles permettent de déployer des
outils numériques efficaces (issus de la recherche par exemple) au sein de logiciels commerciaux fermés.
Enfin, nous présentons des approches de type décomposition de domaine en s'intéressant particuliéerement
au cas non linéaire. Nous présentons une méthode de décomposition de domaine non linéaire qui permet
de paralléliser de facon efficace un logiciel commercial séquentiel fermé. Nous montrons, pour terminer,
I'intérét que ces méthodes peuvent représenter pour la corrélation d’images numeériques.

Apres avoir présenté cet environnement et ces outils numériques communs a la simulation et a la me-
sure, le quatrieme et dernier chapitre est dédié aux méthodes numériques développées pour lier de facon
plus intime la mesure et la simulation. Nous évoquons le fait qu'un modele basé sur une connaissance
raisonnable de la physique peut améliorer considérablement la mesure et comment un modele peut-étre
enrichi de conditions expérimentales représentatives du réel. Des méthodes d’identification a partir de me-
sures de champs ou directement a partir des images sont présentées. Nous montrons en quoi une mé-
thode d’identification a partir de mesures a plusieurs niveaux de résolution peut permettre de réduire les
incertitudes sur les parametres identifiés. Nous développons enfin une formulation globale du probleme de
stéréo-corrélation d’'images dans le but de pouvoir étendre ces notions de régularisation et d’identification
au cas de la stéréo.

Le document se termine sur un bilan et quelques perspectives.

Sauf mention particuliére, les travaux présentés dans ce document ont été préparés a 'Institut Clément
Ader (Univ. Fédérale Toulouse Midi Pyrénées, CNRS FRE3687, INSA/UPS/Mines Albi/ISAE), dans le groupe
"Modélisation des Systemes et Micro-systémes Mécaniques" et dans I'axe "Intégrité des Structures et des
Systémes" en collaboration avec des collegues d’autres groupes et axes de 'ICA et d’autres laboratoires.






CHAPITRE 1

Mesure et simulation : un formalisme
variationnel commun
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2.1  Formulationforte . . . . . . . . . . e e 9
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2.3 Recherche de la solution dans un sous-espace d’approximation . . .............. 11
2.4 Choix du sous-espace d’approximation . . . . . . . ... ... .. e 13

Dans ce chapitre a visée essentiellement bibliographique, on tente de présenter la mesure de champs de
déplacement par corrélation d’images numériques dans un formalisme aussi proche que possible de celui
utilisé pour le calcul des structures, afin de faire trés tot un parallele fort entre le monde de la simulation et
celui de la mesure.

1 Calcul des structures en mécanique des solides

Cette section trés basique présente le probléeme de référence en calcul de structures. Sous '’hypothese
des petites perturbations, nous considérons I’évolution quasi-statique et isotherme d’une structure Q. L'état
de contrainte dans Q2 est entierement déterminé par la donné du tenseur de Cauchy o. Les déformations et
déplacements sont caractérisés, quant a eux, par le champ vectoriel de déplacement u et celui du tenseur
linéarisé des déformations € = Vu, ou V désigne la partie symétrique du gradient. Cette structure est sou-

td/an

Uug/0,2
FIGURE 1.1 — Définition du probléme de référence
mise a une densité d’efforts volumiques extérieure donnée f; dans le volume Q. Elle est également soumise

a une densité d’efforts surfaciques extérieure donnée t sur la partie de son bord d£Q (condition de Neu-
mann). Sur la partie complémentaire 0,2, le déplacement uls, o = u, est imposé (condition de Dirichlet).



6 Chapitre 1. Mesure et simulation : un formalisme variationnel commun

L'écriture de I'équilibre local conduit a rendre le tenseur g symétrique et a vérifier les équations suivantes :

dive+f; = 0 (1.1)
an = ty sur 07Q 1.2)

ou n désigne la normale au bord 0£Q sortante.

1.1 Formulation forte

On fait ici la liste des équations fortes (c’est-a-dire a vérifier en tout point de Q) qui caractérisent la
solution du probleme. On cherche donc le champ de déplacement u(x) et le champ de contraintes o (x) qui
vérifient les équations suivantes : N

— Un champ de vecteurs u € H' (Q) est dit cinématiquement admissible si il est compatible avec les

conditions de Dirichlet sur 9,,Q :

UE%adZ{lel(Q)Ig:Vsu; u=u, sur auQ}

ou HI(Q) = [H 1 (Q)]d (avec d la dimension du probleme) est ’espace de définition de u, il corres-
pond physiquement aux champs de déplacement a énergie finie.

— Un champ de tenseurs o est dit statiquement admissible, s’il vérifie une certaine régularité, qu'il est
symétrique et qu’il vérifie I’équilibre local (1.1) et (1.2) :

g(—:y,ld:{g(—:VUlg:gT, dive +f; =0 and o n=t, sur OfQ}

ol 7, est 'espace de définition de g, il correspond physiquement aux champs de tenseurs de
contraintes a énergie finie. B
— La solution du probleme d’élasticité vérifie par ailleurs la relation de comportement qui peut
s’écrire formellement :
g

ou A désigne, par exemple, 'opérateur de Hooke dans le cas de I'élasticité linéaire.

g:

(111>

1.2 Formulation variationnelle

Bien que la solution (u,g) du systéme d’équations précédent existe et soit unique, elle n'admet une
écriture analytique que dans un certain nombre de cas de géométrie et de chargement trés simples. On va
donc chercher a réécrire le probleme sous forme faible. La solution recherchée u € % ,; minimise I'énergie
potentielle :

](u)=fé(g(u)):§(u) dx—ffd-udx—f t;-uds (1.3)
=" = Q 00

ol1 - désigne le produit scalaire de L? et : le produit doublement contracté. La formulation variationnelle du
probleme s’écrit comme la condition de stationnarité de J : Trouver u € %4, tel que :

aw,v)=LWv) Yvew), (1.4)

avec %>, = {ue H'(Q) |u=0 sur 0,Q} 'espace vectoriel associé & %,,. a désigne la forme bilinéaire cor-
respondante au travail des efforts intérieurs et L la forme linéaire associée au travail des efforts extérieurs :

a(u,v)z/é(g(u)):g(v) dx et L(v):ffd-vdx+f ty-vds
a=\= = Q 3,0
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1.3 Recherche de la solution dans un sous-espace d’approximation

Lespace %,,4 étant de dimension infinie, il n’est pas possible de trouver une solution numérique a ce
probleme. Pour ce faire, on introduit un sous-espace d’approximation % ZZ ', de dimension finie. On introduit
également I’espace vectoriel associé % 5&0' Cet espace est, en fait, défini par le choix d'une base de fonctions
d’interpolation {¢; ®)}, ,:

u"® =Y gip;x (1.5)
i=1

ou n est la dimension du sous-espace % ZZ » qi les degrés de liberté associés. En mécanique des milieux
continus, on utilise le plus souvent pour ¢; une interpolation éléments finis, bien que des solutions alterna-
tives a base de fonctions de plus haut degré de régularité (basées sur 'analyse isogéométrique) connaissent
un intérét grandissant [Hughes et al., 2005], notamment parce qu’elles permettent de représenter la géo-
métrie de facon exacte, indépendamment du raffinement. L'intérét des éléments finis réside dans le fait
que les degrés de liberté g; ne sont autres que les valeurs nodales du champ de déplacement u”. Ceci se
traduit par une prise en compte trés simple des conditions (aux limites en particulier) sur le déplacement
et un post-traitement trés simple également.

Lintroduction de 'approximation éléments finis dans la formulation variationnelle (1.4) conduit a la
résolution, dans le cas linéaire, du systéme linéaire suivant :

Kq=f (1.6)

ol q est un vecteur de dimension n dont les composantes sont les degrés de liberté g;. Lopérateur K et le
second membre f sont tels que :

f;

al;x), ¢ ;(x))
L(; ()

Dans la suite, nous allons voir que la mesure de champs de déplacement par corrélation d’'images peut
étre décrite de fagon tout a fait analogue.

2 Mesure de champs de déplacement par corrélation d’'images numériques

La corrélation d’'images numériques (CIN, ou digital image correlation (DIC) en anglais) est une mé-
thode optique de mesure de champs de déplacements 2D ou 3D, a la surface ou a I'intérieur de 1'éprou-
vette imagée. Apparue au début des années 80 aux Etats Unis [Lucas and Kanade, 1981], la méthode a été
initialement utilisée pour mesurer le champ de déplacement 2D a la surface d'un objet plan avec une ca-
méra fronto-paralléle [Sutton et al., 1983]. L'image acquise par un capteur CCD (Charge-Coupled Device)
ou CMOS (Complementarity metal-oxide-semiconductor) est le plus souvent convertie en échelle de gris.
On dispose alors d’'une matrice 2D qui fournit la valeur de I'intensité lumineuse (exprimée en niveaux de
gris) pour chaque position entiére de pixels. Deux images d'un méme objet prises dans deux conditions de
chargement différentes, conduit a deux images (et donc matrices) différentes. En faisant ’hypothese que
cette différence est uniquement due aux déplacements et/ou aux déformations de 1'objet imagé, on peut
remonter aux déplacements de la surface observée, puis le cas échéant aux déformations par différencia-
tion [Azzouna et al., 2013]. La corrélation d’'images présente de grandes similarités avec d’autres méthodes
issues d’autres communautés scientifiques, telles que la Speckle Velocimetry, la Particle Image Velocimetry
(PIV) en mécanique des fluides [Adrian, 1984, Adrian, 2005], ou I'Image Registration en Vision par ordina-
teur [Fehrenbach and Masmoudi, 2008].

La corrélation d’images a connu un tres fort développement au cours des trente dernieres années. Ceci
peut s’expliquer par le fait que la corrélation d’'images numériques est une méthode de mesure polyva-
lente (2D,2.5D,3D), multiéchelle, peu onéreuse, relativement simple d’utilisation et capable de fournir une
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grande quantité d’'informations avec une précision acceptable. Plus précisément, ses points forts sont les
suivants :

— Contrairement aux méthodes conventionnelles (extensométrie, jauges de déformations) qui ne four-
nissent que des informations moyennées ou ponctuelles, il s’agit ici d'une méthode de mesure
de champs de déplacement. En effet, grace a la résolution en constante augmentation des cap-
teurs photographiques (5, 11, 29 millions de pixels), la corrélation d’'images numériques est ca-
pable de fournir une grande quantité d’'informations. Ce point est particulierement attractif dans
le cadre du recalage de modeles ou de I'identification de parametres a partir de mesures de champs
[Avril et al., 2008a].

— Cette méthode de mesure est sans contact, ce qui permet non seulement de ne pas modifier les pro-
priétés du spécimen étudié (a la question du mouchetis pres) qui dans le cas de matériaux souples
peut-étre assez sensible [Hild et al., 2009]. Elle permet également de travailler a grande distance, ce
qui peut s’avérer indispensable dans certaines conditions expérimentales difficiles telles que des
fortes températures, des forts champs magnétiques, des milieux corrosifs, humides...). Des micro-
scopes longue distance peuvent étre utilisé pour observer a plusieurs dizaines de centimeétres une
région de quelques millimetres [Sutton et al., 1999, Forquin et al., 2004].

— le cotit des capteurs photographiques rendent ce moyen de mesure trés abordable, et ce malgré
I'augmentation de la résolution évoquée plus haut.

— Lacquisition d'une séquence d'images permet également de mesurer |'évolution temporelle d'un
phénomene. Des caméras rapides permettent aujourd’hui de faire des acquisitions a plusieurs mil-
lions d’images par seconde (résolution inférieure a la u seconde) en conservant une définition
d’image exploitable. Ceci permet a la corrélation d'images de s’adapter a des phénomenes sta-
tiques et quasi-statiques mais également dynamiques transitoires [Reu and Miller, 2008] et vibra-
toires [Helfrick et al., 2011, Warren et al., 2011, Wang et al., 2011].

— Si la corrélation d’images peut s’adapter a une large gamme d’échelles temporelles, elle peut éga-
lement étre employée sur un large spectre d’échelles spatiales, sous réserve que 'on soit ca-
pable de déposer ou d’utiliser un mouchetis adapté a cette échelle, on parle de grande « éten-
due de mesure ». En effet, contrairement a beaucoup de méthodes concurrentes, cette tech-
nique n'est pas associée a une échelle particuliére. Elle peut étre utilisée a I’échelle nanométrique
[Chasiotis and Knauss, 2002], jusqu’a 1'échelle de plusieurs meétres [Kiintz et al., 2006], voire plu-
sieurs kilometres [Leprince et al., 2007].

— Depuis ses travaux pionniers en 2D monoculaire [Lucas and Kanade, 1981], la corrélation d'images
numériques a beaucoup évoluée et c’est étendue a la mesure stéréoscopique de formes et donc de
champs de déplacements 3D a la surface d'un objet par analyse des images issues d'un banc fait
de deux caméras [Luo et al., 1993, Cardenas-Garcia et al., 1995, Garcia et al., 2002] voire davantage
[Orteu et al., 2011, Harvent et al., 2013] (cf. figure 1.2). Il est aujourd’hui également possible de mesu-
rer le déplacement 3D volumique, on parle de Corrélation d'Images Volumiques (CIV ou Digital Vo-
lume Correlation (DVC)). En corrélation d’images volumiques les images sont obtenues par des tech-
niques d’imagerie 3D parmi lesquelles on trouve par exemple la tomographie a rayons X (CT pour
Computed Tomography) [Bay et al., 1999, Bornert et al., 2004] dont les images sont acquises dans
un microtomographe, mais également en synchrotron [Rannou et al., 2010]. La CIV est également
utilisée pour analyser des images de tomographie optique (OCT pour Optical Coherence Tomogra-
phy) [Schmitt, 1998], d'imagerie par résonance magnétique (IRM) (ou MRI pour Magnetic resonance
imaging) [Neu and Walton, 2008, Benoit et al., 2009], de laminographie [Morgeneyer et al., 2013], en
rayonnement visible dans certains matériaux transparents [Germaneau et al., 2007],d'images médi-
cales par ultrasons (échographie) [Han et al., 2012] et de microscopie confocale [Franck et al., 2007,
Van Beeck et al., 2014] entre autres. Dans la plupart des cas, I'image est elle-méme issue d'un pro-
bleme inverse qui consiste a reconstruire la carte 3D des intensités (densités, propriétés quantiques)
a partir d'un grand nombre de projections (ou radios). Elle est basée sur la transformée de Radon.
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FIGURE 1.2 —illustration des trois familles de mesure de champs de déplacement par corrélation d’'images
numériques : (a2 gauche) la mesure 2D surfacique avec capteur et source fronto-paralleles, (au centre) me-
sure de déplacement 3D surfacique avec au moins deux capteurs et une source, (droite) mesure de dépla-
cement 3D volumique source et capteur de part et d’autre de la piece imagée

Une méthode permettant d’'intégrer la reconstruction et la corrélation d’images volumiques a été
proposée récemment [Leclerc et al., 2014] ce qui permet de limiter considérablement le nombre de
radiographies de I'’échantillon sous sollicitation. Cette technique permet d’envisager, ce qui était en-
core hors de portée en imagerie 3D, I’étude de phénomenes temporels par corrélation volumique.
Dans cette section, nous présentons le probleme de corrélation d’'images numériques dans sa formu-
lation dite globale telle que proposée par E Hild et S. Roux [Besnard et al., 2006, Roux et al., 2009]. On peut
montrer que cette formulation générale englobe les méthodes plus classiques dites locales ou basées sur
des imagettes (ou subset en anglais) [Sutton et al., 1983, Sutton et al., 2009] qui sont a la base de la quasi-
totalité des codes industriels de corrélation d'images encore aujourd’hui. Cette formulation générale ne se
réduit pas au seul cas de la corrélation d'images 2D plane. Elle reste également valable pour la mesure de
champs de déplacement 3D par corrélation d'images volumiques en remplacant la notion de pixel par celle
de voxel. En revanche, le cas particulier de la stéréo corrélation d’'images sera traité dans le chapitre 4.

2.1 Formulation forte

Considérons deux images numériques en niveaux de gris prises avant (figure 1.3(a)) et apres (figure
1.3(b)) que le sujet ait été soumis a un (incrément de) déplacement et/ou de déformation. Les couleurs
n‘ont pour l'instant que peu été utilisées dans la littérature, mais cette question sera cependant abordée
ultérieurement. A la position du pixel x dans 'image de référence, se trouve le niveau de gris f(x) que 'on
considére attaché al’éprouvette observée. Pour retrouver ce niveau de gris, et donc le point matériel associé
sur la surface de I'éprouvette, on doit rechercher dans I'image dite sous charge g(x), a la position x + u(x).
Ainsi on écrit 'équation de conservation des niveaux de gris de la facon suivante : [Horn and Schunck, 1981]

fX) =gx+ux) (1.7)

ou x est une position en pixels dans 'image de référence.

Interpolation des niveaux de gris : 1a résolution de la mesure est trés largement inférieure au pixel, on
parle de résolution sub-pixel. Ceci peut paraitre contre-intuitif au premier abord. En réalité, un déplacement
u(x) sub-pixel (ou plus généralement non entier) conduit a un changement du niveau de gris du voisinage
de x. C’est dans les niveaux de gris du voisinage de x que se cache I'information du déplacement. Cette idée
est illustrée sur la figure 1.4 Afin de pouvoir le mesurer, il faut introduire un schéma d’interpolation des
niveaux de gris. Le choix de cet algorithme a un effet important sur les incertitudes de mesures. Dans la litté-
rature, de nombreux schémas ont été utilisés (voir par exemple [Schreier et al., 2000, Besnard et al., 2006]).
En général, on utilisera, une interpolation spline ou cubique avec des images classiques bidimensionnelles
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(a) image (dans I'état) de référence f(x) (b) image dans I'état déformé g(x)

FIGURE 1.3 — Exemple de deux images en niveaux de gris correspondantes a un essai de compression sur une
éprouvette entaillée en PMMA. Au pixel x, le niveau de gris est f(x) dans I'image de référence (a gauche).
Ce méme niveau de gris peut étre retrouvé dans 'image aprés déplacement g(x) (a droite) a la position
g§x+uX)

signal analogique image analogique image numérique
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FIGURE 1.4 - Tllustration de la numérisation sur 8 bits de I'image correspondante a un déplacement sub-
pixel et de son effet sur les niveaux de gris.

et on se limitera a une interpolation tri-linéaire avec des images volumiques, en raison du temps de calcul.

Pour étre plus précis, 'équation de conservation des niveaux de gris devrait s’écrire :
f&) =axgx+ux)+b+nx) (1.8)

ou a et b caractérisent une variation de contraste et de luminosité (non nécessairement constantes) que
I'on estime et corrige pendant la mesure. i est, quant a lui, un bruit capteur que 'on assimile le plus sou-
vent a bruit blanc gaussien d’écart-type de quelques niveaux de gris, méme si, en pratique, il peut présenter
une structure bien plus complexe a cause des artefacts de reconstruction en CIV ou méme en CIN-2D a
cause des vibrations du capteur [Sur and Grediac, 2014]. Le probleme de corrélation d’images numériques
consiste a déterminer le champ de déplacement inconnu u(x), pour tout x € Q. Q désignant la région d’in-
térét (ROI), définie par une sous-région de I'image. Ce probleme est mal posé au sens d’'Hadamard. En effet,
le simple fait de chercher un champ de déplacement vectoriel a partir d'une donnée scalaire en fait un pro-
bleme sous déterminé (une équation scalaire pour deux inconnues). De plus, le fait que les données soient
discretes, viole a la fois les conditions d’existence et d'unicité d’'Hadamard. Par exemple une image codée
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sur 8 bits de 1024 x 1024pixels a donc plus d'un million de pixels dont le niveau de gris peut prendre seule-
ment 256 valeurs différentes. De fait, cette formulation forte n’est jamais résolue telle qu’elle. Le probléme
est réécrit sous la forme faible décrite dans le paragraphe suivant.

2.2 Formulation variationnelle

Le probleme est alors écrit au sens des moindres carrés sous la forme du probleme d’optimisation sui-
vant :
u* = argmin[ (fx) —gx+ u(x)))2 dax (1.9
uel?(Q) JQ
ou L?(Q) = [L2 (Q)]d (avec d la dimension du probleme). Ce probléeme de moindres carrés est non linéaire
car 'inconnue u apparait a l'intérieur de la fonction niveaux de gris de 'image g. Il est donc résolu par
un algorithme itératif. Pour ce faire, un algorithme de type quasi-Newton est souvent utilisé. Il consiste a
écrire le probleme en incrément de déplacement du, tel que u = uy + du, ou ug est 'estimation initiale ou
le déplacement a I'itération précédente. Lincrément de déplacement est supposé suffisamment petit pour
pouvoir écrire un développement de Taylor a 'ordre 1 :

gx+uX) = gx+upx)) +5u(x)TVg(x+u0(x)) (1.10)

Le probleme linéarisé s’écrit donc :

u* = argmin[ (rox) — (SuTVgo(x))2 dx (1.11)
uel?(Q) JQ
ol rp(x) = f(X) — g(x+up(x)) est appelé le résidu de corrélation. Ce résidu se calcule comme une diffé-
rence d’'images en niveaux de gris et permet de visualiser graphiquement la (non-)vérification de la conser-
vation des niveaux de gris. Le terme g(x + uy(x)) s’interpreéte par le transport (ou 'advection) de 'image g
par le champ de déplacement uy(x). Il est calculé par les algorithmes d’interpolation mentionnés plus tot.
La condition de stationnarité s’écrit alors [Fedele et al., 2013] sous la forme variationnelle suivante :

Trouver Suel?(Q)  au,v)=Lv) VYvel?Q) (1.12)

ol1 ve L?(Q) estle champ test, a et L les formes bilinéaire symétrique et linéaire suivantes :
adu,v) = f (bu'Vg®) (v Vge®) dx et L= f (vIVgo() rox) dx (1.13)
Q Q

Si 'algorithme converge, alors go(x) est une bonne approximation de f(x) en vertu du principe de
conservation des niveaux de gris (1.7). En pratique cette formulation variationnelle est légerement modifiée
[Roux et al., 2009] :

a(du,v) = f ((u'Vf®)(V'Vf®)dx et Lw)= f (vIVF®) rox) dx (1.14)
Q Q

I'usage du gradient de I'image de référence V f n'a pas d’effet sur 'optimal u* puisqu’il est égal a Vgy a
convergence. Ce choix rend la forme bilinéaire indépendante de ug qui change a chaque itération du New-
ton. Lopérateur correspondant pourra étre assemblé et factorisé une fois pour toutes. Ce gradient n’est
donc estimé qu’une seule fois par différences finies par exemple.

2.3 Recherche de la solution dans un sous-espace d’approximation

Lespace L2(Q) des champs de déplacement candidats u est de dimension infinie. Pour résoudre ce pro-
bléme, un sous-espace d’approximation 7" c L?(Q) doit étre choisi en fonction de la connaissance que I'on
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a, a priori, du champ de déplacement inconnu. La plupart du temps, ce sous-espace est défini par une base
de fonctions d’interpolation {¢; (X)}O...n de la facon suivante :

su"x =) 6qip;® (1.15)
i=1

ou 7 est la dimension du sous espace 7" ou le nombre d’inconnues 5¢g; que I'on appelle degrés de liberté.
Une résolution du probléme (1.12) par la méthode de Galerkin conduit a la résolution du systeme li-
néaire suivant a chaque itération :
Md&q=b (1.16)

ol 8q est un vecteur de dimension n dont les composantes sont les degrés de liberté § ;. Lopérateur M et
le second membre b sont tels que :

M;; a(; %), ; (%) fQ ;0" VIRV ¢;x dx

b; L(¢;(x)

fQ ¢, X7V rox) dx

Quadrature : En calcul de structures, les fonctions a intégrer étant polynomiales de faibles degrés, ce
type d’intégrale est calculé avec des méthodes de quadrature exactes (par ex. Gauss-Legendre), qui per-
mettent de minimiser le nombre de points d’intégrations (utile surtout en non linéaire matériau). En re-
vanche, ici, 'intégrande est le carré du gradient de I'image, c’est-a-dire une donnée connue aux pixels. L'in-
tégrale se fait alors aux pixels, par une simple méthode des rectangles, le plus souvent.

Lopérateur M a de bonnes propriétés algébriques, a commencer par sa symétrie. Elle a la forme d'une
matrice de masse, dans laquelle la densité est en quelque sorte substituée par le carré du gradient de
I'image de référence Vf(x). On peut montrer que si le gradient de I'image est suffisant, cette matrice
est également définie positive [Fedele et al., 2013]. Le systéme qui en résulte est donc symétrique défini
positif 1.16. Son caractére creux et son conditionnement dépendent évidemment du choix du sous-espace
d’approximation et plus précisément de ses fonctions de base.

Algorithme : Etant donné I'estimation initiale du déplacement u(x), I'assemblage et la factorisation au
préalable de la matrice M, une itération de I'algorithme de corrélation d’images nécessite seulement

1. de construire la carte des résidus ry(x) = f(x) — g(x+u(x)) par interpolation de I'image g(x) et diffé-
rence avec I'image de référence f(x),

2. d’assembler le second membre b
3. derésoudre le systtme Mdq=b
4. de corriger I'estimation du déplacement uy — ug + éu.

Ces quatre étapes sont répétées jusqu’'a ce que la convergence soit atteinte. Deux indicateurs sont souvent
utilisés pour estimer la convergence de cet algorithme. Le premier est basé sur la métrique que I'algorithme
minimise (4.2) et consiste plus ou moins a une norme relative de la carte des résidus ry(x) :

1
n% = 3 j;)rg(x) dax

oud = |max(f)—-min(f)|estappelée la dynamique de I'image. Cette mesure a tous les attributs d’'une réelle
mesure de I'erreur, mais elle mesure également les erreurs dues aux incertitudes, au bruit et également a
I'erreur d’approximation du champ de déplacement. En effet, sile champ de déplacement réel n’appartient
pas a2 7" alors la carte des résidus ne sera jamais nulle. Ainsi cette mesure d’erreur permet plus d’évaluer la
qualité de la mesure a convergence. C’est une information trés riche en particulier en présence de fissures,
comme illustré sur la figure 1.5.
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FIGURE 1.5 — En haut : image dans I'état déformé d’'une éprouvette en béton armé (a gauche) et carte des
résidus (a droite) apres corrélation d’images avec un espace d’approximation de champ de déplacement
continu. Méme si 'on peut deviner la présence des principales fissures dans I'image, la carte des résidus
révele un réseau de fissures multiples beaucoup plus complexe (images issues de [Roux et al., 2009]). En
bas : géométrie d'une fissure de fatigue dans une fonte a graphite sphéroidale imagée en synchrotron, ob-
tenue par seuillage des niveaux de gris de I'image de référence (a gauche) et par seuillage de la carte des
résidus (a droite). On peut remarquer que l'information fournie par la carte des résidus a plus de sens que
la simple distribution des niveaux de gris dans laquelle il est difficile de distinguer les nodules de graphites
de la fissure (images issues de [Rannou et al., 2010])

En pratique pour arréter I’algorithme, on se contente d’étudier sa stagnation, ou plutot celle du champ

de déplacement par :
_ ||6ull

lluoll

€

ou &, est un petit parameétre choisi par I'utilisateur qui fixe I'arrét de I'algorithme.

2.4 Choix du sous-espace d’approximation

Jusqu'ici, le choix du sous-espace d’approximation, ou plutot de sa base ¢;(x) n'a pas été précisée.
Du choix de cet espace découle toute une variété de méthodes de corrélation d’images numériques dont
l'usage est trés dépendant de I'application visée.

Méthodes dites subset-based : Dans la littérature, ainsi que, comme dit plus haut, dans la quasi-totalité
des codes de corrélation d’'images commerciaux, ces fonctions sont constantes [Lucas and Kanade, 1981]
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ou polynomiales [Sutton et al., 1983, Sutton et al., 1986] par morceaux sur un ensemble d'imagettes (subset
ou encore zones of interest (ZOI)). Les fonctions d’interpolations étant indépendantes d'une imagette a
l'autre, le systeme (1.16) en résultant fait apparaitre un opérateur M diagonal par bloc; un bloc corres-
pondant a une imagette. On comprend ainsi aisément l'intérét pratique d'un tel choix qui conduit a un
ensemble de systemes linéaires locaux indépendants de petite taille (pouvant de plus étre parallélisés).
Lefficacité numérique (ou la rapidité de calcul) des méthodes subset est sans doute I'un des arguments
qui justifient que les éditeurs de logiciels se cantonnent, encore aujourd’hui, aux approches subset.
Ces méthodes viennent initialement de la communauté de I'analyse d’'images [Lucas and Kanade, 1981]
et sont, dans l'esprit, plutdt basées sur les images et donc les pixels. En effet, les imagettes consistent
en fait en un ensemble de pixels (souvent de forme carrée) autour du point de mesure. Le champ de
déplacement mesuré n'est en réalité pas vraiment un champ mais un ensemble de points de mesure
disposés de maniere réguliere dans I'image. Un champ de déplacement est ensuite calculé par extrapo-
lation de ces mesures entre les points ce qui peut induire également des incertitudes. Les extensions a la
stéréo-corrélation d’images [Luo et al., 1993, Garcia et al., 2002] et a la corrélation d’'images volumiques
[Bay et al., 1999, Bornert et al., 2004] ont été développées par la suite [Sutton et al., 2009].

Autres types d’interpolation : Le formalisme dit global de la corrélation d’'images permet d’envisager
des sous-espaces d’approximation mieux adaptés a la connaissance disponible a piori du champ de
déplacement que I'on cherche a mesurer. Ci-dessous une liste non-exhaustive de fonctions d’interpolation
utilisées dans la littérature :

— des séries de Fourier [Roux et al., 2002, Mortazavi et al., 2013] permettent de faire des mesures conti-
nues a I’échelle de la région d’intérét Q

— des solutions analytiques de probléemes mécaniques tels que les développements asymptotiques
en pointe de fissure de la mécanique élastique linéaire de la rupture [Roux and Hild, 2006], des solu-
tions analytiques de la théorie de poutres [Hild et al., 2011, Réthoré et al., 2010a, Blaysat et al., 2014],
ou encore tout simplement des translation et rotations de corps rigide [Passieux et al., 2014].

— des fonctions analytiques avec un fondement optique tel que, par exemple, une cinématique basée
sur 'amplification et le défocus [Réthoré et al., 2014] permettent d’estimer des déplacements 3D a
partir d'une seule caméra. Une base représentant les déplacements apparents associés aux distor-
sions radiales, prismatique et de décentrage permet d’estimer ces distorsions en vue de corriger les
images [Dufour et al., 2014]. Enfin, il est également possible d’utiliser une interpolation basée sur un
opérateur d’homographie pour estimer les 6 modes de corps rigides d'un plan avec une seule caméra
[Passieux et al., 2015a].

— l'usage de fonctions de forme éléments finis a été d’abord introduit en CIN [Sun etal., 2005,
Hild and Roux, 2006, Besnard et al., 2006, Fehrenbach and Masmoudi, 2008]. Dans une philosophie
toujours trés proche de I’analyse d’'images, donc des pixels, les éléments utilisés sont principalement
des quadrilateéres linéaires a 4 noeuds (Q4) faits d'un nombre entiers de pixels. Aujourd’hui, un cer-
tain nombre de codes de corrélation d'images numériques académiques sont désormais capables
de prendre en compte des maillages éléments finis non structurés (triangulaires ou quadrangulaires)
[Leclerc et al., 2009] [Réthoré et al., 2013][Baldi et al., 2013][Van Beeck et al., 2014][Wittevrongel et al., 2015]
et [Passieuxetal,2015a]. La méme technique a été transposée en 3D avec des élé-
ments hexaédriques linéaires a 8 noeuds basés sur un nombre entier de voxels (C8)
[Roux et al., 2008, Hild et al., 2009, Benoit et al., 2009]. La question de 'usage d’éléments finis stéréo-
CIN est encore en partie ouverte [Besnard et al., 2012a, Réthoré et al., 2013, Beaubier et al., 2014].

— éléments finis étendus pour prendre en compte une discontinuité mobile du champ indépendam-
ment du maillage. Les applications sont la mesure de bandes de cisaillement [Réthoré et al., 2007a],
ou de champs de déplacement en présence de fissures [Réthoré et al., 2007b] en CIN, mais égale-
ment en présence de fissures 3D en CIV [Réthoré et al., 2008a, Rannou et al., 2010].
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— séparation de variable, PGD [Passieux and Périé, 2012] et 3D[Gomes Perini et al., 2014] (voir section
3 du chapitre 2)

— des interpolations de plus haut degré de régularité telles que des bases de B-Splines
[Cheng et al,, 2002, Réthoréetal., 2010a, Elguedjetal,, 2010], des polynémes de Hermite
[Passieux et al., 2013a] permettent d’avoir acces a un champ continu de déformation.

— l’analyse isogéométrique, les NURBS sont utilisées pour le calibrage et la mesure de forme en stéréo
[Beaubier et al., 2014, Dufour et al., 2014]

— des bases de solutions numériques pré-calculées de problemes mécaniques [Leclerc et al., 2009,
Réthoré, 2010] peuvent également s’avérer utiles, surtout dans un contexte d’identification.

On voit ici un des grands intéréts que représente ce formalisme variationnel global de la corrélation
d’images qui permet de transposer directement a la mesure certaines techniques d’approximations avan-
cées (FEM, X-FEM, PGD, NURBS...) initialement développées en calcul des structures. Pour étre tout a fait
honnéte, le pont ainsi établi entre simulation et mesure n’est pas a sens unique. En effet, des techniques
d’approximations développées pour la mesure ont également été transposées avec succes au cadre du
calcul des structures [Réthoré et al., 2010b] et [Passieux et al., 2011].

Un certain nombre de parametres doivent cependant étre considéré avec attention :

— Lemouchetis. Comme nous 'avons vu plus haut, 'opérateur de corrélation M est symétrique défini

positif si et seulement si le gradient de I'image V f est suffisant. Ceci se traduit par le fait que la région
imagée doit faire apparaitre une texture (ou un mouchetis) aléatoire, isotrope, contrasté et adapté a
I'échelle de la mesure. En effet, la taille moyenne des tadches d'un mouchetis, que I'on estime habi-
tuellement par une mesure de la taille de la figure d’autocorrélation, doit étre autour d'une valeur de
4 pixels [Sutton et al., 2009]. La taille physique des taches dépend donc de la résolution des images,
et donc de la résolution de mesure recherchée.
En pratique, cette texture peut étre le fruit de la microstructure del’échantillon (notamment en CIV a
partir d'images tomographiques), soit par dépot de gouttelettes de peinture en spray (le plus souvent
en CIN 2D), par marquage a la main, tampon encreur, par photolithographie, par impression laser
directe. Quelques exemples de textures issues de la littérature sont présentés sur la figure 1.6. Les
images étant souvent converties en niveaux de gris, l'usage de couleurs n’a pas encore fait 'objet de
beaucoup d’études. Nous verrons, cependant, dans les chapitres suivants que les couleurs peuvent
étre tres utiles dans certaines situations.

— Distorsions des objectifs la conservation des niveaux de gris telle qu’elle est écrite est perturbée
par les distorsions de I'objectif. Ceci induit une incertitude de mesure additionnelle. Les distorsions
n’ont pas un grand effet sur le champ de déformation, en revanche, elles peuvent étre significatives
pour la mesure de grands déplacements, ce qui est particulierement pénalisant pour I'identifica-
tion basée sur le champ de déplacement. On pourra alors soit utiliser un objectif télécentrique, soit
corriger dans I'algorithme de corrélation ces distorsions [Yoneyama et al., 2006, Sutton et al., 2006,
Lava et al., 2013].

— Coiit de calcul Les méthodes subset conduisent a un systeme (1.16) diagonal par blocs donc hau-
tement parallélisable. A I'inverse la corrélation éléments finis aboutit & un systéme couplé qui
concerne toute la région d’'intérét. Ceci peut conduire a un cott de calcul non négligeable lorsque
I'on recherche une mesure haute résolution. C’est d’autant plus clair lorsqu’on cherche I’échelle
voxel en CIV [Leclerc et al., 2011].

— Manipulation des images L'interpolation des images est une des sources principales de I'incertitude
de mesure. Mais elle peut également devenir une des sources principales de temps de calcul. Particu-
lierement en CIN-EF et CIV-EF ou l'interpolation se fait sur 'image entiére avec de grandes quantités
de données. On a acces aujourd’hui a des images tomographiques de taille 2000x2000x2000 voxels
pour lesquelles la question du cotit d’analyse est réelle.

— Minimums locaux Le probleme de corrélation est mal posé, peu régulier et résolu par un algorithme
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FIGURE 1.6 — Exemples de textures propices a la mesure CIN/CIV (en haut) et textures anisotropes ou peu
contrastées pour lesquels la CIV reste un challenge. De haut en bas et de gauche a droite : (1) mouchetis dé-
posé par imprimé laser a la surface d’'une éprouvette en aluminium ; (2) mouchetis déposé par hydrographie
[David, 2014] ; (3) mouchetis artificiel déposé a la surface de I'éprouvette en PMMA par peinture noir/blanc
en spray; (4) texture provenant de la rugosité naturelle d'un échantillon de SiC [Roux et al., 2009] ; (5) Tex-
ture naturelle d'une éprouvette fissurée de fonte a graphite sphéroidale imagée par tomographie X en syn-
chrotron, les nodules de graphite sont de trés bons marqueurs [Rannou et al., 2010] ; (6) image IRM d'un
os trabéculaire de boeuf, les travées osseuses sont trés contrastées [Benoit et al., 2009]; (7) Echantillon
de bois imagé par tomographie X en synchrotron, la microstructure est contrastée, mais trés anisotrope
[Forsberg et al., 2008] ; (8) image laminographique sur éprouvette en alliage d’aluminium possédant une
texture isotrope mais peu contrastée [Morgeneyer et al., 2013] pour laquelle une régularisation est indispen-
sable [Taillandier-Thomas et al., 2014] ; (9) la microtomographie d’'un matériau composite a fibres longues
donne une texture trés anisotrope [Requena et al., 2009] ; (10) qui peut étre dopée par des particules d’opa-
cifiant (ici BaSO,4) pour améliorer la mesure CIN [Gomes Perini, 2014].
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de type Newton. La question de minimums locaux et donc d’'une bonne initialisation est primordiale
en corrélation d'images numériques. Le plus souvent des approches mélant de multiples résolutions
et des filtrages sont utilisées afin de fournir une approximation initiale pas trop éloignée de la solu-
tion.

— Régularisation S’agissant d'un probléeme mal posé, la corrélation d’'images numériques a besoin
d’étre régularisée. La facon de régulariser des méthodes subset consiste a considérer un voisinage
autour du point de mesure, ce qui introduit une longueur caractéristique. En éléments finis, c’est
la taille des éléments qui introduit cette longueur. Nous évoquerons des techniques alternatives de
la littérature qui permettent de dissocier le choix de cette longueur caractéristique de celui de la
discrétisation spatiale du champ recherché.

— Incertitudes de mesures En corrélation d'images numériques, 'erreur aléatoire est prépondérante
[Bornert et al., 2009, Wang et al., 2009, Sutton et al., 2009, Amiot et al., 2013]. Les sources d’incerti-
tudes principales sont I'interpolation sub-pixel et le bruit capteur. En particulier, si 'on modélise
le bruit capteur par un bruit blanc gaussien d’écart-type o, on peut estimer que la perturbation dq
induite par le bruit sur le déplacement mesuré est corrélée et plus précisément, son noyau de corré-
lation est proportionnel a la matrice M [Roux and Hild, 2006, Réthoré, 2010]

(dqdq’y=2M"o (1.17)

En pratique le bruit capteur n'est ni vraiment gaussien, ni vraiment de moyenne nulle et
ceci se traduit par une incertitude sur le déplacement plus complexe [Sur and Grediac, 2014,
Blaysat et al., 2015]. Ce résultat est toutefois intéressant car il permet d’estimer l'incertitude du
champ de déplacement mesuré, et ce, degré de liberté par degré de liberté, lorsque le bruit capteur
est la source principale d’incertitudes. Au-dela, les distorsions de I'objectif, une mauvaise qualité de
mouchetis, un éclairage irrégulier, un reflet spéculaire [Poncelet and Leclerc, 2015], un mouvement
de la caméra [Sur and Grediac, 2014], le flou de bougé en dynamique [Passieux et al., 2014], peuvent
étre également source d’incertitudes. Il existe des techniques permettant d’estimer les incertitudes
de mesure principales en se basant sur des images synthétiques. La mesure étant souvent réalisée
dans le but d’identifier des parametres, la question de la propagation des incertitudes de mesure
dans l'incertitude sur les parametres identifiés est également de premiére importance.

Bilan La mesure de champs de déplacement par corrélation d’'images numériques semble étre un ou-
til de choix pour I'expérimentateur en mécanique des solides. Cependant, toutes les problématiques évo-
quées dans ce paragraphe doivent néanmoins étre considérées sil’on souhaite continuer a en démocratiser
I'usage. Chacune de ces problématiques sera évoquée tout au long du manuscrit et on apportera, dans la
mesure du possible, des éléments de réponse.
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Les systémes linéaires émanant de problémes non linéaires de structures a grande échelle ou ceux issus
des problémes de CIN (non linéaire par nature) a partir d'images volumineuses, peuvent atteindre plusieurs
millions voire plusieurs centaines de millions d’inconnues. Malgré les moyens de calcul actuels et les pro-
gres dans les solveurs, 'espace mémoire et les temps d’assemblage et de résolution associés peuvent donc
devenir incompatibles avec les délais de conception actuels. Plusieurs méthodes numériques ont été et sont
encore développées pour répondre a cette problématique. Ce chapitre s’intéresse a la famille des méthodes
de réduction de modele.

Sous le terme de « méthode de réduction de modele » se cache une grande variété de méthodes (nu-
mérique ou non) dont la définition peut varier selon les époques et selon les lieux. Il existe quatre grandes
familles de techniques qui peuvent supporter ce qualificatif de « réduit » :

— Les méthodes de type abaques plus communément appelées surface de réponse, métamo-
dele, modeéle de substitution ou d’estimation. Ce sont des méthodes qui consistent a résoudre
le probleme un certain nombre de fois, pour différents parametres et a les encapsuler dans
un graphique, dans une formule simple (loi d’échelle [Murphy, 1950], ou lois d’échelles éten-
dues [Budinger et al., 2014]) ou dans une formule analytique plus complexe basée sur des sé-
ries polynomiales [Myers and Montgomery, 2002], du krigeage [Stein, 1999], des réseaux de neu-
ronnes [Park and Sandberg, 1991], des fonctions a variables séparées [Chinesta etal., 2013]. Les
colits de construction de ces méta-modeles s’appuyant sur des résolutions successives, ne sont
pas négligeables. Nous pourrons alors étre tentés d’associer cette méthode a un autre type de
réduction, comme par exemple utiliser une méthode de réduction de modéle par projection
[Gogu and Passieux, 2013], de réinitialisation [Courrier et al., 2014] ou par séparation de variables
[Chinesta et al., 2013] pour I'obtention d'une surface de réponse.

— Les méthodes qui s’appuient sur des hypotheses mécaniques simplificatrices pour réduire 'espace
d’approximation. C’est le cas par exemple de '’hypothese des contraintes/déformations planes et de
I'hypothese d’axisymétrie. C'est davantage le cas de la théorie des poutres, des plaques et coques
qui présupposent une certaine cinématique dans I'épaisseur et qui aboutissent a la résolution d'une
équation aux dérivées partielles différentes sur la fibre ou la surface moyenne. Ces modeéles sont nu-
mériquement tres efficaces et tres largement utilisés dans I'industrie. En outre ils présentent I'avan-
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tage d’avoir certaines dimensions (section ou épaisseur) comme parametres, ce qui en phase de
conception est un atout indéniable.

— Les méthodes de type superéléments, qui permettent de regrouper le comportement d'un certain
nombre d’éléments dans un seul élément de type non standard, sont parfois qualifiées de méthodes
de réduction de modele. C’est principalement des méthodes basées sur la condensation statique et
dynamique [Guyan, 1965]. L'idée consiste a condenser la matrice K sur les degrés de liberté soumis
a des conditions aux limites, ou sur les degrés de liberté de I'interface entre deux sous-domaines...
degrés indicés b

Kii Kijp

Kq=f =
Kpi Kpp

. f _ _
I (Kpp — KpiK; Kip) qp = £, — K K, f; (2.1)
q») \fp N 2R .

Bien que cette technique paraisse séduisante, et méme si elle présente I’avantage pour 'industriel de
cacher un modele élément fini stratégique dans une matrice condensée, elle s’avere vite limitée en
pratique, puisqu’elle nécessite le calcul de I'inverse de K;; d'une part et qu’elle conduit & un systéeme
plein et parfois mal conditionné.

— Les méthodes de réduction numérique de modéle qui consistent a rechercher une approxi-
mation de I'inconnue dans un sous-espace d’approximation de taille réduite, souvent appelé
espace d’approximation « grossier », par opposition a une approximation a base de fonc-
tions de formes a support local, telle qu'en éléments finis, par exemple. On citera en pre-
mier lieu la méthode de Ritz qui consiste a introduire dans l'edp, une forme particuliere
de l'inconnue en choisissant des fonctions d’interpolation analytiques admissibles. Les mé-
thodes de réduction de modele par projection (en anglais reduced basis) consistent, quant
a elles, a projeter le systeme linéaire issu d'une résolution éléments finis standards, sur
une base réduite. Cette méthode générale englobe évidemment l’analyse modale, les bases
réduites de type POD [Karhunen, 1943, Hotelling, 1933, Chatterjee, 2000, Krysletal., 2001,
Kunisch and Volkwein, 2002, Liangetal., 2002, Bialeckietal., 2005, Ryckelynck, 2005] mais
également certains algorithmes de réutilisation des sous-espaces de Krylov engendrés par
certains solveurs itératifs [Reyand Léné, 1998, Gosseletand Rey, 2002, Gosselet et al., 2013].
Enfin, on évoquera également les méthodes de réduction de dimensionnalité ba-
sées sur la séparation de variables [Ladeveze, 1985b, Ladeveze, 1999, Ammar et al., 2006,
Nouy, 2007][Ladeveze et al., 2010][Nouy, 2010, Chinesta et al., 2011, Bognet et al., 2012].

C’est a cette derniere catégorie que s'intéressera I’essentiel de ce chapitre. On détaillera des exemples
de méthodes semi-analytiques de type Ritz dans la section 1, des méthodes numériques par projection sur
base réduite dans la section 2 et des méthodes de réduction par séparation de variables dans la section 3.
Nous tenterons, autant que possible, d’illustrer ces outils avec des applications en calcul de structures et en
mesure de champs.

1 Modeles réduits semi-analytiques

Cette section montre I'intérét que représente encore aujourd’hui une méthode de type Ritz en méca-
nique numérique et expérimentale des structures. En effet, la méthode de Ritz est une facon d’exploiter
une connaissance analytique a priori que I'on a de la solution. On introduit I'inconnue dans la formulation
variationnelle sous la forme : ;

u"® =Y gip;x 2.2)
i=1
ou cette fois les ¢; (x) représentent un nombre réduit de fonctions analytiques connues admissibles et po-
tentiellement globales sur Q. Ceci peut représenter plusieurs avantages :
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— elle peut permettre de réduire considérablement I’espace d’approximation, donc de fait réduire la
taille des opérateurs, puis in finele cofit de calcul.

— contrairement a la méthode des éléments finis pour laquelle, les degrés de liberté sont les déplace-
ments des noeuds du maillage, les inconnues dans une méthode de Ritz contiennent une informa-
tion globale. Nous montrerons qu’elles peuvent donc donner accés a une quantité mécanique d’in-
térét comme par exemple la mesure de la vitesse de rotation d'un projectile [Passieux et al., 2014] et
également la mesure ou la prédiction par le calcul des facteurs d’intensité des contraintes (FIC) et
les FICs généralisés directement [Réthoré et al., 2010b][Passieux et al., 2011], sans post-traitement.

— dans le contexte de la mesure, la réduction de 1'espace d’approximation sans réduire la descrip-
tion locale du champ inconnu est une excellente facon de régulariser le probléme de corrélation
d’images [Roux and Hild, 2006] [Passieux et al., 2014]. On parle, dans la communauté de la mesure
de « méthode de mesure intégrée ».

1.1 Le suivi du mouvement de corps rigide d’'un impacteur

Une premiere application (voir [Passieux et al., 2014]) concerne le suivi par corrélation d'images numé-
riques du mouvement de corps rigides d'un impacteur. Ce travail a été réalisé en réponse a une sollicitation
de collegues de I'ICA a la recherche d’'un moyen pour instrumenter I'impacteur du canon a air comprimé.

En effet, le contexte de cette étude est la prédiction des dommages de pales composites d’hélico-
ptéres sous l'effet d'impact de gréle ou d’oiseaux. Les énergies en jeu sont importantes puisque la vi-
tesse d'impact peut atteindre plusieurs centaines de metres par seconde en raison de la vitesse de rota-
tion du rotor. Des modeéles spécifiques sont développés pour prédire 'endommagement et le délaminage
[Talreja, 2008, Johnson et al., 2001, Guinard et al., 2002, Navarro et al., 2012, Fleming, 1999, Abrate, 1998].
Pour valider ces modéles, et éventuellement pour identifier certains parametres du comportement, des
essais en laboratoires sont réalisés sur canon a air comprimé, tel que celui que nous avons a I'ICA. Des
techniques d’instrumentation ad hoc sont indispensable pour pouvoir tirer un maximum d’'informations
de chaque essais. Parmi les informations essentielles, celles concernant le mouvement du projectile (tra-
jectoire, vitesse, rotation, accélération...) sont trés difficilement accessibles a partir de la gamme des vi-
tesses dites « moyennes », soit autour de 100 m.s~ L. En effet, I'impacteur est instrumenté par un accélé-
rometre [Castanié et al., 2008] pour des vitesses inférieures sur tour de chute par exemple. Des accéléro-
metres avec batterie et systeme d’acquisition peuvent également étre embarqués lorsque 'impacteur a
une taille suffisamment grande. Il peut étre instrumenté par des techniques interférométriques type VI-
SAR [Barker and Hollenbach, 1972] si des trajectoires sont particulieres. Un pont de diode peut permettre
de mesurer ponctuellement la vitesse préimpact.

Nous nous sommes proposé d’effectuer la mesure du mouvement de 'impacteur sphérique par corré-
lation d'images numériques 2D. Pour ce faire, 'essai est filmé avec une caméra numérique haute vitesse
Photron APX-RS CMOS (a 36000 i/s). Compte tenu de la vitesse d’acquisition, la définition de I'image est
limitée a 128 x 512 pixels avec un bruit image significatif (pseudo gaussien d’écart type environ 2 niveaux de
gris). Dans ces conditions il devient tres délicat d’analyser les images avec un logiciel classique. Considérant
la trajectoire du centre de I'impacteur plane, on se propose d’utiliser une base réduite a 5 modes correspon-
dants aux projections dans le plan image de deux translations et trois rotations rigides de la sphere.

Avec des analyses a priori a partir d'images synthétisées, on peut montrer que les incertitudes de me-
sure sont acceptables [Passieux et al., 2014] et qu'une mesure basée sur les seules translations planes sur-
ou sous-estiment la vitesse de facon rédhibitoire (voir figure 2.2). De plus, une démarche est proposée pour
quantifier a priori le niveau des incertitudes de mesures a partir d'images réelles d'un tir a vide. Dans
[Passieux et al., 2014], cette méthode est comparée a la mesure de vitesse initiale d'un pont de diodes, et
montre que la différence entre les deux mesures est inférieure a 'incertitude. La dérivée premiere de la vi-
tesse est également comparée au signal enregistré par un accélérometre sur un essai en tour de chute basse
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FIGURE 2.1 - Les cinq modes basés sur la projection dans le plan de deux translations (a gauche) et trois
rotation de corps rigide (a droite).

vitesse et d'une autre technique d’analyse d’image (transformée de Hough [Hough, 1959]).

On illustre la méthode sur un essai d'impact frontal sur une cible cylindrique (censée représenter un
bord d’attaque banalisé) en alliage d’aluminium connu (300mm de long et 18mm de diametre). Pour cet
essai, une bille en acier inoxydable (30mm de diametre et 110g) est envoyé perpendiculairement a la barre a
une vitesse initiale d’environ 70m/s (= 270]). Les positions mesurées de la bille sont affichées sur les images
correspondantes sur la figure 2.2 a 10 instants temporels réguliers avant, pendant et aprées I'impact. Comme

FIGURE 2.2 — Positions de la bille mesurées par la méthode de CIN proposée (trait plein) comparée a une
technique basée purement sur la translation (en pointillés) et a une simulation numérique (lignes vertes) a
10 instants temporels réguliers durant 3.1ms

montré par 'analyse a priori, on peut constater que les positions estimées par la méthode proposée (en
trait plein jaune) semblent plus pertinentes que les positions estimées par un algorithme basé sur les trans-
lations uniquement (en pointillés jaunes) plus classique [Lucas and Kanade, 1981]. Ceci est corroboré par
de I’évolution des positions et vitesse angulaire dans les trois directions estimée par la méthode proposée
et tracée sur la figure 2.3(haut) On peut en effet remarquer que la bille arrive avec une vitesse de rotation
initiale non nulle autour de I’axe vertical de I'ordre de 5 a 10 tours par seconde. Apres I'impact (zones sym-
bolisées en vert), la rotation change de sens et s’accélere pour atteindre une vitesse de plus de 20 tours par
seconde. Cette rotation se traduit par une sous-estimation de la vitesse horizontale avec une méthode basée
sur les translations seulement.

Sur la figure 2.3(bas) sont représentés les évolutions de la vitesse et de ’estimation de I'effort d'impact,
a partir de 'accélération et de la masse du projectile. La mesure est comparée a une simulation numérique
conduite dans Abaqus Explicite avec un modéle élastoplastique de Johnson-Cook. On constate une tres
bonne corrélation entre les quatre impacts mesurés et ceux simulés. Dans [Passieux et al., 2014], on montre
que les deux plus grands pics correspondent au retour élastique de la barre sur son premier mode de flexion
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FIGURE 2.3 - Evolution des positions angulaires (a gauche) et des vitesses de rotations (a droite) pendant un
impact frontal. Les bandes verticales correspondent a la zone de contact entre 'impacteur et la cible.

et les deux petits correspondent au troisieme mode de flexion de la barre. Une mesure de l'intervalle de
temps entre ces pics, permet de remonter a une estimation relativement précise des fréquences propres 1
et 3 de la barre.

Remarque. Bien que rudimentaire, cet outil est a disposition des membres du laboratoire. Il est utilisé
pour l'instrumentation des essais sur le canon. Suite a la diffusion de ces travaux, cette technique a également
été reprise et implantée dans un logiciel interne de Sandia National Laboratories par I'équipe de Phillip Reu
pour des applications type "explosively driven events".

Bilan Bien que tres réduite, une base de dimension 5 peut quand méme s’avérer pertinente pour
la mesure précise de quantités d’intérét mécanique lorsqu’elle est basée sur la physique du phénomene.
Outre les problemes purement expérimentaux d’éclairage (avec reflet spéculaire) et d’écaillage de mouche-
tis, plusieurs améliorations pourront étre apportées au niveau de la méthode d’analyse. Pour I'instant les
images sont analysées deux a deux indépendamment. Nous pourrions, par exemple, imposer une interpo-
lation au niveau temporel en s’appuyant sur une formulation spatio-temporelle du probleme de corrélation
[Besnard et al., 2011, Besnard et al., 2012b]. L'objectif est de restreindre davantage 1'espace d’approxima-
tion afin de réduire encore les incertitudes de mesure. La définition de cette interpolation temporelle n’est
cependant pas triviale, car I'’évolution temporelle des signaux (vitesse / accélération) n’est pas réguliere
au moment de I'impact, et c’est justement la période d’intérét. Une perspective d’évolution intéressante
concerne également le passage a la stéréo corrélation d’'images avec deux caméras rapides synchronisées
[Reu and Miller, 2008, Reu, 2013] ou d'une seule caméra avec un systéme de mirroirs [Besnard et al., 2012a].
Cette démarche pourrait permettre de remonter a la trajectoire 3D compléte de I'impacteur et permettrait
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surtout d’envisager de maniere beaucoup plus générique des impacteurs de forme quelconques.

1.2 Estimation directe des facteurs d’intensité des contraintes (FIC)

Un deuxiéme exemple de méthode de Ritz avec des fonctions analytiques d’origine mécanique est I'uti-
lisation du développement asymptotique en pointe de fissure donné par la mécanique linéaire élastique
de la rupture. Cette double série permet d’extraire directement les facteurs d’intensité de contraintes (mais
également le T-stress et les facteurs d’ordre supérieur) qui sont les quantités mécaniques sur lesquelles re-
posent un grand nombre de modeéles de propagation de fissures [Paris et al., 1961, Chao and Reuter, 1997,
Hutaf et al., 2004]. L'usage de telles fonctions permet une mesure précise des FICs par corrélation d’'images
[Roux and Hild, 2006, Roux et al., 2009] mais aussi une prédiction directe de ces mémes quantités par le cal-
cul [Réthoré et al., 2010b][Passieux et al., 2011, Passieux et al., 2013b].

Base réduite analytique Nous considérons une fissure droite semi-infinie dans un milieu infini bidimen-
sionnel élastique linéaire isotrope et homogeéne (module d’Young E et coefficient de Poisson v). Si les lévres
de la fissure sont libres, alors la solution uw,@ de ce probleme soumis a un chargement quelconque a
l'infini admet une expression analytique sous forme d'une double série dans le repere local centré sur la
pointe de fissure en fonction des coordonnées polaires r et 8 comme suit [Williams, 1957] :

uy (r,0) = Y al®l(r,0) (2.3)
i=I,II1 n=0

g (rn0) = Y al"vi(r,0) (2.4)

=w i=1,11n=1

o a' sont les coefficients de la combinaison linéaire et @} et ¥’ les champs analytiques de référence :
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Crnd)= T | (k=% +(=D")cos30+5cos(3-2)0
[ 2+ 2+ (1")cos(5-1)0 (5 -1)sin(5-3)0—...
= (5-1)cos(5-3)0 (5+(=D")sin(¥-10
Vo) = Zrvet
(5-1)sin(§-3)0—.. (2-%-(=D")cos(5-1)6
24+ (-D")sin(%-1)0 et (2 -1)cos(%-3)0
(5 2 2 2
(5-1)sin(§-3)0—.. (8 -1)cos(5-3)0—...
(2+2-(-D")sin(§-10 (5-(=1D")cos(3-1)0
v re)= 2t
5—1)cos(5-3)0—... 5=2—(=D")sin(5-1)
(3 -1)cos(z -3)0 (2 ") sin(z ~1)8
5—=(=1")cos(5-1) =5 —1)sin(5-3)
(5 -(D")cos(z ~1)6 (5 -1)sin(z -3)0

avec x la constante de Kolossov égale a x = 3—4v en déformations planes et k = ((3—v)/(1+vV)) en contraintes
planes.

Une représentation graphique des modes n = 0 a n = 3 est donnée figure 2.4. On peut observer (voir
[Roux et al., 2009]) que les modes impairs sont discontinus au passage de la fissure, tandis que les modes
pairs sont continus. On peut également remarquer que les modes I et IT a 'ordre n = 0 correspondent aux
translations rigides et le mode II a 'ordre n = 2 correspond a la rotation de solide rigide. Les modes I et Il a
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FIGURE 2.4 — Les premiers modes de la série de Williams déformées par le déplacement et colorés par le
champ de contrainte équivalente de Von Mises.

I'ordre n =1 correspondent aux modes I et II classiquement utilisé en mécanique de la rupture et dont les
coefficients a} et a} ; sont proportionnels aux facteurs d’intensité des contraintes Ky et K.

Kr=2uV2ma; et Kjj=2uV2maj, (2.5)

avec u le second coefficient de Lamé. Les termes d’ordre supérieur a n = 2 sont dit sub-singuliers et corres-
pondent a un effet a plus lointain permettant de décrire un chargement a I'infini plus complexe.

Mesure robuste au bruit par CIN des FICs pour une fissure droite Lestimation des parameétres de fissu-
ration a partir de données expérimentales fait I'objet de nombreuses études. D’abord la mesure de la géo-
meétrie de la fissure et plus particulierement I'estimation précise de la position du front de fissure est une
tache complexe. Différentes techniques normalisées existent telles que des méthodes électriques, celles ba-
sées sur la variation de compliance, et celle a la lunette optique (par I'oeil d'un opérateur). Des méthodes de
marquage par surcharges permettent de remonter a la position de la fissure par analyse post-mortem, mais
les surcharges modifient significativement le comportement en fatigue [Romeiro et al., 2004]. Ensuite, les
facteurs d’intensité des contraintes (FIC) sont souvent estimés a I'aide d’'un modele élastique et de condi-
tions aux limites représentatives (et souvent idéalisées). Si le modele est numérique, ces parametres sont
estimés par des techniques de post-traitement décrites dans le paragraphe suivant. Pour plus de simpli-
cité, les essais normalisés s’appuient souvent sur des modeles dont on a une solution analytique. En pra-
tique, il est impossible d’appliquer expérimentalement les conditions aux limites de maniére exacte. Les
essais peuvent également étre instrumentés par corrélation d’'image numérique subset [McNeill et al., 1987,
Sutton et al., 1999] ou globale [Roux and Hild, 2006, Réthoré et al., 2008a]. L'idée consiste a faire une me-
sure du champ de déplacement et estimer a posteriori les FIC par les mémes méthodes qu’en simula-
tion éléments finis, par projection [McNeill et al., 1987, Roux and Hild, 2006] ou par intégrales énergétiques
[Réthoré et al., 2008b]. Dans [Roux and Hild, 2006, Hamam et al., 2007, Roux et al., 2009], les auteurs sug-
gerent d’utiliser cette base réduite directement pour mesurer le champ de déplacement d'une fissure droite
au voisinage de la fissure. Une estimation précise de la position de la fissure est obtenue facilement sur la
carte de résidu de corrélation d’'image en faisant une premiére mesure a base d’éléments finis, par exemple.
En effet les éléments finis imposent que le déplacement soit continu au niveau de la fissure, ce qui n’est pas
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compatible avec les niveaux de gris. L'intérét est que 'on voit donc apparaitre clairement sur la carte des
résidus la trace de la fissure (voir figure 1.5 au chapitre 1) et ce, ramené dans la configuration de référence.
A partir de cette carte de résidu, une technique de détection de forme permet de se donner un maillage
éléments finis [Réthoré et al., 2008a] ou B-splines [Réthoré and Francois, 2014] de la fissure, dans le cas ou
celle-ci n'est pas droite. La position de la pointe de fissure peut étre estimée grace a l'utilisation de termes
super-singuliers habituellement inutiles du fait qu’ils correspondent a un déplacement infini en pointe de
fissure [Hamam et al., 2007, Roux et al., 2009]. Cependant, en excluant une petite région o1 se concentrent
les non-linéarités en pointe, il est possible de trouver suffisamment d’information pour activer ces termes.
Ces termes sont utiles pour estimer la position équivalente de la pointe au sens des séries de Williams. Pour
ce faire on cherche la correction de longueur de fissure d a afin d’annuler le terme super-singulier a;l. Apres
linéarisation, on obtient [Hamam et al., 2007] :
-1
da= Za%
ap
que 'on peut reconduire de maniére itérative jusqu’a convergence. La démarche est illustrée en figure 2.5
sur un essai de propagation de fissure de fatigue en mode I sur une éprouvette en aluminium entaillée.
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FIGURE 2.5 — Exemple de la mesure de position de pointe de fissure sur un essai CCT (Center Crack Tension
Specimen) en mode I réalisé dans le cadre du stage de M2R de Julien Vignot.

Simulation EF de la propagation de fissures en mode mixte avec extraction directe des FICs Si la base
réduite utilisée dans la section 1.1 a permis de mesurer des quantités difficilement accessibles jusque-1a,
I'objectif ici est davantage de simplifier I'implantation et I'utilisation des codes. En effet, cela fait de nom-
breuses années que I'on est capable de simuler la propagation d'une fissure en mode mixte en 2D dans un
maillage élément fini de fagcon plus ou moins automatique [Barsoum, 1974, Ingraffea and Grigoriu, 1990,
Bittencourt et al., 1996]. Cependant la communauté scientifique internationale a poursuivi I’effort pour dé-
velopper des outils numériques de plus en plus simples a implanter, de plus en plus simples, robustes
et rapides a exécuter pour 'utilisateur. Dans ce contexte, la méthode des éléments finis étendue X-FEM
[Moés et al., 1999] a permis de faire un grand pas dans cette direction, en ce sens qu’elle permet de prendre
en compte la présence d'une fissure dont la géométrie est incompatible avec le maillage éléments finis, tout
en conservant une convergence EF classique.

Remarque. X-FEM en deux mots : la prise en compte d'une connaissance (analytique ou nu-
mérique) a priori F(x) de la solution peut se faire grdce a la méthode de la partition de l'unité
[Melenk and Babuska, 1996]. Cette méthode consideére une base de fonction ¢; formant une partition de
l'unité sur Q, cest-a-dire }; p,;(x) = 1, Vx € Q. Lidée consiste alors a enrichir tous les noeuds (ou seulement
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ceux dont le support de la fonction de forme est concerné par cette connaissance a priori) de la maniere sui-
vante:

n

u"® =Y qip;0+ Y bip; Fx) (2.6)
i=1 | iel,
EF st;;dar d enrich;srsement

ot I, sont les noeuds enrichis. Sur cette base la méthode des éléments finis étendus (X-FEM en anglais)

FIGURE 2.6 — Fonction asymptotiques singulieres utilisées pour enrichir les noeuds proches de la pointe de
fissure avec X-FEM en 2D.

[Moés et al., 1999] suggere d’ajouter comme fonctions d’enrichissements des fonctions analytiques capables de
représenter la discontinuité du champ de déplacement de part et d'autre des levres de la fissure (a l'aide d'une
fonction heaviside), mais surtout des fonctions issues du développement asymptotique en pointe de fissure
pour représenter la singularité (voir figure 2.6), ce qu'une méthode éléments finis standard peine a capturer
[Barsoum, 1974]. Une représentation graphique des fonctions d’enrichissement dans l'équation (2.6) est don-
née sur la figure 2.7. La méthode des éléments finis généralisée (G-FEM en anglais) [Strouboulis et al., 2001]

N;(x)

F(x)

N;(x)xF(x)

enrichissement saut enrichissement singulier

FIGURE 2.7 - Fonction de base éléments finis associé a un noeud connecté a quatre quadrilateres linéaires
(en haut), fonction d’enrichissement (au milieu) et fonction d’interpolation résultant de leur produit (en
bas). (Illustration inspirée de [Kim et al., 2010])

est formellement tres proche d’X-FEM, a ceci pres qu’elle fut initialement avec des fonctions d’enrichissement
numériques pré-calculées.

Avec cette technique, on pourra alors trés facilement enrichir une approximation éléments finis grossiéres par
des fonctions beaucoup plus fines. Par exemple l'utilisation de fonction singulieres dans X-FEM permet de ré-
duire de prés d'un ordre de grandeur la taille des éléments finis en pointe de fissure a précision équivalente en
norme énergétique [Laborde et al., 2005]. 1l faut prendre garde, toutefois, aux problemes de conditionnement
en partie dil aux éléments de transition [Chahine et al., 2008, Chahine et al., 2011] et au probléme d’intégra-
tion, qui dans le cas d’'une non-linéarité matérielle peut devenir important [Elguedj et al., 2006].
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Avec 'avénement de mailleurs 3D performants, des méthodes efficaces de remaillage conforme a la
fissure ont également été proposées [Chiaruttini et al., 2010] avec des version hybrides incluant un enri-
chissement singulier X-FEM sur le front de fissure [Chiaruttini et al., 2011].

Malheureusement, ces méthodes ne permettent pas d’estimer suffisamment précisément les facteurs
d’intensité des contraintes directement. Il est alors souvent nécessaire de passer par une étape de post-
traitement, plus ou moins simple a implanter, qui permet de recalculer a partir du champ de déplacement
les facteurs d’intensité des contraintes, soit par projection au sens des moindres carrés sur les modes sin-
guliers, soit par des méthodes énergétiques type intégrale d’interaction ou forces configurationnelles (voir
par exemple [Pereira and Duarte, 2005, Legrain et al., 2008]).

Des techniques d’enrichissements singuliers ont été proposées pour simuler la fissure tout en donnant
un acces direct aux FICs. C’est ainsi que Karihaloo & Xiao [Liu et al., 2004] ont introduit une méthode type
X-FEM (reposant sur la partition de I'unité [Melenk and Babuska, 1996]) avec un enrichissement spécifique
en pointe basée sur les séries de Williams [Xiao and Karihaloo, 2003, Liu et al., 2004]. Cependant, méme en
désactivant les éléments finis standards au niveau de la pointe, on remarque qu’il y a une compétition entre
degrés de liberté standards et enrichis qui fait que I'estimation que 'on obtient des facteurs d’intensité
des contraintes n’est pas tres précis et ne converge pas de facon optimale [Réthoré et al., 2010b]. Un autre
type d’enrichissement en pointe alternatif a la partition de I'unité et appelé Hybrid Crack Element (HCE) a
été proposé par Tong.et al. [Tong et al., 1973]. Il consiste a retirer, autour de la pointe de fissure, quelques
éléments d'un maillage éléments finis et a les remplacer par une distribution de contraintes normales is-
sues des séries de Williams. Cette méthode a été étendue a I'estimation de termes d’ordre supérieur dans
[Karihaloo and Xiao, 2001]. Cette derniere méthode permet d’estimer de facon tres précise les facteurs d’in-
tensité de contraintes et termes supérieurs.

Plus récemment, une méthode hybride analytique/X-FEM (HAX-FEM) a été développé avec ce méme
objectif [Réthoré et al., 2010b]. Cette méthode permet de coupler un modele réduit analytique basé sur une
troncature des séries de Williams autour de la pointe de fissure et un modele X-FEM standard (avec enrichis-
sement discontinu sur les levres de la fissure uniquement). Ces deux modeles continus sont couplés par la
méthode Arlequin [Ben Dhia and Rateau, 2005], c’est-a-dire, en assurant la continuité du déplacement sur
une zone de recouvrement sur laquelle les deux modeles se partagent I’énergie.

Nous avons proposé, dans le cadre de mon postdoc au LaMCoS, une version simplifiée d’' HAX-FEM
qui conserve cependant le méme niveau de précision [Passieux et al., 2011]. Le domaine d’étude Q est dé-
composé en deux parties non recouvrantes Qx et Qyy auxquels sont associés des modeles respectivement
X-FEM et analytique basé sur les séries de Williams (cf. figure 2.8). L'intersection des deux sous-domaines

td/an td/anX
Qw
— <
I'w
uy/0,Q ug/0,Qx

FIGURE 2.8 — décomposition du domaine en une partie élément fini (étendus ou compatibles) et en une
partie analytique basée sur les séries de Williams autour de la pointe.

se réduit a une seule interface I'yy (linéique en 2D). Sur chaque sous-domaine, le probléme s’écrit indépen-
damment

ai(;,vj)=L;(v;) Yvie¥) NYi=X,W 2.7)

En pratique, Ly (v;) = 0 car les levres de la fissure sont libres. La continuité du déplacement a travers I'in-
terface est assurée al’aide d'un raccord intégral type Mortar [Bernardi et al., 1994, Ben Belgacem, 1999]. On



1. Modeéles réduits semi-analytiques 29

introduit pour ce faire un multiplicateur de Lagrange A € .# ! etla contrainte de continuité du déplacement
est exprimée au sens du produit scalaire « travail sur I'interface » suivant :

(ux —uw,A)r = Alux—uw) ds=0 (2.8)

I'w

La formulation a trois champs que I'on obtient est donc : Trouver (ux,uw,A) € %x x 2w x M, tel que,
Y (Vx, Vi, 1) € UY x U, x M

ax(ux,vx) + aw (aw, V) + (vx — vy, )t + {ux —aw, )t = Ix(Vx) (2.9)

Apres discrétisation, le systeme linéaire couplé s'écrit :

Kx O Cy qx fx
0 Kw -Cl qwv [=] 0 (2.10)
Cx Cw O A 0

dans lequel Kx et Ky sont les matrices de rigidité des domaines Qx et Qy respectivement. f; est le vec-
teur des forces généralisées associé aux conditions de Neumann sur le domaine Qy. Les vecteurs qx et qu
collectent des degrés de liberté des deux domaines. Les opérateurs Mortar sont noté C; ; ils représentent
I'intégrale du produit des fonctions de formes sur I'interface.

La méthode est illustrée sur le cas d’'une plaque (v = 0.3, E = 200GPa) de longueur L = 17mm et de lar-
geur w = 7mm soumise a un chargement de traction uniforme d’amplitude o = 10MPa. La plaque a une
fissure horizontale au centre, de longueur a = 3.5mm. Pour construire ce modele hybride, on part d'un
maillage du domaine complet. Le modeéle analytique est défini par un ensemble d’éléments autour de la
pointe, dans une région de rayon ry (exprimé en nombre d’éléments pour plus de lisibilité). Ces éléments
sont retirés du maillage pour construire le domaine Qx. Le probleme, le maillage et la solution en déplace-
ment sont présentés sur la figure 2.9(a).

N
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(a) géométrie et (b) Qx et Qu (© Qx et Quw (d) déplacement vertical en
chargement avec ryy=2 avecry =8 pm (ampl. x1000)

FIGURE 2.9 — Plaque fissurée en tension

Pour ce probleme, une valeur analytique du facteur d’intensité en mode I, peut étre calculé a partir du
cas de la plaque infinie que I'on corrige par un facteur dépendant du rapport a/w [Bui, 1978]. Dans notre

1. M étant 'espace ad hoc que 'on choisira dans L2 (T'y,) méme s'il peut étre moins régulier en théorie car dans H"1/2(Q). 1l
faut prendre soin de sa discrétisation, afin de vérifier la condition inf-sup. Sa discrétisation est discutée dans [Passieux et al., 2011].
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cas, Kjo = 2.9637MPa+/m sera considéré comme référence. L'évolution de la valeur de K; normalisé par K?
est tracée sur la figure 2.10(gauche) en fonction de la taille du domaine analytique pour différentes valeurs
de troncature des séries de Williams 7,,,, avec le maillage tel que h/w = 2.041072. La convergence de
la méthode est donnée figure 2.10(droite). L'erreur par rapport a la valeur de référence est représentée en
fonction de la finesse du maillage pour différentes valeurs de n,,4, et pour une taille du domaine analytique
de ry =2.
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FIGURE 2.10 — Facteur d’intensité des contraintes en mode 1 K; en fonction du rayon ry du domaine ana-
lytique (a gauche) et erreur relative par rapport a la référence Kjp en fonction de la taille sur maillage (a
droite) pour différentes valeurs de troncature de la série 72,,4x.

On retrouve le méme taux de convergence (entre 1.5 et 1.25) que pour la méthode avec recouvre-
ment [Réthoré et al., 2010b]. On montre également dans [Passieux et al., 2011] que cette méthode estime
avec précision des termes d’ordre supérieur, jusqu’a ’ordre 5 avec un développement tronqué seulement a
lordre n,,4x = 9. Bien qu’aussi précise, cette méthode est plus simple a implanter et également plus simple
dans son utilisation, car deux parametres que l'utilisateur devait choisir (la taille de la zone de recouvre-
ment et la fonction de pondération) sont retirés. La méthode est tres similaire a HCE. Elle peut étre vue
comme une version de ’'HCE en déplacement. Le modele analytique a, de ce fait, 'avantage de contenir
directement les translations et rotations de corps rigide, alors que leur estimation a posteriori nécessite un
post-traitment spécial avec HCE [Xiao and Karihaloo, 2007]. Le prix a payer est qu’il faut remplacer une in-
tégrale sur I'interface avec HCE par une intégrale dans le volume. Comme nous le verrons plus tard, cette
vision sans recouvrement est également plus simple a associer a un algorithme multigrille (voir Chap.3, sec-
tion 1). Son extension a la mesure par corrélation d'images est également plus aisée pour le suivi de fissures
non droites. C’est ce qui fait I'objet du paragraphe suivant.

Mesure des facteurs d’intensité des contraintes pour une fissure curviligne La mesure d'un champ de
déplacement par corrélation d’images numériques en présence d'une fissure non droite peut poser des
problémes a une approche intégrée avec les séries de williams telle que décrites plus haut. En effet elle re-
pose sur une hypothése de fissure droite, qui fait que I'on est tenté de réduire la taille du domaine d’intérét
pour que cette hypothése soit valide. Bien évidemment, un développement en série pourrait également étre
construit pour une fissure courbe. Pour une question de généricité, et pour que I'approche reste utilisable
dansle cas de fissures de formes vraiment quelconques, des approches basées sur la méthode X-FEM ont été
proposées [Réthoré et al., 2007b, Réthoré et al., 2007a, Réthoré et al., 2008a, Réthoré et al., 2009]. Cepen-
dant, comme déja dit plus haut, cette méthode ne permet pas d’avoir une estimation directe des FICs, et des
techniques d’estimation a posteriori doivent étre développées [Réthoré et al., 2005, Réthoré et al., 2008b,
Réthoré et al., 2011].

Nous nous sommes proposés, a la fin de mon postdoc et a mes débuts a I'ICA, de combiner les
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deux approches a 'image de ce qui est fait en simulation [Réthoré et al., 2010b, Réthoré et al., 2010c] et
[Passieux et al., 2011, Passieux et al., 2013b]. Le domaine est décomposé en deux parties Qx et Qyy telles
que sur la figure 2.8. On utilise un modele éléments finis étendus ou éléments finis compatibles? pour le
domaine complet. On retire alors comme en simulation un certain nombre d’éléments en pointe de fissure
qui permettent de définir I'interface entre les deux domaines. Sur le domaine Qx on utilise une méthode
CIN-EF régularisée par la mécanique? et sur le domaine Qy, une méthode CIN-I type Williams, intrinse-
quement régularisée par la mécanique. La continuité du déplacement a travers l'interface est assurée avec
un multiplicateur de Lagrange A. Contrairement a la simulation, A n’a pas d’interprétation physique claire.
Donc la continuité du déplacement peut étre assurée, sans pour autant que les modeles mécaniques utili-
sés pour régulariser soient en équilibre. Il faut donc, en plus, assurer I’équilibre des modeles mécaniques
de régularisation. Il est facile de construire I'opérateur linéaire Ly qui, a tout vecteur qy, renvoie le vecteur
des forces généralisées a I'interface Lyyquy . Il est tel que :

Lwl.j:fr(p;tég((p}v).nds @.11)

avec ¢* les fonctions de forme utilisées pour discrétiser ./ et ¢" les séries de Williams en déplacement.
Le probleme consiste a résoudre le probleme d’optimisation suivant :

uhui, A= argmin (@ (W) + ¢k @) + 1~ DIKxux + Lyuw I’ + Gy —uw, D) 212)
L2 (Q)xL2(Q)x .U

Apres linéarisation et minimisation de (2.12), le probléme consiste a résoudre un ensemble de systemes
linéaires du type : Trouver la correction 6q§, 6q’§v, SAK, telle que

AMy + (1 - DKy Ky (1- DKyLyy ct 5q%
(1- AL Ky AMy +(1-ALI Ly -Cl éqf, | =
Cx —Cw 0 5/1k

—T —

Ab% — (1 - MKy (Kxq) +Lwaf,) — CxA*

Abk, — (1 - VLL KxqX +Lwgt) +CL A% | (2.13)
Cxq% -Cwqt,

ol Mx,w et bx v les matrices de corrélation et second membres des domaines Qx et Q. A est un para-
metre scalaire de la méthode (pour plus de détails, voir la section 1 du chapitre 4)

Pour illustrer la méthode, nous considérons un exemple synthétique d’'un mode I pur. Une image réelle
(Fig. 2.11(gauche)) de taille 500 x 500 pixels est utilisée comme image de référence. Une image synthétique
est générée* a partir de I'image de référence et du champ de déplacement correspondant a I'ouverture,
en mode I, d'une fissure verticale de longueur 250 pixels dont la pointe sur trouve au centre de 'image.
Lamplitude est telle que le déplacement soit de 1'ordre de grandeur du pixel. Le champ de déplacement
correspondant est présenté sur la figure 2.11.

2. En effet, contrairement a la simulation, il est possible de détecter la forme finale de la fissure en faisant une premiére ana-
lyse des images a partir d’éléments finis standards comme expliqué dans la figure 2.5. Lutilisation d'une méthode éléments finis
étendus n’est donc pas essentielle en mesure. Il suffit de construire un maillage éléments finis compatibles avec la forme finale et
de «déboutonner » les noeuds.

3. La technique qui consiste a régulariser une mesure par un modeéle mécanique fait 'objet de la section 1 du chapitre 4. En
quelques mots, I'idée consiste a minimiser la somme de la fonctionnelle optique (distance quadratique de conservation des ni-
veaux de gris) et d'une fonctionnelle mécanique (I'énergie potentielle élastique par exemple). Cette somme est pondérée par un
parametre scalaire A qui donne plus ou moins de poids a l'une ou I'autre des deux fonctionnelles.

4. 1l s’agit d'une équation de transport. C’est la méme que celle utilisée pour calculer g(x + u). Ici on connait f et on cherche
g = fx—u)). Dans le cas d'un champ de déplacement inhomogene, et compte tenu du fait que le déplacement u est connu
dans la configuration de référence, il faudra faire attention a ce que xg = x —u(x) soit entier, puisqu’on cherche a construire g
aux positions entieres de pixels. On calculera donc un ensemble de positions x a 'aide de quelques itérations d’'un algorithme de
Newton sur ¢ : X — Xg —X +u(x) = 0 [Réthoré et al., 2013]
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FIGURE 2.11 - Exemple d'une paire d’'images en niveaux de gris

On positionne un maillage et on fait une erreur volontaire de 10 pixels sur la position de la pointe de
fissure, par rapport a sa position réelle. L'objectif étant de voir avec quelle précision les méthodes estiment
ce décalage. On positionne un maillage suffisamment fin sur I'image (la mesure étant régularisée, I'effet de
la finesse du maillage devient mineur). Tous les éléments qui se trouvent dans un rayon de moins de ry dela
pointe de fissure sont retirés du modele Q x et servent a définir le domaine Qyy. Linterpolation du domaine
analytique repose sur les series de Williams de I’ordre -3 a 5. Un masque de 10 pixels de rayon est positionné
sur la pointe de fissure pour les termes super-singuliers. La mesure est faite avec la méthode CIN-I basée sur
les séries de Williams seulement, puis avec la méthode couplée. L'évolution de les valeurs adimensionnées
des facteurs d’intensité des contraintes en mode I et I sont présentées sur la figure 2.12(a) (b) (c) pour CIN-I
seule (en rouge) et la méthode couplée avec différentes valeurs de A.

Sur les figures 2.12(a)(b), lorsque la taille du domaine analytique est suffisamment grande, I’estimation
des FICS semble précise avec la méthode CIN-I seule (en rouge). En revanche, lorsque la taille du domaine
Quw se réduit et se rapproche de la taille du masque, I'estimation des FICs se dégrade. Au contraire, la mé-
thode couplée fournit une estimation relativement stable, et ce quelle que soit la valeur de A. Le domaine
CIN-EF extérieur étant couplé de facon cinématique et statique, semble apporter suffisamment d’infor-
mations au modeéle basé sur les séries de Williams. De méme on trace sur la figure 2.12(c) 'estimation de
la position équivalente de la pointe de fissure et on remarque également que le décalage de 10 pixels est
identifié de maniére plus stable avec la méthode couplée.

La méme analyse est conduite a nouveau, mais en faisant varier cette fois-ci la taille du masque en
pointe de fissure a taille de domaine analytique fixé (1 = 64 pixels). Cette fois, le parameétre de la taille du
masque en pointe de fissure semble étre un parametre assez sensible pour la méthode CIN-I, tandis que
ca n'est pas le cas de la méthode couplée. Bien entendu, cette analyse préliminaire devra étre étendue au
cas de fissures non droites, mais ces premiers résultats sont tres encourageants. Un premier travail sur le
sujet vient d’étre publié tres récemment qui permet de coupler une mesure éléments finis régularisée par la
mécanique dont les degrés de liberté de noeuds du voisinage de la pointe sont projetés sur la base réduite
de Williams [Réthoré, 2015].

Bilan Dans ce deuxieme exemple d’approche de Ritz montre encore qu'avec une base réduite bien
choisie, on peut obtenir plus d’informations qu’avec une approche plus générique type éléments finis
et avec une plus grande précision, tant en simulation qu'en mesure de champ par corrélation d’images.
Lespace d’approximation est réduit grace a des hypotheses fortes sur la mécanique du champ mesuré
et simulé. Le fait que la simulation et la mesure disposent d'un méme formalisme permet d’envisager
des méthodes de validation ou d’identification de modéle, en méme temps que des facons de corriger
des biais expérimentaux, tout ca grace a une comparaison quantitative des champs mesurés et simulés
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FIGURE 2.12 — Influence de la taille ry du domaine analytique Qy (a gauche) et de la taille du masque en

patch radius (pxl)

pointe de fissure (a droite) sur la valeur normalisée du facteur d’intensité des contraintes en mode I (haut),

du mode II (au centre) et sur 'estimation de la position de la pointe de fissure « shift » (en bas). Ces valeurs
sont représentées pour la méthode CIN-I seule (i-dic) et avec la méthode couplée (hax) pour différentes

valeurs du parametre de régularisation A.
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[Roux-Langlois et al., 2015]. L'extension de la méthode X-FEM avec estimation directe des FIC au 3D, tant
au niveau expérimental que numérique n’est pas directe puisque, malgré la présence de quelques études
théoriques [Apel et al., 2008], les séries de Williams ne sont pas définies dans le cas général en 3D. Des tra-
vaux préliminaires ont été conduits dans la théese de Clément Roux-Langlois [Roux-Langlois et al., 2015].
Le modele analytique est basé sur les modes asymptotiques plans associés a une discrétisation unidimen-
sionnelle (type éléments finis) le long du front de fissure. Cependant beaucoup de questions restent ou-
vertes (direction et vitesse de propagation, fissures débouchantes...). Lavantage est que, grace a la corréla-
tion d’'images volumiques a partir d'images de tomographie X, on dispose aujourd’hui de données dans le
volume et de distributions de FIC le long du front [Rannou et al., 2010, Lachambre et al., 2015]. Enfin, tous
ces développements sont basés sur la mécanique linéaire élastique de la rupture et sont principalement
utilisables dans le cadre de la propagation de fissures fragiles ou de fatigue dans des matériaux élastiques
homogenes isotropes. Cependant cette méthode devrait pouvoir s’étendre au cas de matériaux anisotropes
[Prabhu and Lambros, 2002], et hétérogenes [Liu et al., 2004]. Des développements asymptotiques existent
également pour des fissures cohésives dans des matériaux quasi-fragiles avec [Xiao and Karihaloo, 2006] ou
sans frottement [Karihaloo and Xiao, 2008]. On peut imaginer des extensions a plus ou moins long terme au
cas de la dynamique transitoire [Freund, 1990] et au non linéaire [Hutchinson, 1968].

2 Meéthodes de bases réduites

Lorsqu’une base réduite analytique n’est pas disponible pour un probleme particulier, il est toutefois
possible de construire une base réduite de fonction numériques pré-calculés en capitalisant sur I'expé-
rience que I'on a d'un modele. La différence avec les méthodes de Ritz de la section 1 réside essentiellement
dans le fait que 'on dispose, cette fois, d'une connaissance numérique et non analytique de la physique.
Le principe des méthodes de réduction de modele par projection (ou méthodes de bases réduites) est donc
encore de rechercher I'inconnue dans un sous-espace d’approximation de taille n, (tres) petite devant le
nombre de degrés de liberté éléments finis 74, du modeéle initial. A partir d’'une base de fonctions numé-
riques connues et considérées comme représentatives, la solution est recherchée comme une combinaison
linéaire des vecteurs de cette base. Cette base est décrite par les degrés de liberté d'une solution éléments
finis souvent obtenue avec le méme maillage. Ainsi, contrairement aux cas des bases analytiques qu’il faut
intégrer numériquement, il suffit, ici, de projeter le systéme linéaire sur la base de vecteurs pré-existante.
C’est pour ¢a que cette méthode s’écrit, le plus souvent, a partir de la formulation algébrique du probleme
(1.6).

Le sous-espace d’approximation est donc défini par la donnée d’une base de fonctions notée c; € R4/
qui permettent de défini la matrice C dont les colonnes sont les cy.

[e1][e2] [ en]

Une approximation de 'inconnue est alors recherchée sous la forme d'une combinaison linéaire de ces
modes :

C=

q=Ca

ol les degrés de liberté réduits & € R sont les coefficients de la combinaison linéaire. Le probleme de la
simulation 1.6 (ou de la mesure 1.16) est alors surdéterminé. On impose généralement la condition d’ortho-
gonalité de Galerkin : le résidu r = KC a — f doit étre orthogonal a tout vecteur test v appartenant a I’espace
engendré par les vecteurs de la base réduite. Parfois le résidu est rendu orthogonal a une base réduite dif-
férente, on parle d’approche de type Petrov-Galerkin [Carlberg et al., 2011]. Ainsi le probleme en projection
sur la base réduite C s’écrit dans le cas linéaire :

c'’kKCa=C't (2.14)
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Dans le cas non linéaire, par linéarisation du résidu projeté, le probleme tangent devient [Hurty, 1965,
Krysl et al., 2001, Noor, 1980] :
C'KrCéa=-C'r (2.15)

ou da est I'incrément de I'inconnue réduite, K7 la matrice de rigidité tangente et r le résidu a 'itération
courante.

Les systemes projetés, étant de taille n; x n., sont a priori beaucoup moins cofiteux a inverser que le
systéme initial. Sans compter que la complexité de I'inversion d'un systéme n’est pas linéaire. Ce gain doit
cependant étre relativisé car :

— il reste toujours le cotlit de 'assemblage de 1'opérateur et sa projection [Carlberg et al., 2011].

— le systéme obtenu est 1a encore potentiellement plein et donc plus cofiteux a inverser qu'un systéme

éléments finis qui a la propriété d’étre creux.

Lerreur d’approximation par réduction de modele peut étre controlée a posteriori par :

_ IR@)
If12

Dans la suite, on fera I'hypothése que la précision de I'approximation dépend uniquement du choix de
la base réduite et pas de 'erreur de discrétisation, bien qu’il soit possible de faire de ’adaptivité dans ce
contexte [Carlberg, 2015].

2.1 Constitution de la base réduite pertinente

Jusqu'ici, la question du choix du sous-espace ou de sa base C n'a pas été précisée et I'efficacité des
méthodes de bases réduites en dépendent fortement. Il existe de nombreuses facons de construire une telle
base. Les choix reposent sur la connaissance préalable que 'on a de la solution résultant d'une analyse
modale, d'un ou plusieurs précalculs avec différents jeux de parametres. Cette phase de construction est
souvent appelée offline par opposition a la phase d’assemblage et de résolution du systeme projeté qui
lui est dit online. Cette terminologie, issue du calcul en temps réel, s’explique par le fait que le cotit de
construction de la base peut étre trés conséquent, ce qui réduit considérablement I'intérét de ces méthodes
si cette construction n’est pas rentabilisée par la résolution de plusieurs systemes online (pour plusieurs pas
de temps, plusieurs jeux de parameétres...).

Bases modales En dynamique transitoire, on a trés tét eu recours a des bases réduites construites a par-
tir d'une base modale tronquée [Rayleigh and Lindsay, 1877]. Ceci nécessite un calcul de valeurs/vecteurs
propres dans la bande de fréquences d’intérét en phase offline, seuls les modes utiles étant calculés. Le sys-
téme temporel peut alors étre résolu par projection sur les 7 premiers modes. L'intérét de la base modale est
qu’elle permet de prendre en compte toutes les déformations possibles de la structure. En ne s'intéressant
qu’au bas du spectre, on ne conserve que les modes a plus haut contenu énergétique.

Hormis I'analyse modale de base, des techniques de réduction de modeéle ont été proposées. Par
exemple, il est possible d’améliorer le comportement haute fréquence en rajoutant des corrections sta-
tiques, voir par exemple [Dickens et al., 1997]. 1l est également possible de (1) partitionner le domaine,
(2) de condenser les degrés de liberté internes par condensation statique de Guyan et (3) utiliser une
basse modale tronquée pour enrichir la condensation statique. C’est la méthode de Craig-Bampton
[Craig and Bampton, 1968]. Ces méthodes ont également été étendues a la dynamique non linéaire, voir
[Kerschen et al., 2009] par exemple.

POD,SVD,PCA,KLD Parmi les nombreuses possibilités proposées dans la littérature, la Proper Orthogo-
nal Decomposition (POD?®) a 'avantage de garantir une certaine optimalité. Cette technique nécessite la

5. 1aPOD est n'est pas a proprement parlé une méthode de réduction de modele, contrairement a I'amalgame qui est souvent
fait dans la littérature. C’est davantage une facon de construire une base réduite a partir d'une information préexistante
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connaissance au préalable d'une famille de n; solution s; € R"#f du probléme initial pour différentes va-
leurs de parametres ou conditions aux limites. De méme que C, 'opérateur S est construit a partir des vec-
teurs sy. Pour désigner cette famille, on parle souvent du snapshot, pour souligner le fait que cette donnée
contient une image du modele, c’est-a-dire de la fonction qui a un jeu de parameétres associe la solution
du probleme correspondant. Cette famille pourrait étre utilisée directement en guise de vecteurs de base
ck. Cependant, on préférera, a minima procéder a une orthonormalisation de Gram-Schmidt afin que le
probléme en projection (2.14) ne soit pas singulier. Cette procédure n’est pas optimale dans le sens ou 'on
n’est pas assuré d’aboutir a la base de taille la plus petite. Pour ce faire, la POD consiste a déterminer une
base orthonormale ¢* de dimension . plus petite que n; de telle sorte que la distance entre les espaces
Im(C) et Im(S) soit minimale pour un nombre de vecteurs n. donné. Ceci consiste a écrire que la base C
minimise la distance J,_ entre le snapshot S et sa projection orthogonale sur C:

ng ne 2
Jn(© = [$-C(CS)[= ) [ls; - Y ci(ei”s))
=1 i=1 )

sous la contrainte d’orthogonalité de C. La norme matricielle IIClli = tr(CTC) est appelée norme de Fro-
benius. On peut montrer [Kunisch and Volkwein, 2002] que minimiser J,_ est équivalent a calculer la dé-
composition en valeurs singulieres (SVD) ® de S qui, en pratique, revient a résoudre le probléme aux valeurs
propres de taille ng, ¢ x ngof :

SSTc,- = sf C; (2.16)

avec s; les valeurs singulieres. Le probléme (2.16) est souvent remplacé par le probléme aux valeurs propres
de taille n, x n; suivant

STSvi =A;v; les vecteurs se déduisent par c;=VA;Sv; (2.17)

puisque souvent 15 < ngo .

Le nombre maximal de vecteurs de base c; est égal au rang de r; = S”S. Evidemment, dans un contexte
de réduction de modele, I'ensemble des r; vecteurs de base ne sont pas utilisés. Cette base est tronquée
n. < rs et n'engendre donc plus exactement Im(S). Lerreur associée peut étre quantifiée par la mesure de
la distance J(cj, ...,cp,) dont on peut montrer [Kunisch and Volkwein, 2002] qu’elle est égale a la somme des
carrés des valeurs singulieres tronquées :

J(cy,..nCp,) = Z 57 (2.18)

i=n.+1

Ce résultat est un indicateur précieux, qui permet d’aider a choisir parmi les vecteurs propres de SS” les
plus pertinents. En effet, on choisira seulement les vecteurs c; associés aux plus grandes valeurs singulieres
(en pratique, ceux tels que s;/sm4x > €, avec € un parametre a fixer en fonction de la précision requise) car
ils sont optimaux au sens de la norme de Frobenius. Souvent I'’espace des solutions d’'un probleme pour
des variations modérées des parametres (forme, parameétres constitutifs, conditions aux limites...) a une
structure assez simple. Cela se traduit par le fait que la décroissance des valeurs singulieres est rapide. Cette
compressibilité de I'espace d’approximation se quantifie avec la n-profondeur de Kolmogorov.

6. La POD est équivalente a la décomposition en valeurs singulieres (SVD), mais aussi a la décomposition (ou transformation)
de Karhunen-Loeve (KLD/KLT) et également a 'analyse en composantes principales discréte (PCA) [Liang et al., 2002]. Elle est
encore connue sous le nom de transformation d’Hotteling, les modes quasi harmoniques ou encore les fonctions orthogonales
empiriques. Les fonctions de base issues de cette décomposition se dénomment fonctions propres empiriques, fonctions de base
empirique, fonctions orthogonales empiriques ou encore modes propres orthogonaux. Cette terminologie hétérogéne s’explique
par le fait que cette méthode a été utilisée, voire réinventée dans de nombreuses disciplines scientifiques, telles que 1'analyse sta-
tistique de données expérimentales ou numériques [Hotelling, 1933, Karhunen, 1943, Loeve, 1955, Aubry et al., 1991], la géométrie
différentielle, I’algebre linéaire, la mécanique des fluides, 'acoustique, le traitement d’images, 'ingénierie biomédicale...



2. Méthodes de bases réduites 37

En phase offline, le snapshot doit étre construit. Il correspond a la solution de problemes pour un en-
semble de points de 'espace paramétrique. Ces problémes ne sont évidemment pas résolus de facon bru-
tale. Une technique de construction type Glouton, permet de construire la base de maniere itérative. Seuls
les points de I'espace paramétrique pour lequel le modéle réduit actuel est insuffisant conduiront a un cal-
cul exact. De plus, cet ensemble de points n’est pas parcouru de maniere aléatoire. Pour plus d’efficacité,
on lui associe un estimateur a priori qui permet d’identifier le prochain point dans ’espace paramétrique a
utiliser pour enrichir la base [Barrault et al., 2004, Paul-Dubois-Taine and Amsallem, 2015].

Adaptation de la base réduite en phase online La stratégie offline-online décrite précédemment repose
sur I'hypothese que le systéme ne sortira pas du cadre établi a I'avance et que, dans la période online, on
ne s’écartera jamais des frontieres fixées dans ’espace paramétrique lors de la phase offline. Cependant,
des méthodes d’enrichissement du modele réduit « a la volée » ont été mises au point [Ryckelynck, 2002,
Ryckelynck, 2005, Kerfriden et al., 2011][Kerfriden et al., 2012, Barriere et al., 2013]. L'idée est de permettre
une phase d’enrichissement rapide en cas de défaillance du modele réduit. Ceci a un intérét pour les raisons
suivantes :

— pour des applications d’optimisation et/ou des problémes inverses, il peut arriver que I'optimisa-
tion conduise a des jeux de parametres qui quittent les limites initialement fixées. Dans ce cas, une
approche purement offline-online pourra étre amenée a échouer. Une approche permettant de s’en-
richir a la volée, apportera a I'approche une robustesse a I'utilisation qui est essentielle pour des
applications industrielles.

— sile modele réduit peut s’enrichir en phase online, cela peut permettre de réduire considérablement
le temps de construction offline qui dans certains cas peut devenir excessif.

— une technique adaptative a également de l'intérét pour alléger considérablement la phase de
construction offline de la base réduite d'un modeéle réduit a posteriori.

Bien que basées sur des outils similaires, entre les méthodes purement offline-online et celles décrites ici, il
y aune différence conceptuelle. Pour les premieres il s’agit d'une sorte de méta-modele capable de résoudre
des problémes en un temps tres rapide au prix d'une phase offline trés longue et cotiteuse. Ici I'objectif est
davantage de construire un solveur rapide, avec une phase offline légere, voire inexistante. On parle aussi
parfois de méthodes de réduction de modele a priori [Ryckelynck, 2002, Ryckelynck, 2005].

Dans la suite, deux applications d’une stratégie de réduction de modele a priori avec enrichissement
alavolée sont présentées. La premiere concernant le post-flambement illustre le fait que I’enrichissement
en phase online est une garantie qui permet de réduire considérablement la phase offline et donc de consi-
dérer en phase online un modéle tres réduit a seulement un ou deux modes mécaniques bien choisis. La
deuxieme application a 'endommagement local montre que dans ce cas sévere, méme avec l'enrichisse-
ment a la volée, la taille de la base augmente de maniére déraisonnable si I’on utilise pas une technique de
partition des inconnues en deux groupes selon que leur sensibilité aux parametres est réguliére ou non.

2.2 Cas du flambage local de panneaux raidis

Lorsque, pour un jeu de parametres (ou incrément de calcul) la solution obtenue par le modele réduit
n'est pas satisfaisante au regard du critére egp; par exemple, la base doit étre enrichie. La facon la plus
simple consiste a faire un calcul complet pour ce jeu de parametres (ou incrément) de facon exacte avec le
solveur éléments finis complet. On obtient donc un vecteur supplémentaire s, 1 qui peut étre utilisé pour
enrichir la base C, soit en I’orthogonalisant par rapport aux vecteurs de base cy, soit en recalculant une SVD
a partir de S augmenté de ce nouveau vecteur. Une facon plus subtile et moins cotiteuse consiste a résoudre
ce probléme de facon trés grossiére avec un solveur itératif de type Krylov de facon orthogonale a la solution
fourni par le modéle réduit [Kerfriden et al., 2011]. Cette correction étant K7 orthogonale, peut étre ajoutée
directement a la base C.

Comme dit plus haut, le fait de laisser a la base réduite la possibilité de s’enrichir a la volée
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en phase online est une sécurité qui permet d’envisager des bases réduites de taille trés petite. Pour
le probleme du post-flambement, il a été montré que des solutions analytiques ou semi-analytiques
[Vescovini and Bisagni, 2012, Byklum et al., 2004] peuvent fournir des approximations de bonne qualité
pour faire des analyses paramétriques ou des optimisations en phase de prédimensionnement. En par-
ticulier, en post-flambement, il est souvent fait I'hypothése que le déplacement s’écrit comme la somme
d’un terme proportionnel au mode de flambement linéaire et d'un terme correctif de faible amplitude et
d’ordre plus élevé [Vescovini and Bisagni, 2012]. C’est ainsi que, dans le cadre de la thése de Ludovic Barriére
[Barriere, 2014], nous avons proposé d’utiliser une base réduite initiale bon marché construite dans cet es-
prit. Ainsi, outre un vecteur correspondant a la solution linéaire fondamentale qg, 'idée consiste a ne consi-
dérer que le premier mode de flambement linéaire qp. Ainsi la base réduite se réduit a deux vecteurs donc
le cout de calcul associé est extremement réduit par rapport aux méthodes existantes [Barriere et al., 2013] :

B L
Iqoll

Les corrections d’ordre supérieur sont, quant a elles, capturées par les corrections a la volée.

La figure 2.13 présente I'évolution des coefficients de la combinaison linéaire des vecteurs de la base ré-
duite permettant de décrire la solution d'une plaque carrée raidie soumise a un chargement de cisaillement
pour différents niveaux de chargement allant du domaine linéaire a pres de trois fois la charge critique de
flambement. On peut remarquer que le mode de flambement linéaire reste prédominant dans la description
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FIGURE 2.13 - Suivi des coordonnées généralisées de la partie hors plan du champ de déplacement au cours
des itérations. Les lignes pointillées verticales représentent les incréments, exprimés en facteur de charge
critique de flambement.

de la partie hors plan de la solution et ce jusqu’a 2.88 fois la charge critique de flambement. Il semble donc
pertinent de I'inclure dans la base réduite initiale. La partie en membrane est quasiment exclusivement dé-
crite par le mode fondamental [Barriére, 2014]. Les modes additionnels semblent également participer a la
description de la solution postérieure a'incrément pour lesquels ils ont été construits. Cela signifie qu’il est
pertinent de les conserver dans la base, ce qui n’était pas évident a priori. Leur amplitude reste cependant
faible, ce qui corrobore les observations de la littérature [Vescovini and Bisagni, 2012].

11 est intéressant de noter également qu'une base composée de seulement trois modes permet d’ap-
proximer la solution avec précision jusqu’a 1.42 fois le premier mode critique de flambement, ce qui d'un
point de vue industriel est déja intéressant.
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2.3 Cas del’endommagement localisé

Les problemes de rupture fragiles ou quasi fragiles sont des applications pour lesquelles les mé-
thodes de réduction de modeles classiques sont mises en échec. En effet, les méthodes par projection re-
posent sur une approximation globale du champ de déplacement. Ainsi, méme les versions adaptatives
[Ryckelynck, 2005, Kerfriden et al., 2011] peinent a déterminer la structure de ’espace des solutions lorsque
la fissure (ou la non-linéarité locale) propage. Avec la robustesse que leur confére leur caractere adaptatif,
elles sont capables de prédire le comportement et d’aboutir a une solution précise, mais elles conduisent
a une base plus vraiment réduite qui fait qu’elles perdent leur efficacité. Une méthode originale appli-
quée au cas de la rupture fragile permet de tirer parti de 'autosimilarité de la solution en pointe de fissure
[Galland et al., 2011]. En effet, dans le repére associé a la pointe de fissure, la singularité évolue de maniere
beaucoup plus réguliere que dans le repere global. La méthode consiste donc a utiliser le morphing de
maillage, afin de déplacer le maillage avec la propagation de la fissure. La solution est auto-similaire et le
modeéle réduit efficace. Pour aller plus loin, on pourrait également associer au probleme de morphing un
deuxiéme modéle réduit.

Dans le cadre d'une collaboration avec Pierre Kerfriden et Stéphane Bordas (de I'Université de Cardiff,
a I'époque), nous avons utilisé une méthode de réduction de modéle, dans les parties du domaine « fai-
blement non linéaires » pour lesquelles un modele réduit est pertinent, tandis que le reste du domaine est
résolu exactement [Kerfriden et al., 2012]. Le probléeme est donc projeté seulement partiellement sur la base
réduite. La figure 2.14 illustre cette stratégie dans le cas de 'endommagement localisé d'une structure en
treillis soumis a un chargement localisé au milieu du plancher a deux incréments de chargements diffé-
rents. Nous obtenons donc un modeéle hybride ot la zone a forte non-linéarité (en noir) est conservée et
donc résolue de fagon exacte, alors que le reste du domaine (en vert) est recherché en projection sur la base
réduite.

==

FIGURE 2.14 — Exemple d’'une structure en treillis endommageable. A gauche : Endommagement localisé
sous le chargement a droite (plus 'endommagement d'une barre est proche de 1, plus la couleur est foncée).
A droite décomposition du domaine en partie locale et globale (on représente en noir les éléments dont 'un
des noeuds n’est pas réduit)

Techniquement, le principe de la stratégie locale/globale est de séparer le vecteur des inconnues no-
dales en deux parties, 'une d’entre elles seulement étant recherchée sous la forme d'une combinaison li-
néaire des vecteurs c; de la base réduite. Soit 5(] une re-numérotation du vecteur correction inconnue 6q
(taille ng,r) de maniére a regrouper les n, degrés de liberté réduits (indicé r) et les n, résolus totalement

(indicé 1) :
~ [ éq, E,
sa=| % | = 5 (2.19)
a (5%) (Ef) !
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ouE; € Mn,,ndof([o, 1)) etE; € Mnt,ndof([o, 1]) sont des opérateurs booléens qui permettent de sélectionner
les degrés de liberté réduits et résolus totalement, a partir d'un vecteur de taille le nombre d’inconnues
nodales total ng,¢. Alinverse, on peut revenir a la numérotation initiale par :

5q=El5q, +E5q; (2.20)

La partie dite réduite de 'incrément de solution est donc recherchée sous forme d'une combinaison
linéaire de la base réduite globale :
5q,=E,Ca (2.21)

dans lequel a sont les coefficients de la combinaison linéaires appelés degrés de liberté réduits. En re-
vanche, tous les degrés de liberté ¢ sont conservés. Lincrément de déplacement est donc recherché sous la
forme d’'une combinaison linéaire d’'une base hybride A :
T da
oq= [PrC E; ] 0x avec ox=| — (2.22)
6q;
avec le projecteur sur les degrés de liberté réduits P, =ETE,.

11 suffit alors de résoudre le probleme tangent en projection (2.15) sur A, ce qui, en développant, donne
le systeme linéaire suivant [Kerfriden et al., 2012] :

2.23
E.K;P,C  EXKrE' E, (2:23)

c’P,K;P,C C'P.K;E! ) Sk - _( CTP,)

Remarque. Cette technique de projection partielle est trés générale et certainement pas limité
au cas d'une séparation d’inconnues locales/globales. Par exemple, elle a été également utilisée dans
[Gogu and Passieux, 2013] pour séparer les bases réduites selon les différentes directions de l'espace : une base
réduite par dimension. Ceci peut s'avérer parfois utile, en particulier ici pour la construction d'une surface de
réponse.

En pratique, dans ce cas, le systeme hybride (2.23) est condensé sur les degrés de liberté résolus totale-
ment gqvt (cf. eq. (3.23)) Ce probléme est ensuite résolu par un solveur itératif de Krylov car il s’appuie uni-
quement sur des produits entre le complément de Schur et le résidu condensé projeté. Ceci conduit donc
seulement a I'inversion de plusieurs systémes linéaires associés a 'opérateur CTP,K;P,C sans nécessiter
le calcul explicite de son inverse, tel que c’est fait en décomposition de domaine [Farhat and Roux, 1991,
Mandel, 1993]. Cependant, cet opérateur étant, dans ce cas, de taille tres réduite, son inverse peut égale-
ment étre calculée de facon explicite, sans que cela impacte I'efficacité numérique de la méthode.

Lintérét de faire cette partition degrés de liberté réduits/résolus exactement est double :

1. Méme avec une stratégie purement a posteriori, en excluant la zone oll se concentrent les non-
linéarités, on montre que I'espace des solutions pour différentes positions de la charge est de taille
plus réduite. Par exemple, on trace sur la figure 2.15(gauche) la décroissance des valeurs singuliéres
de la matrice S des snapshots issue de la résolution d'un seul probléme avec le chargement situé
au centre du plancher (en noir), ou pour deux résolutions avec deux positions différentes mais voi-
sines du chargement (en gris). A chaque fois, les valeurs singuliéres sont calculées avec (trait plein)
et sans (trait pointillé) la zone d’endommagement local. On remarque que les valeurs singuliéres
décroissent beaucoup plus vite lorsqu’on retire cette zone locale.

2. Avec une stratégie a priori, avec enrichissement a la volée, le nombre de corrections globales né-
cessaires pour enrichir la base réduite est grandement diminuée avec la méthode de projection lo-
cale/globale (en vert) par rapport a une méthode de réduction de modele globale (en bleu), voir
figure 2.15(droite).
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1 — reference solution L I Corrected POD
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10 50 60 0 5 10 15 20 25 30

SVD truncation order Time step

FIGURE 2.15 — Nombre de corrections globales en utilisant un modele réduit adaptatif d’'une part et un
modele local/global adaptatif d’autre part. Extrait de .

Bilan Lextension au non linéaire des méthodes de réduction de modele par projection, tres efficaces
pour des problémes simples et linéaires, n’est pas directe. Deux exemples d’applications non linéaires ont
montré 'intérét d’ajouter a la phase de construction offline une phase d’enrichissement a la volée en phase
online. Cette stratégie permet, par exemple de réduire considérablement la taille de la base réduite initiale
et donc des systemes réduits. Ainsi la stratégie qui consiste a prendre une base réduite constituée de seule-
ment deux modes mécaniquement pertinents s’est montrée efficace pour le calcul en post-flambement de
panneaux raidis [Barriere et al., 2013][Barriere, 2014]. Elle représente une alternative a une méthode de ré-
duction de modele utilisant sur une base réduite certes plus compléte mais qui requiert une phase offline
importante sans réelles garanties d'une meilleure précision ou d'un cofit online plus faible. Par ailleurs, la
stratégie de réduction de modele locale/globale augmente de facon significative I'intérét d'utiliser une base
réduite globale pour I'approximation du champ de déplacement dans le contexte de la rupture quasi fragile
locale. En effet, une méthode de projection partielle permet de séparer le traitement exact des inconnues
associées a la non-linéarité locale et celui du reste du domaine pour lequel un modele réduit est pertinent.
Cette stratégie permet de réduire de facon significative le nombre total d’enrichissements globaux par rap-
port a une projection globale classique.

Cependant, I'efficacité de ces méthodes et leur applicabilité dans un contexte industriel doit étre relati-
visées. En effet, il s’agit d'une part de méthodes tres intrusives au niveau de I'implémentation. Elles néces-
sitent des développements lourds a I'intérieur des codes au regard des gains obtenus. Par ailleurs, la ques-
tion du contréle de la qualité est une question essentielle. Chaque étape est source d’erreurs : I’erreur d’'in-
terpolation éléments finis, le choix de la base réduite, le choix éventuel des degrés de liberté locaux/globaux
(déterminés de facon automatique, mais selon des criteres plus ou moins empiriques jusqu’ici), le choix
des parametres d'incrémentation du Newton, le critere de déclenchement de I’enrichissement a la volée, la
précision de convergence du Newton... Tous ces parametres utilisateurs, rendent I'utilisation de ces outils
complexe et le contrdle de la qualité des solutions obtenues non trivial. RéEcemment, des modeles réduits
pilotés par des estimateurs d’erreurs a posteriori en quantité d’intérét permettent non seulement de certi-
fier les solutions [Florentin and Diez, 2012, Hoang et al., 2014, Hoang et al., 2015] mais également de réduire
davantage la taille de la base réduite.

Les méthodes de réduction de modeéle par projection réduisent la taille des systemes linéaires a ré-
soudre, mais leur construction peut parfois rester cotiteuse, en particulier en non linéaire. Des techniques
d’approximation permettent de considérer un nombre réduit de points d’intégration pour construire ces
systemes. C’est le cas notamment de la méthode dite d’ hyper-réduction [Ryckelynck, 2005].
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Enfin, il est intéressant de noter que lorsque I'espace paramétrique est grand ou que la solution varie
beaucoup (ce qui est le cas de la rupture par exemple), il peut étre intéressant de définir une base réduite
par morceaux [Eftang et al., 2010] ou par rapport a un voisinage [Maday and Stamm, 2013] dans I'espace
paramétrique. Cette stratégie est plus efficace dans la phase online car les systémes sont de taille plus ré-
duite. Cela correspond d’ailleurs bien a I'intuition qui veut que deux solutions correspondant a deux jeux
de parametres soient d’autant plus proches que les parametres le sont aussi.

Enfin, il est a noter qu'une méthode de type base réduite a été utilisée également dans le contexte de
la mesure de champs de déplacement par corrélation d'images numériques pour l'identification de para-
metres de comportement dans [Leclerc et al., 2009]. Les modes correspondant a la solution d’'un modele
éléments finis et de ses dérivées par rapport aux parametres matériaux recherchés.

3 Meéthodes de séparation de variables - PGD

3.1 Principe

La PGD (pour Proper Generalized Decomposition [Ladeveze et al., 2010]) est une technique de sépa-
ration de variables. Elle fut initialement introduite (sous le nom d’« approximation radiale ») pour les
problémes d’évolution, pour lesquels la solution recherchée est une fonction du temps et de I'espace
[Ladeveze, 1985b, Ladeveze, 1985c]. La méthode consistait alors a rechercher la solution sous la forme d’'une
somme de produits de fonctions de variables séparées :

m
ux, 0=y v;x-A;(t)

i=1
ol v; et A; sont des fonction inconnues a priori. Le plus souvent, les paires de fonctions
{vi,A;} sont calculées de facon progessive, soit a partir d'une formulation de type Garlerkin
[Ladeveze, 1985b, Ladeveze, 1999, Ammar et al,, 2006, Pruliere et al., 2010][Passieux and Périé, 2012,
Gomes Perini et al., 2014] soit minimisant un résidu [Nouy and Ladeveze, 2004][Ladeveze et al., 2009,
Ladeveze et al., 2010, Passieux et al., 2010][Nouy, 2010] :

m
ux, )= Y} Vi) V1) A ()
1 -~
l_,_/ correction de rang 1
approximation courante fixée

Méme un probleme linéaire d’évolution devient non linéaire du fait du produit des inconnues vy, +1 et A;;4+1.
Pour résoudre ce probléme on procéde généralement par un algorithme de point fixe qui converge souvent
rapidement, mais qu’il est de toute facon assez peu utile de résoudre précisément [Ladeveze et al., 2010,
Passieux and Périé, 2012]. Différentes variantes de I'algorithme peuvent étre trouvées dans la littérature,
avec ou sans réutilisation et/ou remise a jour de certains termes de la décomposition existante de la
solution [Nouy, 2008][Ladeveze et al., 2010][Nouy, 2010, Gonzélez et al., 2010, Giraldi et al., 2013]. C’est par
exemple le cas dans [Ladeveze et al., 2010] pour des problemes d’évolution ou I'étape dite préliminaire
consiste a remettre a jour '’ensemble des variables temporelles, les variables spatiales étant fixées.

Cette méthode, qui a notamment été au coeur de mes travaux de theése [Passieux, 2008],
a été étendue a des problemes paramétriques [Pruliere etal.,, 2010, Chinestaetal., 2013], a des
problemes stochastiques [Nouy, 2007, Nouy, 2008], a la séparation des dimensions de I'espace
[Ammar et al., 2006, Ammar et al., 2007], en CIN [Passieux and Périé, 2012, Gomes Perini et al., 2014], a
la simulation de plaques [Bognet et al., 2012] et coques [Bognet et al., 2014], a certains probléemes non
linéaires [Nouy and Le Maitre, 2008], a 'acoustique [Barbarulo et al., 2014], a 'approximation d’'images nu-
mériques [Giraldi et al., 2013], a la construction de préconditionneurs [Giraldi et al., 2014]... évidemment,
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cette liste ne prétend pas a I'exhaustivité, tant le sujet est d’actualité.

Lien avec la réduction de modele. Il est difficile de parler de la PGD comme d'une méthode de ré-
duction de modele. Il s’agit, 1a encore, davantage d'un solveur multidimensionnel efficace qui, par nature,
donne acces, non seulement a la solution du probléme, mais également a une base réduite pertinente pour
la décrire ’. Tout ou partie de cette base peut alors étre utilisée pour résoudre un (ou plusieurs) autre(s) pro-
bleme(s). Dans ce cas, on pourra effectivement parler de modele réduit auquel on pourra facilement rajou-
ter des corrections séparées supplémentaires [Ladeveéze et al., 2009, Ladeveze et al., 2010]. Une autre facon
d’associer a la PGD la notion de modeéle réduit (également de surface de réponse) consiste a rajouter des
dimensions pour les parametres que I’on veut pouvoir modifier en phase online. La PGD va alors construire
en phase offline la solution multidimensionnelle correspondante. La phase online ne consistera plus qu’'a
évaluer les fonctions précalculées [Chinesta et al., 2011, Chinesta et al., 2013, Niroomandi et al., 2013].

3.2 Application a la mesure de champs

Comme mentionné dans le chapitre 1, 'inconvénient des méthodes de CIN-EF est le cofit de calcul
puisque le systeme a résoudre a chaque itération est global, contrairement aux méthodes subset pour les-
quelles ce systeme est diagonal par blocs, un bloc correspondant a une imagette. En particulier quand la
taille des images augmente (des capteurs de 29Mpixels sont aujourd’hui courants), ou lorsque I'on souhaite
faire une mesure haute résolution, le temps consacré a I'inversion de ce systéme peut prendre une part si-
gnificative sur le temps total d’analyse. Ce probléme devient encore plus marqué en CIV. Dans cette section,
nous présentons une méthode basée sur la PGD pour la corrélation d’images numériques haute résolution.
I s’agit d'un des premiers travaux que j'ai réalisé en arrivant a I'ICA en collaboration avec Jean-Noél Périé
[Passieux and Périé, 2012].

Principe Techniquement, en partant de la formulation variationnelle (eq. (1.12) chapitre 1) associée
a la prédiction linéaire du probléeme de CIN, on va rechercher I'inconnue, non plus sous forme élé-
ments finis 2 ou 3D, mais telle que chaque composante de I'incrément de déplacement du € L?(Q)
soit une meilleure approximation de rang 1, c’est-a-dire un produit de fonctions de chaque dimension
[Passieux and Périé, 2012] :

| utey) || ux(x)-uy(y)
511(.76',)/)_( v(x,y) )_( Vx(x)‘Vy(y) ) (2.24)

Pour une formulation PGD-Galerkin classique, le champ test associé s’écrit :
Wy () - uy(Y) + ux(x) - ul
vix,y) = ,i( ) - Uy (y) + ux(x) ){(y) (2.25)
Ve (X)- vy () + vk (X) - vy ()
Ensuite, la PGD fonctionne en 3 étapes : (1) ces expressions de du et v sont introduites dans la formulation
variationnelle (eq. (1.12) chapitre 1) puis (2) toutes les fonctions d’'une méme dimension sont regroupées
entre elles

Uz (x)

* _
@ ()= VX (x)

Y(y) =

uy (y) won_ | W
VY(y)] v [v;m

7. De ce point de vue, la PGD peut étre rapprochée (conceptuellement) des solveurs de Krylov qui résolvent un systeme
linéaire tout en fournissant une description pertinente du sous-espace de Krylov. Cette description (sous forme de vecteurs
de Ritz) peut alors étre utilisée pour résoudre d’autres systemes linéaires en réutilisant cette information [Rey and Léné, 1998,
Gosselet and Rey, 2002, Gosselet et al., 2013]
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et enfin (3) d’écrire un systéme couplé de plusieurs formulations variationnelles monodimensionnelles (ou
de maniére plus générale, de plus faible dimensionnalité)

fa*~A(x)adx=fa*-B(x) dx Ya*el?Qy)

fY*'C(J’)YdJ’:fY*'D(J/) dy vYy*elL’(Qy)
y y

ou A et B (respectivement C et D) sont des intégrales par rapport a la variable y (respectivement x) (pour les
détails, voir [Passieux and Périé, 2012]). Q et Q,, sont les domaines unidimensionnels tels que par produit
tensoriel, Q = Q,®Q,. La question de la séparabilité du domaine Q sous forme de produit tensoriel de
domaines de plus faible dimension sera évoquée ultérieurement.

(2.26)

Remarque. Dans les termes A,B,C et D, il y a les images et leur gradient qui elles, ne sont pas écrites
sous forme séparée. Bien que des techniques efficaces permettant de représenter des images dans un espace
fonctionnel réduit [Giraldi et al., 2013], nous avons choisi de ne pas approximer les images, compte tenu
du fait que les niveau de gris ont un impact tres fort sur les incertitudes de mesure. Une image étant un
ensemble de données pixels finies, il est tout a fait possible de construire une écriture séparée et exacte, mais
non réduites. En pratique, ceci entraine un coup de calcul plus élevé que de considérer les images non séparées.

Afin de les découpler, les deux problémes (2.26) sont résolus de maniere alternative par un algorithme
de point fixe. Le probléme selon x est d’abord résolu en considérant y (y) fixé, puis, dans un second temps,
le probleme y est résolu en fixant a(x) a sa valeur obtenue précédemment. Ces deux étapes sont répétées
seulement quelques fois (parameétre k;,4x). En effet, comme pour la simulation, la convergence fine de ce
point fixe n'est pas nécessaire [Ladeveze et al., 2010, Passieux and Périé, 2012]. Sur la figure 2.16, on peut
remarquer que la précision avec laquelle le point fixe est convergé n’a quasiment aucune influence sur
la convergence du Newton global. En revanche, les nombreuses itérations de point fixe supplémentaires
inutiles sont trés préjudiciables pour le cotit de calcul total [Gomes Perini et al., 2014].

only 6 iterations
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FIGURE 2.16 — Convergence du Newton global (a gauche) en fonction du critere d’arrét des points fixes (a
droite). Soit (en pointillés noir) les points fixes sont poussés jusqu’'a convergence (critere de stagnation a
10~®) soit le nombre d’itérations est fixé 2 un nombre trés réduit (ici 6) quelque soit le niveau du critere de
stagnation.

Jusqu'’ici, tout est écrit du point de vue continu. Pour résoudre ce probleme, il faut une technique de
résolution approchée telle de la méthode des éléments finis par exemple, voir figure 2.17. A priori, les dis-
crétisations des problemes dans les différentes dimensions peuvent étre complétement indépendantes (en
type, en taille et en degrés).

Illustration. La méthode est illustrée avec les images d'un essai biaxial sur une éprouvette composite
carbone/carbone réalisé sur la machine ASTREE au LMT-Cachan [Périé et al., 2002]. Les deux composantes



3. Méthodes de séparation de variables - PGD 45

FIGURE 2.17 — A gauche, exemple de maillages unidimensionnels utilisés en CIN-PGD. A droite, les deux
composantes du champ de déplacement mesuré avec la méthode CIN-PGD avec les images d'un essai
biaxial sur une éprouvette en composite carbone/carbone.

du champ de déplacement mesuré par CIN-PGD sont présentées sur la figure 2.17. Ces champs sont les
mémes que ceux que I'on obtiendrait avec une méthode CIN-Q4 avec un maillage équivalent obtenu par
produit tensoriel des deux maillages unidimensionnels [Passieux and Périé, 2012]. Les reconstructions des
six premieres meilleures approximations de rang 1 sont reportées sur la figure 2.18. Elles correspondent aux

T
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FIGURE 2.18 - Six premieéres meilleures approximations de rang 1 issues des 6 premieres itérations du pro-
bléme de corrélation.

6 premieres itérations du probleme de corrélation. On peut y voir que les premiers modes sont plutdt basse
fréquence, tandis que les corrections d’ordre supérieur ont un contenu fréquentiel plus élevé.

Remarque. le choix que nous avons fait de ne faire qu'une seule approximation de rang 1 a chaque itéra-
tion du Newton, peut entrainer une augmentation «artificielle » du nombre d’itérations de Newton dans le cas
de champs de déplacement difficilement séparables. Dans [Passieux and Périé, 2012], un cas présentant une
discontinuité inclinée montre le nombre d’itérations augmente (88 itérations pour CIN-PGD contre 25 pour
CIN-Q4) par rapport a une approche EF classique. Cependant, la méthode est robuste puisqu’elle fournit une
solution tres proche de celles données par CIN-Q4. Nous avons remarqué en pratique que, dans certains cas,
cette approximation de rang faible, qui peut ralentir la convergence, pouvait avoir un caractere régularisant
dans les premieres itérations de la corrélation.



Chapitre 2. Réduction numérique de modéles

Efficacité numérique Pour évaluer I'efficacité de la . /
méthode CIN-PGD, une analyse a I'échelle pixel est
menée sur une paire d’'images synthétiques. La me-
sure est régularisée par une technique de type Tikho-
nov. On trace sur la figure 2.19, I'évolution du temps
de calcul en fonction de la taille du domaine d’étude
pour la méthode CIN-PGD (en noir) et la méthode

CIN-Q4 (en rouge). Méme si des itérations de point
fixe doivent étre résolues a chaque itération, le cout 0 e - ,
de calcul de CIN-PGD est bien plus faible que celui de 0 200 400 600
Number of one-pixel elements

CIN-Q4. Le gain est d’autant plus grand que la zone

d’étude est grande.
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FIGURE 2.19 — comparaison des temps de calculs
de CIN-Q4 et CIN-PGD

Incertitudes de mesure Toute méthode de mesure doit s’accompagner d'une caractérisation de sa qualité
métrologique et en particulier de sa résolution. Dans le cas de la mesure de champs, la définition de la réso-
lution de mesure est [Grédiac and Hild, 2012] «la variation de la grandeur mesurée qui produit une variation
égale a un écart-type du bruit de mesure ». La résolution dépend de beaucoup de choses parmi lesquelles,
le bruit capteur, I'algorithme d’interpolation sub-pixels, la taille associée a la discrétisation spatiale. En cor-
rélation d’images numériques, I'incertitude de mesure peut étre estimée par une analyse a priori a partir
d’images synthétiques [Roux and Hild, 2006, Bornert et al., 2009, Wang et al., 2009, Amiot et al., 2013]. Une
série d'images décalées d'une valeur comprise entre 0 et 1 pixel sont générées a partir d'une image de réfé-
rence. Des mesures sont réalisées entre I'image de référence et ces images translatées pour les différentes
valeurs du décalage et de taille des éléments. Sur la figure 2.20(gauche), on trace I’évolution du déplacement
moyen et de son écart type en fonction de la taille des éléments utilisés. La figure 2.20(droite) présente le
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FIGURE 2.20 — Comparaison des incertitudes de mesures par rapport a 'interpolation sub-pixels et au bruit
image pour CIN-Q4 (vert) et CIN-PGD (noir) sur un mouchetis synthétique de Perlin.

méme résultat dans le cas ou I'on simule, de plus, le bruit capteur en rajoutant a I'image synthétisée un
bruit blanc gaussien de moyenne nulle et d’écart type 1 niveau de gris. Les résultats classiques montrent
que le niveau du biais systématique ne dépend pas de la taille des éléments, ni vraiment du bruit capteur.
Enrevanche, ’écart type, qui caractérise la résolution de la mesure, dépend fortement du bruit et de la taille
des éléments. Quoi qu’il en soit, les performances métrologiques de la méthode CIN-PGD et celles de la
méthode CIN-Q4 sont les mémes, car basées sur la méme hypothese cinématique (pour peu que le nombre
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d’itérations en PGD soit suffisant).

Approche type domaine fictif pour les domaines non parallélépipédiques 1l est possible de faire une
analyse PGD sur un domaine non parallélépipédique en s’appuyant sur une séparation de la fonction in-
dicatrice du domaine d’étude [Gonzdlez et al., 2010]. Cependant, nous montrons que dans le cas de la CIN,
une approche plus simple consiste a développer une approche type domaine fictif qui consiste a n'inté-
grer la fonctionnelle de corrélation que dans le domaine d’étude. Ceci est simple dans notre cas puisque
nous avons choisi de ne pas séparer les images, comme expliqué plus haut. Il est ainsi possible de faire une
mesure sur une région d’intérét non parallélépipédique. C’est le cas, par exemple, de 'éprouvette trouée
de la figure 2.21. La figure 2.20(gauche) présente, en haut, un maillage éléments finis non-structuré mais

FIGURE 2.21 — Exemples de domaine Q2 non décomposé sous forme de produit tensoriel et quand méme
analysé avec la CIN-PGD. En haut a gauche, le maillage éléments fini compatible, en bas a gauche, le
maillage PGD non compatible. En haut a droite la composante verticale du déplacement PGD et la diffé-
rence avec le méme champ mesure par CIN-EF compatible.

compatible avec le trou central et, en bas, le maillage utilisé en CIN-PGD qui n’est pas compatible. Sur la
figure 2.20(droite), en haut, on trace la composante verticale du champ de déplacement issu de la mesure
CIN-PGD, ainsi que la différence, en bas, avec la mesure CIN-EF réalisée avec le maillage EF compatible.

Interpolations plus réguliéres et mesure de déformation Comme souligné dans le premier chapitre, des
fonctions a plus haut degré de régularité ont été utilisées dans la mesure CIN afin d’améliorer la qualité
des dérivées du déplacement, entre autres. Par exemple des bases de B-Splines ont été utilisées avec succes
pour la mesure de champs de déformation [Cheng et al., 2002, Elguedj et al., 2010]. Ces bases étant obte-
nues par produit tensoriel de B-Splines unidimensionnelles, il nous a donc semblé que la CIN-PGD était un
algorithme particulierement bien adapté a ce genre de fonction [Passieux et al., 2013a]

measured € 7 measured € T
0.02 0.02
0 0
N0 -0.02

FIGURE 2.22 — Comparaison des champs de glissement obtenus par CIN-PGD avec des fonctions d’interpo-
lation EF (a gauche) et NURBS (a droite).
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Extension a la Corrélation d’'Images Volumiques Cette méthode a également été étendue a la mesure
de champ de déplacement 3D a partir d'image volumiques [Gomes Perini et al., 2014] dans le cadre de la
these de Luis Gomes Perini [Gomes Perini, 2014]. Par exemple, la méthode est illustrée sur la figure 2.23
sur un essai de traction sur un os trabéculaire bovin, imagé en IRM. Cet essai a été initialement étudié

Res.
30

FIGURE 2.23 — Exemple de champ de déplacement mesuré dans une image IRM d’un os trabéculaire bovin.
(a gauche) le champ de déplacement uy, (au milieu) la carte de résidu r (x) et la carte de résidu seuillée qui
fait apparaitre I'effet des artefacts de reconstruction tomographique sur la mesure.

dans [Benoit et al., 2009]. Bien que la méthode soit simplement étendue a la mesure 3D, elle fait apparaitre
des gains en matiere de temps de calculs moins spectaculaires qu'en CIN-2D [Gomes Perini et al., 2014,
Passieux et al., 2015b]. Ceci s’explique par le grand nombre d’interpolation d’images qui finissent par étre
le point limitant dans le temps de calcul total.

Bilan Nous avons développé une méthode numérique efficace pour la résolution des problemes de me-
sure de champs de déplacement par corrélation d'images numériques éléments finis. Cette méthode pré-
sente les mémes propriétés métrologiques que la méthode CIN-QA4. Elle a été appliquée a de nombreux cas,
2D/3D, avec ou sans régularisation, avec des régions d’intérét parallélépipédiques ou non. Pour la discréti-
sation des problemes unidimensionnels, I'usage d’éléments finis, de B-Splines, ou de polyndmes d’Hermite
ont été étudiés. Comme évoqué plus haut, I'efficacité numérique, si elle est spectaculaire en 2D est moins
claire en 3D CIV. En effet, le gros du temps de calcul est consacré a l'interpolation des images et a leurs
manipulations dans le cas 3D. Ceci fait que les gains sur la résolution des systemes linéaires sont moins vi-
sibles. La question de 'accélération du traitement des manipulations d’images (interpolation/intégration)
reste ouverte. Des éléments de réponse en ce sens seront avancées au prochain chapitre.

Bien que les questions de régularisation mécanique et d’identification de propriétés mécaniques ne
soient traitées au chapitre 4, on peut d’ores et déja dire que la régularisation mécanique telle qu’écrite dans
[Réthoré, 2010, Leclerc et al., 2011] n’est pas applicable dans le contexte de la PGD. Cependant la régulari-
sation écrite dans [Réthoré et al., 2013] est tout a fait applicable dans ce contexte.

Une telle technique de séparation de variable avec minimisation alternée pourrait enfin étre appliquée
aux problémes spatio-temporels (dynamique transitoire, impact, dynamique vibratoire...). En effet, si on
reformule le probléme de corrélation de maniére globale sur I'intervalle de temps [0, T] [Besnard et al., 2011,
Besnard et al., 2012b]

T
urx )= argminf f (fx+ux, 1), —f(x,O))2 axdt 2.27)
0o Ja

dans lequel f est redéfinie comme une fonction de I'espace et du temps. On peut rechercher I'inconnue
comme le produit d'une fonction spatiale et d'une fonction temporelle. Lorsqu’on I’écrit, ceci se traduit par
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la résolution alternée de deux problemes tres simples et treés proche des opérateurs utiles a la corrélation
d’image « stationnaire ».
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Méthodes numériques multiéchelles
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Les problémes rencontrés en mécanique des structures font souvent apparaitre au moins deux échelles
tres différentes. Lutilisation a grande échelle de modeles ou de moyens expérimentaux considérant la
physique a I'échelle la plus petite est difficile compte tenu des moyens matériels. Dans ce cas, on s’ap-
puie sur des stratégies de calcul haute performance sachant tirer parti des ordinateurs a architecture pa-
rallele. 11 s’agit des méthodes de décomposition de domaine telles que les méthodes de Schwarz avec re-
couvrement [Lions, 1987, Lions, 1990]. Leur alternatives sans recouvrement consistent a résoudre le pro-
bleme condensé sur I'inconnue d’interface par un algorithme itératif de type Krylov. Les méthodes se dif-
férencient suivant que 'inconnue d’interface est primale [Mandel, 1993], duale [Farhat and Roux, 1991],
mixte [Roux, 2009] ou hybride [Gosselet and Rey, 2006]. Afin de leur conférer une meilleure extensibilité ces
méthodes font appel a différents niveaux de problemes [Ladevéze and Dureisseix, 2000, Farhat et al., 2001,
Ladeveze et al., 2001, Dohrmann, 2003] obtenant ainsi un caractere multiéchelle. Les méthodes multigrilles
globales ont pour objectif d’accélérer le solveur utilisé pour résoudre le probleme global a I'échelle la plus
fine [Brandt, 1984, Parsons and Hall, 1990]. Elles s’appuient également sur une hiérarchie de modeles phy-
siques ou algébriques.

Cependant, pour de nombreuses applications, des visions simplifiées, réduites ou grossieres sont suf-
fisantes pour décrire la solution a I'échelle globale, et on s’appuie sur des modeles détaillés seulement
dans des zones locales potentiellement critiques. En calcul de structures, I'idée la plus simple consiste
a faire une approche descendante (on parle de zoom structural), c’est-a-dire, a résoudre le probleme
grossier a grande échelle et se servir de la solution grossiere comme conditions aux limites pour le mo-
dele détaillé local. Le probléeme est qu’il n'y a pas de remontée d’informations locales a 1'échelle glo-
bale. Ces méthodes ne permettent donc pas de prendre en compte 'effet du détail local sur la redistri-
bution des efforts a I'échelle globale. Cette approximation peut conduire a des erreurs trés significatives
[Cresta et al., 2007, Gendre et al., 2009]. On constate donc un intérét grandissant pour les méthodes dites
multiéchelles, en ce sens qu’elles cherchent a traiter ce type de probleme grace a un réel couplage entre les
différents modeles aux différentes échelles. De nombreuses techniques d’analyse se basent sur la théorie de
Ihomogénéisation [Sanchez-Palencia, 1974, Devries et al., 1989, Fish and Belsky, 1995, Ghosh et al., 1995,
Fish et al., 1997, Temizer and Wriggers, 2007, Feyel and Chaboche, 2000, Yvonnet and He, 2007] qui consiste
a construire des modeéles analytiques ou numériques a I’échelle d'un volume élémentaire représentatif per-
mettant de définir un comportement macroscopique moyen.
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11 existe également des méthodes de correction locale dont le principe est d’enrichir une solution gros-
siere ué par une correction locale raffinée u = ué + du/. Les méthodes de patch [Glowinski et al., 2005,
Rezzonico et al., 2007, He et al., 2007] ou de zoom numérique [Lozinski and Pironneau, 2011] permettent
d’apporter une correction discrétisée sur un maillage local raffiné a une solution décrite sur le maillage
grossier. La méthode variationnelle multiéchelle (VMS [Hughes, 1995, Hughes et al., 1998]) est également
basée sur ce principe, mais ici, I'échelle fine est souvent associée a une connaissance analytique (fonc-
tions bulles s’annulant sur la frontiere des éléments, fonctions de Green... ) de la solution. Les mé-
thodes basées sur la partition de I'unité (PU-FEM [Melenk and Babuska, 1996], X-FEM [Moés et al., 1999],
G-FEM ([Strouboulis et al., 2001]) ont également pour principe d’ajouter a une solution grossiere, une
correction locale ou globale. La famille des méthodes dites "embedded discontinuity" [Ortiz et al., 1987,
de Borst et al., 2001, Alfaiate et al., 2003, Ibrahimbegovi¢ and Melnyk, 2007] permettent d’ajouter des fonc-
tions a l'interpolation éléments finis classique pour reproduire la discontinuité de la solution.

La famille des méthodes de substitution locale consiste a remplacer la solution globale par une so-
lution locale raffinée u = u8|ge Uu/|q,. Cette correction peut étre réalisée a I'intérieur de chaque élé-
ment fini. C’est le cas de la projection de Dirichlet hiérarchique [Zohdi et al., 1996, Oden et al., 1999,
Oden et al., 2006] avec, comme son nom l'indique, un raccord en déplacement au bord du domaine
fin, mais aussi de la méthode aux échelles fortement couplées [Ibrahimbegovi¢ and Markovic, 2003,
Markovi¢ and Ibrahimbegovi¢, 2004] avec un raccord assuré par une distribution de multiplicateurs de
Lagrange a l'intérieur de chaque élément grossier. L'intérét des méthodes de substitution par rapport
aux méthodes de correction réside dans le fait qu’elles permettent de coupler des modeles de nature
différente. La méthode Arlequin [Ben Dhia, 1998, Ben Dhia and Rateau, 2005, Ben Dhia and Jamond, 2010,
Guidault and Belytschko, 2007, Réthoré et al., 2010b, Réthoré et al., 2010c] s’appuie sur une partition re-
couvrante du domaine. La taille du recouvrement, la nature de la fonction de pondération de I'éner-
gie et le type de raccord sont des parameétres de la méthode. Le grand intérét de cette méthode est
qu’elle permet de raccorder des descriptions continues et particulaires [Guidault and Belytschko, 2009,
Aubertin et al., 2009, Ben Dhia et al., 2011, Prudhomme et al., 2012]. Bien que souvent résolu de maniere
monolithique, un solveur itératif inspiré des méthodes de décomposition de domaine peut étre em-
ployé pour sa résolution [Pebrel et al., 2008a, Ben Dhia et al., 2008]. La méthode Chimere [Steger, 1991,
Brezzi et al., 2001] est une méthode analogue utilisée en dynamique des fluides. Pour le couplage de mo-
deles de mécanique des milieux continus standard, il est recommandé d’utiliser une zone de recouvre-
ment de petite taille [Guidault and Belytschko, 2007]. Des méthodes sans recouvrement peuvent fournir
des solutions de qualité équivalente [Passieux et al., 2011], les parameétres du recouvrement en moins.
Cette derniére méthode s’inscrit dans le cadre du couplage local/global avec raccord intégral qui, lors-
qu’il est résolu par un algorithme itératif adapté, est tres peu intrusif [Whitcomb, 1991, Gendre et al., 2009,
Laborde and Lozinski, 2015][Passieux et al., 2013b, Duval et al., 2015] ce qui permet de résoudre les pro-
blemes grossiers et locaux avec des logiciels commerciaux comme Abaqus [Gendre et al., 2009] ou
Code_Aster [Duval et al., 2015]. Les méthodes multigrilles localisées font également partie de ces mé-
thodes de substitution locale [Gravouil and Combescure, 2001, Rannou et al., 2008][Passieux et al., 2011] et
peuvent elles aussi étre rendues non intrusives [Passieux et al., 2013b].

Ce chapitre se compose de trois parties. La section 1 sur les algorithmes multigrilles présente une tech-
nique multigrille localisée pour la rupture et une technique d’initialisation multigrille en mesure par CIN-
PGD. La section 2, quant a elle, s'intéresse aux méthodes locales/globales par substitution avec d'une part
un algorithme de couplage local/global non intrusif et d’autre part, une méthode de mesure CIN-EF champ
proche/champ lointain. Enfin, la derniére partie 3 présente des travaux sur le theme de la décomposition
de domaine, avec une méthode de décomposition de domaine non linéaire et non intrusive pour le calcul
et une méthode de décomposition de domaine duale pour la corrélation d'images éléments finis.
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1 Méthodes multigrilles

Les algorithmes multigrilles ont été initialement introduits en mécanique des fluides pour résoudre ef-
ficacement des problémes a grand nombre d’inconnues [Brandt, 1984] avant d’étre étendues au cadre du
calcul de structures par éléments finis dans [Parsons and Hall, 1990]. L'idée de base des algorithmes mul-
tigrilles est d’exploiter la propriété dite de lissage de la plupart des solveurs itératifs tels que Gauss Seidel,
Jacobi, mais également certains algorithmes de Krylov (Gradient conjugué, GMRES...), mais c’est aussi le cas
des solveurs de décomposition de domaine monoéchelle [Ladeveze, 1985a, Glowinski and Le Tallec, 1989,
Lions, 1990]. Cette propriété de lissage se caractérise par le fait que la partie haute fréquence de la solution
est obtenue au bout de quelques itérations seulement du solveur, tandis que les composantes basse fré-
quence nécessitent de tres nombreuses itérations supplémentaires. Parsons et Hall [Parsons and Hall, 1990]
proposent un exemple simple pour illustrer ce phénomene. On considére le probleme de la figure 3.1 d'un
milieu élastique 2D rectangulaire soumis a une charge ponctuelle. Pour résoudre ce probleme on utilise

% % % % % % % iteration 0

iteration 1 iteration 10

FIGURE 3.1 - Illustration de la propriété de lissage des solveurs itératifs avec l'exemple de
[Parsons and Hall, 1990]. Erreur vraie 1, — ;. a I'initialisation et aux itérations 1 et 10 d'un PCG.

un gradient conjugué préconditionné (PCG) par Jacobi (I'inverse de la diagonale). Aux itérations k =0, 1 et
10 du PCG, on affiche I'erreur vraie 1, — U, la solution de référence u, ayant été obtenue avec un sol-
veur direct. Le solveur étant initialisé a zéro, I'erreur initiale (pour k = 0) donne la solution de référence
du probléme u.,. On remarque que sous la charge ponctuelle, 'erreur initiale a un contenu tres « haute
fréquence » (i.e. 'erreur varie beaucoup d'un élément a I'autre), tandis que les variations de I’erreur dans
le reste du domaine sont beaucoup plus douces. A I'issue de la premiére itération du solveur, I'erreur au
niveau de la charge ponctuelle, sans étre beaucoup réduite, est rendue plus lisse (les variations sont atté-
nuées), tandis que dans le reste du domaine I’erreur reste inchangée. Méme au bout de 10 itérations, I’erreur
«basse fréquence » semble ne pas avoir changé.

En fait, s’agissant d'un algorithme ne faisant intervenir que des produits matrice vecteurs, I'informa-
tion du chargement ne peut, au plus, franchir qu'une couche d’éléments par itération. Au-dela de quelques
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itérations, tout I'effort va consister a déterminer la solution basse fréquence (la notion de basse fréquence
étant relative a la taille des éléments), pour lequel un maillage fin n’est pas adapté. Un maillage plus grossier
serait plus pertinent.

Remarque. On observe le méme phénomene avec les méthodes de décomposition de domaine dites « mo-
noéchelle » [Ladeveze, 1985a, Glowinski and Le Tallec, 1989, Lions, 1990] dans lesquelles, un sous-domaine
n'échange des données (primales ou duales) qu'avec ses voisins directs. Dans ce cas, l'information propage
d'un front de sous-domaine par itération seulement. Ces méthodes ne peuvent donc pas étre extensibles
puisque la vitesse de propagation de l'information dépend du nombre de sous-domaines. Nous verrons dans
la section 3 qu'un probléme grossier est introduit dans 'unique but de faire transiter une information réduite
mais pertinente a l'échelle de la structure pour limiter cet effet.

11 existe de nombreuses variantes d’algorithmes multigrilles, mais tous reposent, plus ou moins, sur les
trois principes suivants :

— lissage : la solution a courte longueur de variation est obtenue a 'aide de quelques itérations d'un

algorithme de lissage (en général entre 5 et 10 itérations quelque soit la taille du probléeme).

— restriction : le résidu lissé est transféré (a 'aide d'un opérateur de restriction R) sur une grille gros-

siere. Ce probleme grossier est résolu par un solveur direct.

— prolongement : la correction grossiéere basse fréquence est alors interpolée sur la grille fine (a I'aide

d’un opérateur de prolongement P) et sert a corriger la solution courante sur la grille fine.
Par exemple l'algorithme multigrille géométrique global CS (pour Correction Scheme) illustré sur la figure
3.2 fonctionne a partir de quatre étapes élémentaires : quelques itérations de lissage sont réalisées sur le
probléme de la grille fine K q = f (étape 1, @). On obtient une approximation courante q. Le résidu f— K q

W résolution directe

@ quelques itérations de lissage

FIGURE 3.2 — Schéma de principe du cycle en V de I'algorithme multigrille CS.

grossier est restreint a la grille grossiére (étape 2, ) pour former le probléme grossier K ¢ = R(f—Kq)
(K et g désignant respectivement 1'opérateur et la correction de I'inconnue associés  la grille grossiére). Ce
probléme est résolu (étape 3, W) et le prolongement de la correction de solution obtenue P q est utilisée pour
corriger I'approximation courante de la grille fine q — q + P q (étape 4, \). Cette opération peut introduire
des composantes hautes fréquence, c’est pourquoi on procéde a nouveau a un lissage (étape 1). Ce cycle
dit en V est répété jusqu’'a convergence. Si la résolution directe du probléme grossier est trop cofiteuse, on
peut faire appel a I'algorithme multigrille de fagon récursive. Ceci implique une hiérarchie de grille jusqu’a
ce que la taille du probleme sur la grille la plus grossiere soit suffisamment petite pour un solveur direct.
Plusieurs possibilités existent pour itérer a I'intérieur de cette hiérarchie de grille. Le plus simple consiste
a faire un cycle en V, c’est-a-dire de la grille la plus fine jusqu’a la plus grossiére et inversement. Suivant
la nature des modeles sur chaque grille, il peut s’avérer utile de faire des sous-cyclages intermédiaires, on
parle de W-cycles [Passieux et al., 2011].

Cet algorithme est dit géométrique dans la mesure ou il implique différents niveaux de discrétisation (ou
de finesse de maillage) d'un méme probleme ce qui conduit naturellement a ’assemblage de plusieurs opé-
rateurs associés a chaque grille. Dans ce cas 13, généralement, on s’arrange pour que d'une grille a I'autre,
le rapport des tailles des éléments finis soit de I'ordre de deux. Ce choix semble assurer une certaine opti-
malité par rapport au temps de calcul global [Lubrecht and Venner, 2000]. Les opérateurs de restriction et
de prolongement doivent vérifier des conditions de conservation. En particulier en calcul de structure, R et
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P sont construits de facon a ce que le travail des efforts intérieurs dans le déplacement soit conservé d'une
grille a 'autre. Ceci implique que R = P”. Ainsi seul 'opérateur de prolongement est construit. Avec des
grilles incompatibles, I'opérateur de prolongement peut étre simplement construit avec une technique de
type Mortar [Bernardi et al., 1994]. Bien que cette solution soit théoriquement correcte, elle n’est pas uti-
lisée en pratique car le cotit de calcul associé est rédhibitoire. Le plus souvent, on s’arrange pour que les
maillages soient imbriqués, de sorte que 'opérateur de prolongement soit explicite et local par élément
grossier [Rannou et al., 2007].

Par opposition a I'algorithme multigrille géométrique, I’algorithme multigrille algébrique fait intervenir
des opérateurs de restriction et de prolongement de synthese, c’est-a-dire qu'’ils sont construits de fagon al-
gébrique en fonction de la structure de I'opérateur fin K [Briggs, 1987]. Les opérateurs grossiers ne sont pas
issus de la discrétisation du probléme avec un maillage plus grossier, mais seulement obtenus par projec-
tion 4 1'aide des opérateurs de restriction et prolongement K = R K P. Dans le cas d'un probléme symétrique,
on choisit également que les opérateurs inter-grille vérifient R = P” pour conserver la symétrie.

On distingue encore des méthodes multigrilles globales des méthodes dites locales lorsque la grille fine
recouvre seulement partiellement la grille grossiere [Gravouil and Combescure, 2001, Rannou et al., 2008].
Bien que basée sur les mémes concepts que ceux énoncés précédemment, cette technique est, dans son
utilisation, assez différente. En effet, un algorithme multigrille localisé servira davantage a raffiner locale-
ment une solution grossiere qu’a accélérer la résolution d'un probléme de grande taille. Un cycle multigrille
localisé est composé des trois étapes suivantes [Rannou et al., 2008] :

— Le probleme grossier global qui s’écrit :

Kq! =f-PTKq" + K g" 3.1)

ot1 K1 est la matrice de rigidité du modele grossier global, dont seuls les éléments recouverts par le
modele fin local sont assemblés. Il permet de calculer la réaction de la partie fictive sur la partie réelle
dans le domaine grossier global. On rappelle que les termes avec un tilde, concernent le modele
global et ceux sans tilde, le modele fin. Comme dans I'algorithme multigrille classique, ce probléme
est résolu exactement.

— La solution du probléme local q* est corrigé par la prolongation de la correction grossiére :

q“ — g +P @ -gH (3.2)
— Cette correction est ensuite «lissée » par quelques itérations de lissage sur le probleme local suivant :
Kqg'=f avecq™r=Pg" I (3.3)

qui représente un probleme classique d’élasticité avec le déplacement grossier q imposé, au travers
de l'opérateur de prolongement, sur l'interface I' entre les deux modeéles.

1.1 Multigrille localisé pour la rupture

La propagation de fissure est 'exemple typique pour lequel des échelles trés différentes entrent en jeu
dans un méme probléme. Il y a d’abord I’échelle de la structure qui peut étre plusieurs ordres de grandeur
plus grande que cette de la fissure qui peut étre elle-méme tres grande devant celle de la singularité (et/ou
des non-linéarités) en pointe de fissure. Comme mentionné dans le chapitre précédent, la méthode X-FEM
est elle-méme une méthode multiéchelle avec enrichissement local qui permet de découpler davantage
encore les échelles puisqu’elle permet de gagner un ordre de grandeur sur la taille des éléments finis par
rapport a une méthode éléments finis standard a précision équivalente [Rannou et al., 2007]. Mais cette
méthode reste une méthode éléments finis qui nécessite un maillage suffisamment fin pour pouvoir décrire
correctement le déplacement au voisinage de la pointe de fissure. Afin de répondre a cette problématique,
la méthode X-FEM a été associée a une méthode de décomposition de domaine mixte multiéchelle dans
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[Guidault et al., 2008]. Le probleme grossier est adapté au cas particulier de la fissuration pour conserver
I'extensibilité de la méthode. La méthode a également été associée a la méthode G-FEM, ce qui en fait une
méthode de type Partition de I'Unité a deux niveaux [Kim et al., 2010, Pereira et al., 2012]. Un modele global
éléments finis standard est enrichi par G-FEM avec une solution locale raffinée et enrichie elle-méme avec
X-FEM. Dans la suite, nous nous intéressons a l'utilisation d’un algorithme multigrille dans le cadre de la
mécanique de la rupture.

Une premiere méthode a été proposée dans [Rannou et al., 2007] avec un algorithme multigrille glo-
bal géométrique de type CS. Puis il a été étendu au cadre d’'une méthode multigrille localisée dans
[Rannou et al., 2008]. 1l s’agit d'un algorithme localisé classique. Une attention particuliére doit cependant
étre accordée aux opérateurs inter-grille. Dans le cadre de maillages imbriqués et en présence d’enrichisse-
ments incompatibles, une méthode de construction explicite mais approchée des opérateurs est proposée
[Rannou et al., 2008]. Par ailleurs, il est montré qu'’il n’est pas forcément utile d’enrichir avec X-FEM toutes
les grilles. Plus précisément, seules les grilles dont la taille des éléments est inférieure a la taille de la fissure
sont enrichis par X-FEM. Il est montré de fagcon expérimentale que ce choix confére une certaine optimalité
par rapport au nombre total de cycles multigrilles pour atteindre la convergence.

Dans le chapitre 2, une méthode X-FEM avec extraction directe de facteurs d’intensité des contraintes
(FIC) a été présentée. Dans [Réthoré et al., 2010b][Passieux et al., 2011], il est montré que la finesse du
maillage éléments finis sous-jacent avait, comme toute méthode éléments fini, un effet sur la précision
de 'estimation des FIC. Ainsi il est utile de raffiner, au moins localement pres de la singularité le maillage
pour obtenir une solution précise. Deuxiemement, les séries de Williams, telles qu’elles sont écrites dans
ce manuscrit, sont valables pour une fissure droite. Méme s’il ne serait pas impossible d’écrire un déve-
loppement asymptotique pour une fissure de forme analytique simple, mais non droite, il nous parait plus
générique de conserver la description valable pour une fissure droite et d’adapter la taille du patch analy-
tique a I'échelle a laquelle cette hypothese est valable. C’est pour ces deux raisons que, se basant sur les
travaux de [Rannou et al., 2008], nous avons travaillé sur une version multigrille localisée de la méthode X-
FEM avec estimation des FIC pendant mon postdoc au LaMCoS [Passieux et al., 2011]. Celle-ci permet de
(1) raffiner le maillage EF au voisinage de la pointe et (2) permettre d’envisager des tailles de patch suffi-
samment petites pour que '’hypotheése « fissure droite » soit correcte.

La méthode s’appuie sur une hiérarchie de grilles FEM et X-FEM permettant de passer de ’échelle de
la structure (potentiellement FEM) a I'échelle de la fissure pour laquelle un modele X-FEM est approprié.
Pour coupler ces grilles, 'algorithme de Rannou et al. [Rannou et al., 2008] est utilisé. A cette hiérarchie de
grilles s’ajoute une derniere « grille » localisée analytique en pointe de fissure basée sur les séries de Williams
(décrites au chapitre précédent), voir figure 3.3. Un algorithme multigrille spécialisé est développé pour
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FIGURE 3.3 — Hiérarchie de grilles X-FEM et modéle analytique. Le modele équivalent correspond a la sub-
stitution de modeles les plus grossiers par les plus fins.

pouvoir coupler la derniére grille X-FEM et ce modele analytique en pointe de fissure. Cet algorithme est
proche de I'algorithme de couplage itératif local/global [Whitcomb, 1991]. Il consiste, partant du probleme
(3.22) (du chapitre 2), a séparer les problémes sur le domaine Qx et Qyy, puis a effectuer un prolongement
fictif du modele Qx dans la zone recouverte par Q. Finalement, il se compose des deux étapes suivantes
[Passieux et al., 2011, Passieux et al., 2013b] :
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1. Probléme sur la grille X-FEM la plus fine.

Kx g5 = fx - CEA* + Kyywak 3.4)
dans lequel Kx i est 'opérateur de rigidité du prolongement fictif recouvert par Qyy. Ici, ce pro-
bleme joue le role de probleme grossier. Dans le cas ol1 'on aurait qu'un seul modele X-FEM, il
serait donc résolu par un solveur direct. S’il existe un modele X-FEM plus grossier, alors seulement
quelques itérations de I'algorithme de lissage sont réalisées sur ce probléme.

2. Probleme sur le modele réduit analytique
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