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9es Journées d’Intelligence Artificielle Fondamentale

Présentation de la conférence

La plate-forme accueille les Journées d'Intelligence Artificielle Fondamentales (IAF), qui émanent d'une volonté d'ani-
mation initiée dans le cadre du theme Intelligence Artificielle Fondamentale de I'ancien GDR-13.

Les journées constituent un rendez-vous régulier de la communauté francaise d'Intelligence Artificielle Fondamentale.
Les thématiques de recherche sont relatives aux méthodes et outils fondamentaux de I'Intelligence Artificielle. Elles portent
sur :

— la définition de modéles de représentation des informations (croyances, connaissances, préférences, obligations et
permissions, actions, incertitude, confiance, réputation) comme les langages des logiques classiques ou non classiques,
les modeles possibilistes, les ontologies, les langages a base de contraintes, les représentations graphiques, etc.,

— la définition et I'automatisation de raisonnements sur ces informations : raisonnement spatio-temporel, dynamique
des informations, révision de croyances, fusion d'informations symboliques, raisonnement par argumentation, raison-
nement causal, raisonnement abductif, raisonnement a partir de cas etc.,

— la mise au point de méthodes de codage des informations et d'algorithmes de traitement efficaces : compilation de
connaissances, SAT, contraintes, ASP, etc.,

— la modélisation formelle de l'interaction : entre utilisateurs et systémes informatiques, entre entités informatiques
autonomes (agents), intégration de ces deux aspects dans les divers agents conversationnels, agents de recherche,
assistants personnels...

— pour des objectifs de décision, planification, ordonnancement, diagnostic, apprentissage et dans différents contextes
d’'application, comme par exemple le Web sémantique.

Ces journées seront composées a parts égales :
— d’exposés de syntheése,
— de communications sélectionnées par le comité de programme.

Conférencier Invité : Eyke Hiillermeier (Department of Compurt Science, Uni-
versity of Paderborn)
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Preferences in Artificial Intelligence and Machine Learning

Reasoning with preferences has gained increasing attention in the field of artificial intelligence (Al) in the recent years.
Amongst others, this interest has led to the emergence of preference learning as a new branch of machine learning. Roughly
speaking, preference learning refers to the development and analysis of methods for learning preference models from explicit
or implicit preference information, that is, models useful for explaining revealed and predicting future preferences. Starting
with a brief introduction to preferences in Al in general and machine learning in particular, this talk will focus on methods
and algorithms for ranking problems. These are (learning) problems in which preferences are represented in terms of a total
order over an underlying set of choice alternatives, where both the order relation and the choice set can be contextualized.
Based on different types of preference feedback, the goal of the learner is to induce a model that allows for predicting such
order relations in an accurate manner.
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Actes IAF 2015

A Logic of Knowledge and Strategies
with Imperfect Information*

Francesco Belardinelli

Laboratoire IBISC, Université d’Evry, France
belardinelli@ibisc.fr

Abstract

In this paper we put forward Epistemic Strategy
Logic (ESL), a logic of knowledge and strategies in con-
texts of imperfect information. ESL extends Strategy
Logic by adding modal operators for individual and col-
lective knowledge. This enhanced framework allows us
to represent explicitly and to reason about the knowledge
agents have of their own and other agents’ strategies.
We provide a semantics to ESL in terms of epistemic
concurrent game models, then illustrate the expressive
power of ESL as a specification language for games, both
of perfect and imperfect information. Notably, we show
that some fixed-point characterisations of operators for
strategic abilities, which normally fail in contexts of im-
perfect information, can be recovered in a controlled way
through the interplay of epistemic and strategy modali-
ties.

1 Introduction

In recent years logic-based formalisms for represent-
ing and reasoning about strategic abilities, both in-
dividual and coalitional, have been a thriving area of
research in Artificial Intelligence and Multi-agent Sys-
tem [4, 5, 12]. A diverse family of multi-modal log-
ics has been introduced to provide a formal account
of complex strategic reasoning and behaviours for in-
dividual agents and groups, including Alternating-
time Temporal Logic (ATL), Strategy Logic, Coali-
tion Logic to name just a few [2, 7, 26]. In parallel
with these developments, a well-established tradition
in knowledge representation focuses on extending for-
malisms for reactive systems with epistemic operators,
so as to reason about the systems’ evolution, as well

*This paper improves a previous version accepted for presen-
tation at the 8th Workshop on Logical Aspects of Multi-Agent
Systems (LAMAS2015).

as the knowledge agents have thereof [9]. Seminal con-
tributions on extensions of linear- and branching-time
temporal logics with agent-indexed epistemic modali-
ties date back to the '80s [13, 14]. Since then, these
investigations have matured into a solid body of works,
which is nowadays rightly regarded as a key contribu-
tion of formal methods to computer science [22], par-
ticularly when combined with verification techniques
[10, 19, 21].

By bringing together these two lines of research,
[28] introduced Alternating-time Temporal Epistemic
Logic (ATEL), an extension of ATL with epistemic op-
erators; thus paving the way for a wealth of contribu-
tions on sophisticated interactions between strategies
and knowledge. More directly related to the present
work, [3] and [15] put forward two variants of Epis-
temic Strategy Logic (ESL) with perfect knowledge,
by building on the (non-epistemic) Strategy Logics in
[7, 23]. These investigations are relevant from both
a purely theoretical perspective and an applied view-
point. Indeed, logics of time and knowledge have
been successfully deployed in the verification by model
checking of distributed and Multi-agent Systems as di-
verse as security protocols, UAVs, web services, and
e-commerce [6, 10, 21, 19].

In this paper we advance the state-of-the-art in Epis-
temic Strategy Logic by exploring the theoretical prop-
erties of ESL in contexts of imperfect information.
Specifically, we analyse and compare the expressive
power of ESL as a specification language for games,
both of perfect and imperfect information. It is well-
known that in logics of strategies the latter assumption
easily leads to higher complexity and even undecidabil-
ity of the satisfiability and model checking problems
[4, 5, 27]. This is due in part to the weaker seman-
tical properties of strategies under imperfect informa-
tion. In this paper we describe these features both
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syntactically and semantically, and show how some
fixed-point characterisations of operators for strategic
abilities, which normally fail in contexts of imperfect
information, can be partially recovered through the in-
teraction of epistemic and strategy modalities. These
results might point to the development of decision pro-
cedures for the cases in hand [11].

Related Work. The present contribution draws
inspiration from the extensive literature on logics of
strategic abilities, especially Strategy Logic (SL). This
formalism has been introduced in [7] for concurrent
game structures (CGS) with two-players. In [23] CGS
have been extended to a multi-player setting and bind
operators for strategies have been introduced in the
syntax. More recently, various notions of strategy
(e.g., behavioural [24, 25]) have been analysed within
SL. Hereafter we adopt multi-agent CGS in line with
[23]. However, by drawing on the Interpreted Systems
semantics for temporal epistemic logic [9], we provide
an agent-based semantics to ESL, in which agents have
possibly different actions and protocols, in contrast
with [23, 24, 25].

To the best of our knowledge, epistemic extensions
of SL have been recently considered in [3, 6, 15]; how-
ever always in contexts of perfect information. In par-
ticular, [6] describes MCMAS-SLK, a tool to model
check CGS against specifications in an epistemic ex-
tension of SL, containing also binding operators. We
extend the state-of-the-art w.r.t. [3, 6, 15] by analysing
ESL with imperfect information, which has not yet
been attempted. We will see that this endeavour re-
quires several syntactical and semantical innovations,
and it provides interesting new insight on the epistemic
dimension of strategies.

Besides Strategy Logic, the interaction between
knowledge and strategies has already been thoroughly
studied within ATL. The wealth of contributions on
the subject is testament to the interest and relevance
of the area, of which it is impossible to give an ex-
haustive overview. Hereafter we briefly consider the
works most directly related to the present contribu-
tion. The alternating-time temporal logic ATEL was
introduced in [28], and immediately imperfect infor-
mation variants were considered in [17], which put
forward alternating-time temporal observational logic
(ATOL) and ATEL-R*, as well as the key notion
of uniform strategy. Interestingly, [17] discusses the
distinction between de re and de dicto knowledge of
strategies, but a formal account is not developed ex-
plicitly. The same distinction will be considered later
on in the context of ESL with imperfect information.
Further, in [16] ATL is enriched with a constructive
notion of knowledge. As regards (non-epistemic) ATL,
more elaborate notions of strategy have also appeared:

[1] introduces commitment in strategies; while [18] de-
fines a notion of “feasible” strategy. In future work it
might be worth exploring to what extent, if any, the
theoretical results available for the various flavours of
ATEL transfer to ESL.

Scheme of the paper. In Section 2 we introduce
the epistemic concurrent game models (ECGM), which
are used in Section 3 to provide a semantics to Epis-
temic Strategy Logic (ESL). We show that ECGM are
suitable to model games in normal form, while prop-
erties such as the existence of Nash equilibria, and
knowledge thereof, can be specified in ESL. In Sec-
tion 4 we analyse ESL in contexts of imperfect infor-
mation. In particular, we show how some characterisa-
tions of SL operators can be recast by combining epis-
temic and strategy modalities. Finally, in Section 5
we discuss the results obtained and point to future re-
search. For reasons of space, only sketches of proofs
are provided.

2 Epistemic Concurrent Game Models

This section is devoted to introducing epistemic con-
current game models (ECGM) and related notions [3],
starting from the definition of agent.

Definition 1 (Agent) An agent is a tuple a =
(Ly, Actq, Pry) such that

o [, is the set of local states [,

’ .
A

o Act, is a finite set of actions og4,00,...;
e Pr,: L, 24¢ta js the protocol function.

An agent a can be thought of as situated in some
local state l, € L, that represents the information she
has access to, and as performing the actions in Act,
according to the protocol Pr, [9]. Differently from
[23], hereafter agents might have different actions and
protocols. Given a set Ag = {ao,...,a,} of agents, we
define the set G of global states s,s’,... (resp. the set
Act of joint actions o,0’,...) as the cartesian prod-
uct [T,ca, La (resp. [[,c 4, Acta). We now introduce
ECGM as the systems generated by the agents’ inter-
actions. In what follows we fix a set AP of atomic
propositions and denote the jth component of a tuple
t as t; or, equivalently, (7).

Definition 2 (ECGM) Given a set Ag =
{ag,...,an} of agents a = (L, Actq,

Pr,), an epistemic concurrent game model is a tuple
P = (Ag,I,1,m) such that

e [ C G is the set of initial global states sg;
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e 7:G X Act — G is the global transition function,
where 7(s,0) is defined iff 04 € Pro(l,) for every
a € Ag;

e m: AP — 29 s the interpretation function.

Intuitively, ECGM can be seen as an agent-based
variant of concurrent game structures [2, 28]. An
ECGM describes the evolution of a system from an
initial state so € I, according to the transition func-
tion 7.

We now introduce some notation to be used in the
following. The transition relation s — s’ on states
holds iff 7(s, o) = &' for some o € Act. A run X from a
state s, or s-run, is an infinite sequence s — s' — ...,
where s = 5. For n,m € N, with n < m, we define
A(n) = s™ and A[n,m] = s",s"T1 ... s™. Astate s’ is
reachable from s iff A(i) = ¢’ for some s-run A and i >
0. We define S as the set of states reachable from any
initial state sg € I. Further, let § be a placeholder for
arbitrary individual actions. Given a subset A C Ag of
agents, an A-action o4 is an |Agl|-tuple s.t. (i) o4(a) €
Act, for a € A, and (i) oca(b) =t for b ¢ A. Then,
Act 4 is the set of all A-actions and da(s) = {oa €
Acty | for every a € A 0, € Pry(l,)} is the set of all
A-actions enabled at s = (lg,...,l,). A joint action o
extends an A-action o4, or 04 C o, iff o(a) = oa(a)
for all a € A. The outcome out(s,c4) of action o4 at
state s is the set of all states s’ s.t. 7(s,0) = ' for some
joint action ¢ 3 o4. Finally, two global states s =
(loy...,lny and &' = (I},...,1) are indistinguishable
for agent a, or s ~, &, iff [, =1, [9]. Similarly, for a
set A of agents, s ~4 s iff [, = I/, for every a € A,
ie., (5,8) € Noca ~a-

To illustrate the modelling power of ECGM, we
show how a relevant class of games can be modelled
within this framework. We start with a game of per-
fect information to compare and contrast with imper-
fect information later on.

Example 1 Epistemic concurrent game models are
expressive enough to model games in normal form. As
an example, we consider the classic version of the pris-
oner’s dilemma [8], with players 1 and 2, who can ei-
ther cooperate (C) or defect (D), and payoff ordering
a > [ >~ >90d. This can be represented in normal
form as:

2
Cooperate | Defect
1 Cooperate 8, 6 0, a
Defect ) v,y

The prisoner’s dilemma can be modelled as an
ECGM by considering agents 1 = (Lq, Acty, Pr1) and
2 = (Lg,Acto, Pra) s.t. for a € {1,2}, (i) L, =

(%, %) (%, %) (%, %) (s, %)

Figure 1: The ECGM P,q for the prisoner’s dilemma.

{€asa, B,7,0}; (ii) Act, = {C,D,x*}; (iii) Prq(e,) =
{C,D} and Pr,(a)) = Pry(B8) = Pro(y) = Prq(6) =
{x}, where x represents the skip action. Also, for each
payoff p we consider an atomic proposition p,, which
intuitively expresses that the local state of agent a is
equal to the corresponding payoff. We then introduce
the ECGM Ppq = ({1,2}, {so}, 7, m) for the prisoner’s
dilemma, where (i) so = (€1, €2) s the initial state; (ii)
the transition function T is given as

o 7(s,(x,%)) = s, for every s different from s

and (ili) m(ps) = {s = (I1,12) | lo = p}. The ECGM
Ppa is depicted in Fig. 1. Notice that, for technical
purposes, we assume that at the end of the game the
agents loop on their final state.

3 Epistemic Strategy Logic

We now present an epistemic version of Strategy Logic,
as a specification language for ECGM. First, for every
set A C Ag of agents, we introduce a set Vars of
strategy variables x 4,2y, . ..

Definition 3 (ESL) For p € AP and A C Ag, the
ESL formulas ¢ are defined in BNF as follows:

¢ == pl=¢|o—=¢|Xo|oU¢|Da¢|Izagd

The language ESL extends the Strategy Logic in [7]
by adding the epistemic operator D4 for distributed
knowledge in the set A of agents. Equivalently, ESL
can be thought of as an epistemic extension of the
Strategy Logic in [23], modulo the binding operator.
The ESL formula Jx4¢ is read as “the agents in A
have a strategy to achieve ¢”. The interpretation of
LTL operators X and U is standard. Observe that
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epistemic formulas K,¢ for “agent a knows ¢”, can be
defined as D,y ¢. Similarly, we write 3z,¢ for (4,9,
i.e., “agent a has a strategy to achieve ¢”. The other
propositional connectives, LTL operators G and F,
and the universal strategy quantifier V can be defined
as standard. Also, notice that the nested-goal frag-
ment ESLING], the boolean-goal fragment ESL[BG],
and the one-goal fragment ESL[1G] can be introduced
in analogy to Strategy Logic [23]. Finally, the free vari-
ables fr(¢) C Ag of an ESL formula ¢ are inductively
defined as follows:

f?"( ) =0
fr(=¢) = fr(Dag) = fr(¢)
fr(¢ = ¢') = fr(é) U fr(¢')
fr(X¢) = fr(eUd") = Ag
fr(Frad) = fr(®)\ A

A sentence is an ESL formula ¢ with fr(¢) = 0.

We make use of ECGM to provide a semantics to
ESL formulas, starting with the notion of strategy.
We first consider the case of perfect information, as
it provides us with a term of comparison with con-
texts of imperfect information. We will elaborate on
their differences.

Definition 4 (Perfect Information Strategy)
Let v be an ordinal s.t. 1 < v < w and A C Ag
a set of agents. A ~-recall (perfect information)
A-strategy is a function fa[v] : Ujc,<, S" = Acta
s.t. fa[y](k) € da(last(k)) for every k € U<, <, S,
where last(k) is the last element of k.

Thus, a ~-recall A-strategy returns an enabled A-
action for every sequence of states of length at most
v (possibly infinite). For A = {a}, faly] can be seen
as a function from (J; ., ., S™ to Act, s.t. fa[y](k) €
Pry(last(k)(a)) for £ € U,<,<, S™. One key feature
of perfect information contexts — which fails for the
imperfect information semantics provided below — is
that, for every set A = {ag,...,an} of agents, fa[v]
is tantamount to fu,[v] X ... X fa,, [7], where for every
K € Uraney S™ (fao[¥] X oo X fa, [7])(k) is defined
as the set of actions o0 € Acty s.t. 0, = fol[7](x) if
a € A, and o, = f otherwise. Therefore, whenever
we assume perfect information, a group’s strategy is
really the composition of its members’ strategies; we
will observe that this is not always the case for imper-
fect information. Also, the outcome of strategy fa[7]
at state s, or out(s, fa[y]), is the set of all s-runs A
st MA@+ 1) € out(A (@), fa[y](A[4,])) for all 4 > 0 and
j = max(i — v+ 1,0). With an abuse of notation
we write s' € out(s, fa[y]) to indicate that s’ € A(%)
for some A € out(s, fa[v]) and i > 0. By varying v we
can define positional strategies (y = 1), strategies with
perfect recall (v = w), etc. [12]. However, these differ-
ent choices do not affect the following definitions and

- 10 -

results, so we assume that v is fixed and omit it, un-
less specified otherwise. Finally, given an Ag-strategy
f and an A-strategy g, let f_;‘ denote the Ag-strategy
s.t. for every x € U, <<, S™ [ (k) = 0 € Act, where
o4 = g(k) and 05 = f(k). Since |out(s, f)| = 1 for
any Ag-strategy f, in the following we simply write
A = out(s, f).

Definition 5 (Semantics of ESL) We define
whether an ECGM P satisfies a formula ¢ at state s
according to_context Vy,...,V, C S and Ag-strategy
f, or (P,s, V. /) E o, as follows (clauses for propo-
sitional connectives are straightforward and thus
omitted):

(P.s.V.f)Ep  iff s €n(p) )
(vav‘ivf) ):XTZ’ iﬁfOTAZOUt(Svf)’ (7’7>\(1)7V7f)|:1/}
(P,s,V, f) = »Uy iff for X = out(s, f) and some k > 0,
(P, AK),V, f) = ', and for every j,
0 < j <k implies (P,\(4),V, f) = 9
(P,s,V, f) = Datp iff for all s' € Va,

s' ~a s implies (P,s',V, f) =
(P, s, 17, f) E Jzav iff for some A-strategy g,
(P.s, V. ) E v

where Vi = (N, Va-

An ESL formula ¢ is true at state
s according to f, or (P,s,f) E ¢, if
(P7570ut(57f0)a"'aOUt(sﬂfn)7f) ): 2 it is true

at state s, or (P,s) E ¢, if (P,s, f) E ¢ for all Ag-
strategies f; it is true in P, or P |= ¢, if (P,s0) E ¢
for all so € I; and it is wvalid, or |= @, if ¢ is true
in every ECGM. We remark that the satisfaction of
formulas is independent from bound variables, that is,
if for every k € U1<n<vS strategies f and f’ return
the same fr(¢)-actions, i.e., (f(k))rg) = (f'(K))fr(e)s
then (P,s, f) E ¢ iff (P,s,f’) E ¢. In particular,
the satisfaction of sentences is independent from
strategies.

Hereafter we analyse the expressiveness of ESL.
First of all, notice that the satisfaction of epistemic for-
mulas depends on each set V, C S of alternative states.
Typically, in the literature each V, is taken as the set
S of accessible states [9, 21], as only these are consid-
ered as actual epistemic alternatives. An agent won’t
think possible to be situated in an unaccessible state
s € G\'S. However, by coherently developing this line
of reasoning, in each state s only the accessible states
in out(s, f,) may represent actual epistemic alterna-
tives for agent a. Hence, by Def. 5 (P, s, ) E Davyiff
for all accessible s" € N, A out(s, fa), 8 ~a s implies
(P, s, out(s, fo),. out( fn)s ) E ¢. That is, the
notion of knowledge defined on ECGM can be sum up
as indistinguishability given the current state of the
system and strategies. We also remark that according
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to Def. 5, the operator D4 is indeed an S5 modality,
and it satisfies all standard properties of distributed
knowledge [9, 22]. Moreover, it shows some nice fea-
tures when interacting with strategy modalities (see
Theorem 4 below).

By the discussion above and definition of fo, x ... X
fa.,, we can derive that variables for group strate-
gies are actually redundant in ESL with perfect in-
formation. Intuitively, there is a strategy for a group
A ={ap,...,an} of agents iff there are strategies for
each agent a € A. As a result, each formula Jz ¢
(resp. Vx 4¢) quantifying on strategy variable x 4, can
be rewritten as 3xq, ... IT,,, ¢ (resp. Vg, ... V24, @).
We state this fact formally.

Remark 1 For every ESL formula ¢ and A =
{a07°",am}7

E3rad < Jxg, ... Fxa,, @ (1)

We will see that this represents a major difference
w.r.t. contexts of imperfect information, where (1)
does not normally hold.

Example 2 It is well-known that ATL modalities are
expressible in (non-epistemic) Strategy Logic. Intu-
itively, an ATL formula {(A)¢ can be translated into
ESL as 3xaVx ¢, where, as discussed above, 34
is actually a shorthand for Iz, ...3x,, whenever
A={ag,...,am}, and A= Ag\ A.

As an example of the expressive power of ESL,
we consider the following equivalences, which pro-
vide fized-point characterisations of formulas 61 ::=
JxAVx ;Gp, 02 = JxaVziFo, and 03 ==
Fx V2 1(pU '), where ¢ and ¢’ are sentences:

': 91 d ¢ A Hl‘AVl‘AXel (2)
': 92 d QS \Y ELCL'AV{,CAXHQ (3)

0 < ¢ V(dATraVa ;1 X05) (4)

Formulas (2)-(4) are validities in the perfect infor-
mation semantics. However, we will see that this is no
longer the case in contexts of imperfect information.

Example 3 Strategy Logic is known to be expressive
enough to specify Nash equilibria [7, 23]. Specifically,
given the payoff ordering a > >~ > & of the pris-
oner’s dilemma in Example 1, we define the formula
UYng as follows:

2
Pne = N\ (YaXaa = Xaa)A
=1

a
(ﬂ3anaa A 3ya)(ﬁa — XBG.)/\

(mFyaXaa A =FyaXBa A WaXva = Xva)A
(mFyaXaa A "FyaXBa A 7FYa XYa A FYaXda — Xda))

where by the definition of ECGM Ppq, each atom p, €
{@a, BasVa,0a} is true at state s iff the local state of
agent a is equal to payoff p. Also, fr(¥ng) = {1,2}.
Then, we can check that for the prisoner’s dilemma
ECGM Ppa, (Ppa,so, f) = ¥nEe iff the strategy pro-
file f(so) is a Nash equilibrium. In general, given a
game in normal form with n players and payoff order-
ing o' > ... > of, we define the SL formula V¥ng
characterizing Nash equilibria as follows:

i—1

n k
NI AWAY ((/\ ﬁaana{;> Ay Xal — Xa;)
a=1i=1

j=1

Furthermore, the SL formula 3xa,YNE expresses
the existence of Nash equilibria. In particular, we can
check that for a € {1,2}, Ppq = Ko3z1322¢NE, that
is, each player knows that the prisoner’s dilemma ad-
mits Nash equilibria. More specifically, for a € {1,2},
Ppa | Fr13e K ¢¥nE, i.e., every agent knows what
the Nash equilibrium actually is for the game. By a
closer comparison of ESL formulas K,3xag¢NnE and
JragKohNE we can see that the former expresses de
dicto knowledge of strategies, while the latter asserts
knowledge de re: the players not only know that there
is some strategy that is a Nash equilibrium, but they
are actually capable of pointing it out. This is indeed
the case as we assume that our players are perfect ra-
tional reasoners, and the prisoner’s dilemma is a game
of perfect information. In the following section we will
see that in contexts of imperfect information it is not
always possible to infer knowledge de re from de dicto
knowledge.

4 ESL with Imperfect Information

In Section 3 we observed that the notion of satisfaction
provided in Def. 5 assumes that agents have perfect in-
formation about the state they are situated in. Specif-
ically, their strategies are determined by the system’s
global state. However, in many use cases of interest
agents might have access to only a partial view of the
system, as represented in their local state. Along this
line, we introduce an imperfect information semantics
for ESL, starting with some formal definitions. First,
two histories k,k’ € S™ are indistinguishable for a
set A of agents, or k ~4 k', iff for every m < n,
k(m) ~4 K'(m).

We adapt ideas in [17] to define a notion of strategy
suitable for contexts of imperfect information.

Definition 6 (Uniform Strategies) Let A C Ag be
a set of agents. A ~y-recall uniform A-strategy is a ~y-
recall A-strategy f4[vy] : U1<n<,y S™ +— Acty s.t. for all

- 11 -



IAF 2015 — A Logic of Knowledge and Strategies with Imperfect Information

histories k and k' in 8™, if k ~a K then fi[v](k) =

FADI(R).

In the case of a single agent a, a ~y-recall uni-
form a-strategy can be seen as a mapping fX[v] :
Uicney Lo = Acta st fi7](k) € Pro(last(r)) for
every k € Ulgngfy L7, That is, uniform strategies are
functions from sequences of local states, rather than
global states. This accounts for the “locality” of strate-
gies.

We can now introduce a corresponding notion of sat-
isfaction. In the literature on logics of strategic abili-
ties we can identify two main variants of the satisfac-
tion relation, depending on whether a strategy has to
be successful for all undistinguishable states. As re-
gards ATL, [27] assumes this to be the case, while [2]
relaxes this constraint. Both alternatives are analysed
in [17]. Hereafter we follow [2] and define a satisfac-
tion relation |=! for imperfect information. Then we
show how the relation =%, formalising the account
put forward in [27], can be represented in terms of =°.
Formally, for an ECGM P, an ESL formula ¢, a state
s, a context V C S, and a uniform Ag-strategy f, all
clauses for the relation ' (resp. %) are the same
as in Def. 5, but the interpretation of 3F-formulas is
restricted to uniform strategies as follows:

(P,s,V, f) =" 3wa¢ iff for some uniform A-strategy g,
B , (Ps,V, ) " ¢
(P,s,V, f) ES Jxa¢g iff for some uniform A-strategy g,
for all s € V, s’ ~4 s implies

(P, s'\V, [ Es ¢

It is apparent that the definition of =% has an epis-
temic flavour. Indeed, it has been shown that knowl-
edge operators are definable already in terms of ATL
modalities when the satisfaction relation Y is consid-
ered [5].

Next, we state a result on the relationship between
these two notions of satisfaction. First, consider the
translation function p : ESL — ESL defined as:

p(p) = p

ploxd') = p(¢)xp(¢)
p(b9) = bp(¢)
p(Frag) = FwaDap(9)

where x is any binary operator, while b is any unary
operator different from 3. Then, we can check that the
two notions of satisfaction for imperfect information
are related as described by the following lemma.

Lemma 1 For every ESL formula ¢,

(P.s.f)Es ¢ iff (P,s,f) E p(9)

-12 -
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Figure 2: The ECGM Q.

Sketch of Proof. The proof is by induction on
the structure of ¢. The case of interest is fop exis-
tential formulas. For ¢ = Jzav), (P,s,V, f) Yy ¢ iff
for some uniform A-strategy g, for all 8" € (,c4 Va,
s’ ~4 s implies (’Rs’,ﬁ,f&“) % 9. By induc-
tion hypothesis, (’P,s/,v,ff) =% p(3). Further, for
all s € MNyeuVa, 8 ~a s implies (P,s',V, f4)
P(@ iff (P,S, ‘77]‘1‘(34) ):z DAp(w)? iff (7)73"7’f) ):Z
JzaDap(V), ie., (P,s,V,f) E' p(¢). In particular,
the above holds for V = out(s, fo),...,out(s, fn). O

As a result, the strategy operator 3 interpreted ac-
cording to =% can be simulated in = by using epis-
temic modalities in a de re manner. Lemma 1 provides
one more example of the expressiveness of Epistemic
Strategy Logic.

Another noteworthy result is that formulas (2)-(4)
are no longer valid in the semantics of imperfect infor-
mation.

Lemma 2 For every ESL formula ¢,

K ¢ ATwaVr ;X0 — 0, (5)
%i oV H,TAVQTAXQQ — 09 (6)
l?éi d)’ V (¢ N E'.’EAV([AX&;}) — 93 (7)

Sketch of Proof. We illustrate the case for (6) by
considering the ECGM Q depicted in Fig. 2.

In this game player b chooses secretly between values
0 and 1. Then, at the successive stage, a also chooses
between 0 and 1. The game is won by a if the values
provided by the two players coincide, otherwise b wins.
To model this game as an ECGM we introduce agents
a = (Lg, Acty, Pr,) and b = (Ly, Acty, Pry) defined as

° La = {€a7>‘,07 1} and Lb = {6570’ ]‘}’
° Acta = ACtb = {07 1, *};

o Pry(eq) = Prq(0) = Pry(1) = {*} and Pr,(\) =
{0,1}; while Pry(e;) = {0,1}, Pry(0) =
Pry(1) = {}.
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Also, we consider the atomic proposition eq, which
intuitively expresses that the two bits in the global
state are defined and equal. We then introduce the
ECGM Q = ({a,b},{so}, T, 7) as

e 50 = (€4, €p) is the only initial state;

e the transition function 7 is given as follows for
i,7€{0,1}:

- T((eaveb)’ (*7i)) - ()‘al)
- T(()\,i), (.]7*)) = (]72)
- T((ihj)? (*7*)) = (Z’j)

e m(eq) = {s00,511}.

In Fig. 2 a dashed line stands for epistemic indistin-
guishability.

Now we check that Q@ F~ (3). Indeed, it is the
case that (Q,sxo,0ut(so, f), f) E! Jz,VayFeq when-
ever agent a does 0 at local state A, or g,(A) = 0. Also,
(Q, sa1,0ut(so, ]F), f) B! 3x,Vap Feq whenever a does
1 at \. Hence, (Q,so, f) E' Fz,Vrp X (3w, Vo, Feq).
However, it is not the case that (Q,so,f) E
dx,VryFeq if we only consider uniform strategies, as
agent a should perform different actions in states sy
and sy that she is not able to distinguish. O

Furthermore, we remark that in each state s €
{520, $x1} agent a has de dicto knowledge of a uniform
strategy to achieve Feq, that is, (Q, s, out(so, f), f) =
K,3x,VxpFeq. However, she has no de re knowl-
edge of such strategy, as it is the case that
(Q, s,0ut(so, ), f) K" Fw.K,Va,Feq. Hence, in
marked contrast with perfect information, in contexts
of imperfect information de dicto knowledge of strate-
gies does not imply knowledge de re in general.

Now observe that for the satisfaction relation i
the converse of (2)-(4) fail.

Lemma 3 For every ESL formula ¢,

[#fg 01 = ¢ NJzaVr X0, (8)
l#g 92 — ¢ \Y E'Z‘AVQL‘AXGQ (9)
b&g 03 — ¢/ V ((;5 AN HCL'AVCL'AXQ;),) (10)

Sketch of Proof. We provide a witness for (9)
by means of the ECGM Q' in Fig. 3(a). Formally,
we introduce agents o' = (Lg/, Actyr, Pry/) and b =
<Lb/7ACtb/,P7’b/> s.t. (Z) La/ = La and Lb/ = Lb; (Zl)
Acty = Act, and Acty = {x}; and (iii) Pro () =
{0,1}, and Pry/(A) = Prq/(0) = Prg/(1) = {*}; while
Pry(ey) = Pry(0) = Pry(1) = {*}. Then, the
ECGM Q' = ({a',b'},{s(}, 7/, 7’) is specified as (i)
sy = so = (€as€p); (i) the transition function 7/ is

defined as in Fig. 3(a); and (%) n’'(eq) = {s{o}. Also

in Fig. 3(a) a dashed line denotes epistemic indistin-
guishability.

We show that Q@ }£ (3). First, notice
that (Q, s, out(so, ), f) EL JzeVoyFeq by us-
ing the uniform strategy go s.t. ga(sj) = 0 and
ga(shy) = *. However, (Q',s’/\o,out(so,f),f) bl
Jx. VYV Feq, as there is no uniform a-strategy ¢’
s.t. (Q’,s&l,out(so,ﬂ,f;’) EL ViyFeq. Hence,
(Q',sf),f) l#fg E|l’a/V£L’b/X02. O

We now show that, differently from perfect infor-
mation and Remark 1, in contexts of imperfect infor-
mation an ESL formula 3z 4¢, for A = {ag,...,an},
is not equivalent to Jdag ... da;,¢. In particular, while
dag . ..3Jamed — Jrad is valid, as the existence of a
uniform strategy for each agent a € A implies the
existence of a uniform strategy for group A, the con-
verse does not hold. To see this, consider the modifica-
tion Q" of the ECGM Q above, depicted in Fig. 3(b),
which includes also an agent ¢, who has no strategic
power but complete information on the current state'.
Clearly, in si the group A = {a, c} of agents has a uni-
form A-strategy g to achieve Feq, that is, (Q, so, f) =
Az AVz,Feq for g(so) = (%, 4, %), g(sa0) = (0,1, %), and
g(sx1) = (1,4, ). However, agent a alone has no uni-
form strategy to achieve 3z Vi Feq in sj, as states
s, and s%; are still undistinguishable to a. Hence,
(Q, 50, f) ' 3w, 3w VapFeq). As a consequence, vari-
ables for group strategies cannot be dispensed with in
contexts of imperfect information.

Finally, we show the main result of this paper,
namely the fixed-point characterisations (2)-(4) of
strategy operators can be partially recovered in ESL.
Specifically, this result is achieved by combining epis-
temic and strategy modalities as stated in the follow-
ing theorem.

Theorem 4 Recall that 61 = FxaVxzG¢, Oy =
JraVa 1 F ¢, and 03 = FxsVe3(0U"). If we con-
sider positional strategies (y = 1), then

):iel I
Tz AVz s X (FzaVx 5(Gp A (Dab1 — JzaVa ;D AGe)))(11)
):ieg — PV
Tz AVz s X (FzaVa 1 (Fop A (Dabs — JzaVx 1 DA F¢)))(12)
Ei03 < ¢’ V(pA
FxaVa 1 X Bz aVz 5(dUP A (Dab3 — FzaVr 1D A0UP")))
(13)

Sketch of Proof. We briefly show (12), the proof
for the other cases is similar.

= We can prove that (P,s,f) = 6 = (m¢ —
Jx Va1 X05) as in Example 2. Further, (P,s, f) =

1We thank an anonymous reviewer at ECAI14 for pointing
out this model.
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1
Al
(1,%,%)

(13*7*) (07 *’ *)

(%, %) (%, %) (%, %)

(a) the ECGM Q'.

Dby — FxaVr;DaF¢ as we are using uniform
strategies.

= Suppose that (P,s, f) =
Fz A2 1 X 3z AV 1(Fd A (Daby — FzaVe ;DA F))),
that is, for some uniform A-strategy g, for all

AA

/ out(s, fo )
(P, A1), 0ut(s, ), f51) | FzaVas(Fe A (Dalby —
JxsVrgDAF¢)), e, for some uniform A-
strategy ¢/, for all uniform A-strategy h’' and
N o= out(\(1), fyi), (PN (D), out(s, f). friv)
Fo N (Daby — FzaVzzDaF¢). Now we have to
show that A-strategies g and ¢’ can be composed
so as to obtain a uniform A-strategy ¢’ witnessing
(P,s, f) F 3waVax 1F¢. To this end, we notice that
(PN (1), 0ut(s, f), fori) | Dable — JwaVazDaFo,
that is, for all ' € [,c40ut(s, fa), s ~a N(1)
implies (P,sﬂout(s,f’),fﬁ,’?,) E JzaVziFo —

JxaVx DA F¢, i.e., the strategy ff}’;:‘, to achieve F'¢
does not depend on the particular s" € (), 4, out(s, fa)

uniform A-strategy h and A =

s.t. 8" ~4 N(1) (since f;}:ﬁ is positional). As a conse-
quence, strategies g and ¢’ can actually be composed
into g” similarly as in Example 2, thus obtaining the
desired result. |

We remark that the conjunct D0, —
JxaVe 1D40(¢,¢') in the RHS of (11)-(13), for
O € {G,F,U}, guarantees that we can derive de
re knowledge of strategies from de dicto knowledge,
which in turn ensures the existence of uniform
strategies; hence ruling out counterexemples such
as the ECGM Q in Fig. 2. Observe that (11)-(13)
are not really fixed-points as 6-formulas appear
negatively on the RHS. Nonetheless, the interest of
validities such as (11)-(13) lies in the fact that similar
characterisations feature prominently in decision
procedures for the satisfiability and model checking
problems of temporal logics [11, 20]. We envisage
that (11)-(13) may play a similar role w.r.t ESL with
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sl (0,0, (0,0)) (1,0,(1,0)] sty st [0,1,(071)) (1,1,(1,1)) sy
v v v v

(%, %, %) (k) (6 %,%)

(b) the ECGM Q"

imperfect information. From a more philosophical
perspective, such equivalences shed light on the mean-
ing of strategies operators. For instance, according
to (12), a group A of agents has a (uniform) strategy
to eventually achieve ¢ (irrespectively of the other
agents’ behaviour) iff either ¢ holds or at the next
step they have a strategy g to eventually achieve ¢,
and know that if they can eventually achieve ¢, then
they can do so by playing g.

As a special case, for a single agent a we have the
following equivalences, where 0, ::= dz,Vr;Go, 05 ::=
Fz,Vaz Fé, and Og ::= Jz,Vagz (¢U') for a = Ag\ {a},
and distributed knowledge is replaced with individual
knowledge.

204 < ¢ A JxgVea X (FzaVea (G A (Kobs — FxoVea KaGo)))
Ei 05 <> ¢V IxgVra X (FxaVra(Fo A (Kobs — 3 Vea Ko Fo)))
Eif6 < ¢’ V(oA

Fz2oV2a X (FzaVza (@U@ A (Kabs — 3xa¥V2 KadU')))

We conclude by briefly discussing the modifications
necessary to extend Theorem 4 to strategies defined
on arbitrary . Without going into details, we just
remark that by defining the relation of indistinguisha-
bility on histories, it is possible to introduce a perfect
recall semantics for ESL, where the relation of satisfac-
tion is defined on histories, rather than single states.
Given this perfect recall version of the imperfect in-
formation semantics for ESL, we can prove Theorem 4
for arbitrary ~.

5 Conclusions

In this paper we analysed Epistemic Strategy Logic,
an extension of Strategy Logic [7, 23] with epistemic
operators for individuals and coalitions, in contexts of
imperfect information. We considered uniform strate-
gies within the semantics of epistemic concurrent game
models (ECGM), and investigated the modelling and
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expressive power of both ECGM and ESL. Specifi-
cally, we showed that a rich class of games can be
modelled as ECGM, while the existence of Nash equi-
libria and knowledge thereof can be specified in ESL.
We discussed some semantical features of Epistemic
Strategy Logic. We showed that imperfect informa-
tion allows to distinguish between de dicto and de re
knowledge of strategies, while these are equivalent in
contexts of perfect information. Notably, we proved
that characterisations of ATL operators — even though
not fixed-points — can be recovered in contexts of im-
perfect information through the interplay of epistemic
and strategy operators. These results might point to
future developments w.r.t. the satisfiability and model
checking problems.

A number of extensions of the proposed framework
are envisaged. Firstly, the nested-goal, boolean-goal,
and one-goal fragment of SL are known to have better
computational properties than full Strategy Logic [23].
It is likely that the corresponding fragments of ESL en-
joy similar qualities. Secondly, ESL can be extended
with further modalities for group knowledge, e.g. com-
mon knowledge, for enhanced expressiveness. Thirdly,
various assumptions can be imposed on ECGM, for
instance perfect recall, no learning, and synchronic-
ity. These extensions, while enhancing the modelling
power of ECGM, are also likely to increase their com-
putational complexity.

Acknowledgements: we would like to thank the
LAMAS reviewers for useful comments on a previous
version of the paper.
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Résumé

Les solveurs SAT sont des outils puissants pour ré-
soudre des problemes logiques de taille réelle, mais leur
utilisation nécessite des connaissances solides. Elle peut
&tre vue par rapport a la logique comme ['utilisation d’un
langage d'assemblage par rapport a la programmation.
Il manque un langage de haut niveau pour permettre a
des utilisateurs divers de tirer facilement profit de ces
outils. TouIST vise a combler cette lacune. Il est dé-
dié a la logique propositionnelle et ses principales fonc-
tions sont (1) d’offrir un langage logique de haut ni-
veau pour exprimer succictement des formules complexes
(par exemple des formules décrivant les regles du Su-
doku, des problemes de planification. . .) et (2) de trou-
ver des modeles a ces formules en utilisant un solveur
adéquat et performant, que I'utilisateur n'a pas besoin
de connaitre. |l consiste en une interface conviviale qui
propose plusieurs facilités syntaxiques et qui fait appel a
des solveurs suffisamment puissants pour permettre de
résoudre automatiquement de grandes instances de pro-
blemes difficiles (emplois du temps, Sudokus. .. ). Il peut
interagir avec différents démonstrateurs : solveurs SAT
pur mais également solveurs SMT (SAT modulo théo-
ries - comme la théorie linéaire sur les réels, etc). Il peut
donc étre utilisé aussi bien par des débutants pour des
problémes purement propositionnels, que par des étu-
diants de cycles supérieurs ou méme des chercheurs et
ingénieurs, par exemple pour résoudre des problemes de
planification impliquant de grands ensembles d'actions
et des contraintes numériques.

1 Historique

O. Gasquet et F. Maris enseignent a 1’Université
Paul Sabatier a Toulouse. Ils enseignent la logique a

différents niveaux, en démarrant des cours d’introduc-
tion a la logique propositionnelle, jusqu’a des sujets
avancés pour les étudiants en Master, comme la lo-
gique modale ou la planification basée sur la logique.
S. Ben Slimane, A. Comte, A. Heba, O. Lezaud et M.
Valais sont des étudiants en Master de la méme uni-
versité. Ils ont mis en oeuvre TouIST durant les trois
mois de leur projet de Master.

Motivation des étudiants

Au début des études de premier cycle, nous (ensei-
gnants) avons constaté que la motivation des étudiants
peut étre améliorée en leur montrant que la logique est
tres utile pour les informaticiens et que I'informatique
ne consite pas seulement a écrire du code C ou
Java. Classiquement, la logique est motivée par des
exemples abstraits ou, au mieux, par des exemples
ludiques. A un moment, nous avons pensé qu'il serait
préférable de leur montrer et pas seulement de leur
dire qu’avec un peu de connaissance, la logique peut
étre utilisée pour résoudre des problemes difficiles que
la taille empéche de résoudre facilement a la main ou
exigerait une programmation assez complexe en C ou
tout autre langage de programmation.

Genese de SATOULOUSE

Lors de la conférence ICTTL’2011, nous avions pré-
senté SATouLoUSE [2], dédié a la logique proposition-
nelle, dont les principales fonctions étaient (1) d’of-
frir un langage logique de haut niveau pour exprimer

- 17 -
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succictement des formules complexes et (2) de trouver
des modeles & ces formules en utilisant un solveur SAT
performant.

Bien stir, il existe de nombreux outils logiques
comme des prouveurs, assistants de preuves, éditeurs
de tables de vérité. . . sur Internet, méme PROLOG au-
rait pu étre utilisé, mais aucun ne correspond a nos
exigences qui sont :

— D’outil doit étre tres facile a installer et a utiliser,
sans syntaxe complexe ;
le prouveur peut étre utilisé comme une boite
noire sans savoir comment il fonctionne;
aucune mise en forme normale, aucun ordonnan-
cement de clauses, ou aucune coupure PROLOG
ne doivent étre requis;
seulement une petite connaissance en logique de-
vrait étre nécessaire.

Comme nous ne pouvions pas trouver un outil exis-
tant satisfaisant ces exigences, en 2010, nous avons
commencé a développer le notre, et nous sommes arri-
vés a l'idée de développer simplement une interface
qui permet d’utiliser trés confortablement un prou-
veur SAT (& savoir SAT4J [1]) : cet outil avait été
applelé SAToULOUSE et est décrit dans [2]. Avec cet
outil, les étudiants pouvaient expérimenter par eux-
méme qu’'un langage logique n’est pas seulement des-
criptif mais peut conduire a des calculs qui résolvent
des problemes de la vie réelle. En particulier, avec
SATOULOUSE, ils pouvaient résoudre des Sudokus as-
sez facilement, ainsi que beaucoup d’autres problemes
combinatoires (emplois du temps, coloration de carte,
circuits électroniques. .. ).

Voici les principales facilités qu’offraient SATou-
LOUSE :

— les formules entrées n’ont pas besoin d’étre sous
forme clausale et des connecteurs arbitraires
peuvent étre utilisés, la mise sous forme normale
est faite dynamiquement pendant la saisie au cla-
vier de 'utilisateur;

— des facilités d’utilisation de grandes conjonctions
ou disjonctions sont offertes comme dans :

AV AN A

1€{1..9} j€{1..9} ne{1..9} me{1..9},m#n

(Pijon = ~Pi,jm)

— démarrer le solveur consiste a cliquer sur un bou-
ton;
— Doutil affiche un modele dans la syntaxe de la
formule entrée.
Ainsi, il est possible de montrer la puissance de la lo-
gique propositionnelle a des étudiants qui ont été for-
més quelques heures a la formalisation de phrases en
logique et qui ont acquis les notions de bases de va-
lidité et satisfiabilité pour résoudre automatiquement
des Sudokus.

- 18 -

Travaux pratiques avec SATOULOUSE

Mais ce n’est pas toute I'histoire, puisque le méme
solveur SAT peut étre utilisé pour résoudre de nom-
breux autres problémes combinatoires aussi facile-
ment que pour le Sudoku : ils suffit juste de forma-
liser les contraintes. Nos étudiants sont invités a le
faire pour : des emplois du temps, des colorations de
cartes,. .. SATOULOUSE a été utilisé pendant trois ans
par environ 400 étudiants avec une grande satisfaction.
En particulier, les étudiants 'ont utilisé pour effectuer
des devoirs a long terme dans ’esprit de la program-
mation de projets : nous leur donnons un probléme lo-
gique & résoudre (trop gros pour étre résolu & la main),
ils doivent le formaliser et ensuite utiliser cette forma-
lisation pour le résoudre. Par exemple, un probleme de
stockage de produits chimiques qui doivent étre stockés
dans des salles identiques/contigiies/non-contigiies en
fonction de leur degré de compatibilité. Les étudiants
doivent résoudre un cas impliquant beaucoup de pro-
duits chimiques.

Limites de SATouLoUSE et geneése de TouIST

Mais pendant ces années, nous avons remarqué
quelques limitations dommageables de SATOULOUSE :
de nombreux bugs, des défauts dans linterface, le
manque de modularité (si Pon souhaite changer le
prouveur SAT utilisé), Pambiguité et les limites de son
langage, etc.

Par exemple, des problemes impliquant des
contraintes de cardinalité, comme les regles du jeu de
Takuzu ! qui nécessitent de compter des 0 et des 1, ne
peuvent étre facilement formalisés : il manque des fonc-
tionnalités permettant d’exprimer des choses comme
“exactement 5 parmi 10 propositions sont vraies”.

De plus, SATouLouUsE n’offre pas la possibilité de par-
courir I’ensemble des modeles fournis par le solveur, il
en retourne seulement un.

Les legons tirées de trois années d’utilisation de SA-
ToULOUSE sont que beaucoup de nos étudiants en in-
formatique ont clairement pris conscience que la lo-
gique avait des applications réelles en ce qui concerne
la résolution de problémes, et beaucoup d’entre-eux
ont acquis une capacité dans la formalisation de pro-
blemes. Mais les défauts de SATouLoOUSE rendent le dé-
bogage vraiment difficile, d’une part parce qu’'un seul
modele est affiché et en raison de la fagon dont ce mo-
dele est affiché, et d’autre part & cause des faibles ca-
pacités d’édition dont il dispose. En outre, seuls des
problémes combinatoires purs peuvent étre traités, ce
qui limite lourdement la prétention de résolution d’une

1. Connu aussi sous le nom de Binero.
http://fr.wikipedia.org/wiki/Takuzu
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large gamme de problemes par SATOULOUSE concernant
les problemes du monde réel.

Un autre inconvénient de SATOULOUSE, pas néces-
sairement lié a I’enseignement de la logique, est son
incapacité a étre utilisé a partir de la ligne de com-
mande : des chercheurs ou des ingénieurs qui souhai-
teraient l'utiliser intensivement trouveraient fastidieux
de taper des problemes en entrée.

Enfin, 'extension & des théories plus riches est égale-
ment quelque-chose qui peut intéresser les chercheurs,
les ingénieurs ou les étudiants de cycles supérieurs. SA-
TOULOUSE n’est certainement pas adapté pour la sa-
tisfiabilité modulo théories ou pour résoudre des pro-
blemes de planification alors que la méme architecture
logicielle pourrait étre utilisée en changeant juste le
solveur.

Il y a quelques mois, nous avons commencé a déve-
lopper un nouveau logiciel qui comblerait ces lacunes
et remplirait nos attentes. Nous I’avons appelé TouIST
qui signifie TOUlouse Integrated Satisfiability Tool et
doit étre prononcé “twist”. TouIST est bien sur a la
disposition du public pour téléchargement a partir du
site suivant :

https://github.com/olzd/touist/releases

Pour résumer, voici quelques fonctionnalités offertes

par TouIST et que SATOULOUSE ne propose pas :

— définition d’ensembles de domaines : A,;., vs.
/\ie{Paris,LondomRommMadrid}

— liaisons multiples sur les indices : A;c 4 jep Vs.
Nie... /\je~~

— calculs riches sur les indices ainsi que sur les en-
sembles de domaines : A\,c 4y pne))

— primitives de contraintes de cardinalité inté-
grées : “auMoins” (resp. “auPlus”, “exactement”)
tant de valeurs sont vraies parmi ces valeurs

— les prédicats peuvent également étre des va-
riables définies sur des ensembles de domaines :
/\Xe{A,B},iE{l,Q} X (i) vs. /\ie{1,2}(A(i) A B(i))

— littéraux spéciaux définissant des contraintes
entre nombres entiers ou réels : (z 4+ y < 2)

— parcours facile des modeles successivement cal-
culés par les solveurs

— expressions régulieres permettant un filtrage des
littéraux pertinents

— possibilité d’utiliser le logiciel en ligne de com-
mande et/ou batch

— nombreuses fonctionnalités d’édition et amélio-
rations

2  Vue d’ensemble de TouIST

ToulIST est composé de trois modules, mais 1'utili-
sateur standard ne verra que I’'un d’entre eux : l'inter-

face. Dans la suite nous insistons principalement sur
cette derniere plutot que sur le traducteur et le solveur.
L’architecture globale est illustrée par la figure 1 :

ToulST architecture

Formulas and sets
Call to solver

FIGURE 1 — Architecture de ToulST

Avec TouIST on accéde a un éditeur puissant et
convivial pour éditer des formules logiques complexes
et des contraintes variées comme :

N (P — Qi)

ie{1..9}

qui abrege confortablement :
(P1 — Qz) A (Pg — Qg) VAN (Pg — Qlo).

Une fois qu'un ensemble de formules a été donné a
I'interface, sa satisfiabilité peut étre vérifiée : l'inter-
face peut l'envoyer au prouveur qui retourne un mo-
dele, affiché comme le montre la figure 2 si un tel mo-
dele existe. Ensuite par 'intermédiaire de l'interface,
l'utilisateur peut par exemple demander d’autres mo-
deles (bouton “Next” de 'interface). Contrairement a
SATOULOUSE qui aurait nécessité de modifier les for-
mules pour interdire le modele et de relancer le solveur,
TouIST conserve une instance du solveur en attente, ce
qui permet d’obtenir les modeles suivants bien plus ra-
pidement.

eo0e Touist (english)
File language Help

Results M true ™ false [ Return |

Name Value
cG) False
B(3) False
AG) False
c@2) False
c) False
B(2) False
A@) False
B(1) False
A1) False

FIGURE 2 — Affichage de modele

Les modeles renvoyés par le solveur sont totaux :
une valeur est affectée a chacune des variables appa-
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raissant dans les formules envoyées au solveur. L’uti-
lisateur peut sélectionner uniquement les propositions
vraies ou les propositions fausses. Il peut également
sélectionner des sous-ensembles de variables en tapant
une expression réguliere pour les filtrer.

3 Détail de ce qui peut étre fait avec
TouIST

3.1 Ensembles de domaines

Avec le temps, nous avons remarqué que nous avions
souvent besoin d’écrire des choses comme :

AN A

i€{1..9} je{1..9y me{A,B,C,D,E,F,G,H,I}

Pi,j,m — /\ _\Pi

n€{A,B,C,D,E,F,G,H,I}|m#n

WAL

Si on lit P; ;. comme “il y a la lettre m dans la case
(4,7)” d’une grille 9 x 9, la formule ci-dessus exprime
qu’il y a au plus une lettre parmi ‘A’ ... ‘I’ dans chaque
case.

Ces ensembles {1..9} et {A,B,C,D,E,F,G,H, I}
sont des ensembles de domaines, et avec TouIST 'uti-
lisateur peut définir autant d’ensembles de domaines
qu’il le souhaite, par exemple :

$N=[1..9]
$L=[A,B,C,D,E,F,G,H,I]

et ainsi écrire la formule précédente comme :

AN N Pom— A

i€N jEN meL neL|m#n

“Pijn

De plus, les opérations usuelles sur les ensembles (U,
N, \, ...) peuvent étre utilisées pour définir d’autres
ensembles.

3.2 Formules propositionelles

Les formules de TouIST sont basées sur des va-
riables propositionnelles (qui peuvent étre indicées) et
les opérateurs logiques usuels (A, V, —, =, »). Ainsi
on peut taper des formules usuelles simples comme
Pluie — Nuages. Mais en plus, nous fournissons
des opérateurs logiques de haut niveau qui permettent
d’exprimer des assertions complexes dans une forme
trés compacte.

Conjonctions et disjonctions généralisées

Elles permettent d’exprimer des conjonctions et des
disjonctions sur des formules contenant des parametres
qui varient, par exemple :

- 20 -

— Nien P, ot N est 'ensemble de domaine défini
précédemment.
Elle représente la conjonction Py A Py A ... A Py.
— Vier bi-
Bien sir, ces opérateurs peuvent étre imbriqués
comme dans :

ANV P

i€EN jEN meL

qui indique que dans chaque cellule se trouve au
moins une lettre.

Contraintes de cardinalité

C’était I'un des sujets “laissé pour le futur” de [2].
Ces opérateurs logiques moins classiques sont dispo-
nibles dans TouIST : il permettent de réduire drasti-
quement la taille de certaines formules, ce sont : <, >
et #.

L’exemple suivant décrit leur signification :
— g?e ~ P représente “pour au plus deux valeurs de
i € N P(i) est vraie”;

— >2_\ P représente “pour au moins deux valeurs

de i € N P(i) est vraie”;

— #?e ~Pi représente “pour exactement deux va-

leurs de ¢ € N P(i) est vraie”.

La disjonction généralisée est en fait un cas particulier
de ceci (au moins une est vraie), la conjonction aussi
(au plus 0 est fausse), et le ou exclusif peut étre vu
comme exactement une parmi deux est vraie.

Rappelons qu’avec des opérateurs logiques classiques
et avec N contenant 9 éléments, <i. y P; devrait néces-
siter une formule contenant 84 propositions P; puisque
cela revient a choisir 3 parmi 9 ce qui donne (2) pos-
sibilités, et ni A ni \/ n’aideraient beaucoup.

Contraintes et calculs sur des indices

Souvent nous avons besoin d’ajouter des contraintes
sur les indices, par exemple :

AVARRLE

i€E jeE|i#]

qui signifie que P; ; est vraie lorsque ¢ # j.

C’était la seule contrainte disponible dans SATou-
LOUSE, maintenant dans TouIST la gamme de possibi-
lités a été largement enrichie. Les contraintes peuvent
inclure des opérateurs usuels de comparaison comme
<, >, <, >, #, = et ces comparaisons peuvent s’ap-
pliquer non seulement aux indices, mais aussi a toute
expression arithmétique impliquant des indices et +,

—, %, /, mod ,/ .
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Exprimer une phrase comme “chaque case (i,7)
contient un nombre qui n’est pas égal a i + j” don-

AN Y

i€N jEN kEN|k#i+j

Pijk

Bien sur, toutes ces phrases pourraient étre expri-
mées avec les opérateurs logiques usuels bruts, mais
ceci serait un travail fastidieux. Néanmoins, les étu-
diants doivent savoir ce qui est derriere la scene, et
qu’une telle formule est 'abréviation de quelque chose
comme :

PiiaVPi13VPiia...PiaiVPioaVPiasV...

qui est tres long et terne.

3.3 Aspects techniques
Langage d’entrée vs Langage d’affichage

Les formules que nous avons vues précédemment
sont écrites dans le langage d’affichage (style BTEX),
mais tous ces symboles ne sont pas disponibles sur
les claviers, ainsi pour écrire les formules et ensembles
de domaines, I'utilisateur utilisera le langage d’entrée.
Par exemple, la formule précédente avec ’ensemble as-
socié N sera tapée (les variables sont préfixées par §) :

bigand $i,$j in $N,$N:
bigor $k in $N when $k != $i+$j:
P($1i,%],%k)
end
end

Mais TouIST les affiche immédiatement en style I¥TEX
comme on peut le voir dans le panneau droit montré
sur la figure 3. La définition de ’ensemble N est faite
dans l'onglet “Ensembles”.

En outre, les formules peuvent étre tapées a la main
dans la fenétre d’édition, ou introduites dans une sorte
d’éditeur dirigé par la syntaxe, en raffinant progressi-
vement ’arbre syntaxique, ou encore elles peuvent étre
importées a partir d’un fichier externe.

4 Sujets avancés pour les étudiants de
cycles supérieurs

Dans ce qui suit, nous présentons tres succictement
quelques fonctionnalités avancées de TouIST. Elles de-
vraient intéresser les étudiants de cycles supérieurs et
leurs enseignants bien sir. Elles concernent SMT (SAT
Modulo Theories), la planification par satisfaction de
base de clauses (planification SAT) et leur combinai-
son la planification SMT.

4.1 SMT : SAT Modulo Theories

Certains problemes combinatoires nécessitent néan-
moins de traiter des calculs sur les nombre naturels ou
réels. Ceci peut étre fait en utilisant seulement la lo-
gique propositionnelle (par exemple, 243 = 5 pourrait
étre codé par adds 3 5), mais c’est treés inconfortable &
moins qu’il n’y ait que quelques additions & faire. Ne
parlons méme pas des opérations de multiplication ou
plus complexes. L’idée derriere la genese de SMT a été
de combiner des solveurs SAT avec un solveur arithmé-
tique dans le but d’améliorer le traitement de la partie
arithmétique du raisonnement. Dans de nombreux cas,
ceci n’améliorera pas seulement 'efficacité du solveur,
mais permettra aussi d’exprimer les contraintes arith-
métiques des problemes d’une maniere radicalement
plus compacte.

Pensez au jeu de Kamayji2 ot le joueur doit grouper
des nombres adjacents dans une grille de sorte que leur
somme soit égale a un nombre fixe. Résoudre le jeu
nécessite essentiellement un raisonnement logique mais
a aussi besoin d’un peu d’arithmétique (addition).

Si @;; pour chaque case (i,j) est un entier et
G(i, 7,1, k) représente le fait que les cases (i,7) a (4, k)
de la ligne 7 forment un groupe, la contrainte de somme
pourrait étre exprimée par :

Z Tim = N

mekE

ou N est le nombre fixe et F est {j,j+1,...,k}. La
logique propositionnelle pure n’est certainement pas
adaptée pour de telles phrases!

4.2 ToulIST pour la planification classique SAT

En Intelligence Artificielle, la planification est un
processus cognitif qui consiste & générer automatique-
ment, au travers d’'une procédure formelle, un résul-
tat articulé sous la forme d’un systeme de décision
intégré appelé plan. Le plan est généralement sous la
forme d’une collection organisée d’actions et il doit
permettre a l'univers d’évoluer de I’état initial a un
état qui satisfait le but. Dans le cadre classique, le plus
restrictif, on considere les actions comme des transi-
tions instantanées sans prendre en compte le temps.

La planification par satisfaction de base de clauses
(planification SAT) a été introduite avec le planifica-
teur SATPLAN [4]. Dans cette approche, on travaille
directement sur un ensemble fini de variables proposi-
tionnelles. Deux actions identiques pouvant apparaitre
a des endroits différents d’un méme plan doivent pou-
voir étre différenciées et on leur associe donc des propo-
sitions différentes. Comme on ne connait pas a ’avance

2. http://fr.wikipedia.org/wiki/Kamaji
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Touist (english)

CFormules IE

Language Help

Solver |

Insert bigand $i in $a,$j in $a:
bigand $k in $a when $k<$i+$j:
A(5$i) and B($i)
end
end

Section 1 v

$a A $b
$a v $b
=
A A($i) A B(Si)

$ic$a

UBAWN R

Section 2 > |

A A A($i) A B(Si)
$i€8a,9j€%a  $keSa
Sk<$i+9;)

2:26

Import | Test | SAT ¢

FIGURE 3 — Affichage en style IXTEX

la longueur d’un plan solution d’un probleme, on ne
peut pas créer un codage unique permettant de le ré-
soudre puisqu’il faudrait créer une infinité de variables
propositionnelles pour représenter toutes les actions de
tous les plans possibles. La solution la plus commune
consiste alors a créer un codage représentant tous les
plans d’une longueur k fixée. La base de clause ainsi
obtenue est donnée en entrée a un solveur SAT qui
retourne, lorsqu’il existe, un modele de cette base. Le
décodage de ce modele permet alors d’obtenir un plan-
solution. Si la résolution du codage ne donne pas de
modele, la valeur de k est augmentée et le processus
réitéré. Pour la complétude du procédé, tous ces mo-
deles doivent correspondre exactement a tous les plans
solutions d’une longueur fixée du probléeme.

Une différence importante de TouIST en comparai-
son avec SATOULOUSE est sa capacité a prendre en
compte & la fois des formules logiques et ensembles
de domaines. Par exemple, si 'on veut résoudre un
probléme de planification particulier, SATOULOUSE est
facile a utiliser pour décrire le probléeme et le résoudre
via un solveur SAT. Mais si notre objectif est de ré-
soudre plusieurs problémes de planification génériques,
nous pouvons profiter de la flexibilité de TouIST qui
permet a l'utilisateur de décrire une méthode géné-
rique de résolution avec des regles encodées comme
formules et d’utiliser des ensembles de domaines pour
décrire chaque probleme de planification particulier.
De nombreuses regles de codage pour la résolution
de problemes de planification ont déja été proposées
[4, 5, 7]. Comme exemple d’une telle régle nous don-
nons ci-aprés un codage des frame-axioms. Si un fait
est faux a une étape ¢ — 1 d’un plan solution et de-
vient vrai a I’étape i, alors la disjonction des actions
qui peuvent établir le fait a I’étape 7 du plan est vraie.
C’est a dire, au moins une action qui établit le fait doit
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avoir été appliquée.

A A

i€{l..longueur_plan} fE€Faits

(=) A FQE) = V a(i)

a€Actions/fEEf fets(a)

4.3 ToulST pour la planification temporelle SMT

Pour résoudre des problemes de planification réels,
I'une des principales difficultés & surmonter consiste
a prendre en compte la dimension temporelle. En ef-
fet, de nombreux problemes du monde réel nécessitent,
pour étre résolus ou exécutés plus efficacement, la
prise en compte de la durée des actions, des instants
auxquels des évenements se produisent, ou encore la
concurrence d’actions.

En complément de SAT, notre nouvelle plateforme
TouIST est capable de gérer des théories comme la
différence logique ou larithmétique linéaire sur les
nombres entiers (QF_IDL, QF_LIA) ou les nombres
réels (QF_RDL, QF_LRA), et d’appeler un solveur
SMT pour trouver une solution. Pour étre résolus, les
problémes de planification temporelle issus du monde
réel nécessitent une représentation continue du temps,
et donc, I'utilisation de nombres réels dans les codages
logiques. TouIST peut étre utilisé pour résoudre de tels
probléemes impliquant des actions avec durée, des éve-
nements exogenes et des buts temporellement étendus,
par exemple avec les régles de codage proposées dans
[6]. Nous donnons ci-aprés un codage des exclusions
mutuelles temporelles d’actions. Si deux actions a et b
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produisant respectivement une proposition p et sa né-
gation sont actives dans le plan (a A b est vrai), alors
lintervalle de temps [7(a |— p),7(a —| p)] corres-
pondant a D’activation de p, et I'intervalle de temps
[7(b |= —p), 7(b —| —p)] correspondant & Pactivation
de —p sont disjoints. Dans ce cas, il faut ajouter une
disjonction pour imposer que la fin de I'un de ces in-
tervalles soit strictement avant le début de ’autre.

A A N

a€Actions b Actions feFaits|fEE f fets(a)A=fEEf fets(b)

(r(b 51 =f) < 7la = 1))
(“‘“) = <v<7<a S ) <ol ﬁf))>>

5 Conclusion

A notre connaissance, il n’existe pas d’autre outil qui
cible un public aussi large, ni la méme grande classe
de problemes, ni avec le méme confort d’utilisation.
La plupart des outils pédagogiques existants (soit I'im-
plémentation de tables de vérité ou tableaux séman-
tiques) qui pourraient faire le travail de recherche d’un
modele ne peuvent pas gérer efficacement de gros pro-
bemes, et de vrais outils capables de les traiter ne sont
cetainement pas congus pour étre utilisés par des dé-
butants en logique, et méme pas par la plupart des étu-
diants de cycles supérieurs. Des outils avancés congus
pour des sujets d’études supérieures, comme Mozart
[8] ou Alloy [3] ont une courbe d’apprentissage raide
qui peut dissuader les débutants et les utilisateurs non-
spécialistes.

Nous croyons que TouIST sera utile pour les débu-
tants en logique ainsi que pour les utilisateurs avancés
grace & sa grande gamme d’applications et sa facilité
d’utilisation.
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Résumé

Le contexte est celui du partage d’'un ensemble d'ob-
jets indivisibles entre plusieurs agents ayant des pré-
férences numériques additives sur les objets. Dans ce
contexte, le partage par séquence de choix sinceres joue
un rdle naturel et remarquable. Ce protocole consiste
a donner la main successivement a chaque agent dans
I'ordre défini par la séquence, chacun a son tour choisis-
sant son objet préféré parmi les objets restants.

Nous caractérisons d'une part les allocations séquen-
cables (i.e. pouvant étre obtenues par séquence de choix
sinceres), et d'autre part les instances pour lesquelles
toute allocation est séquencable.

Nous montrons ensuite que toute allocation Pareto-
optimale est séquencable mais que l|'inverse n'est pas
vrai. D’ou I'existence d'une « échelle d'efficacité » com-
portant trois paliers : Pareto-optimalité, séquencabilité
sans Pareto-optimalité, et non séquencabilité.

Nous montrons également qu'il existe des alloca-
tions sans envie non séquencables, mais que toute alloca-
tion de type Competitive Equilibrium with Equal Income
(CEEI) [13, 7] est séquencable.

Abstract

We investigate fair division of indivisible goods,
where the agents have numerical additive preferences
on the objects. Using a sincere picking sequence is a
natural and remarkable way to allocate the objects in
this context. The idea is the following : at each stage,
a designated agent chooses an object among those that
remain available.

In this paper, we characterize sequenceable alloca-
tions, and the instances for which each allocation is
sequenceable. Then we show that each Pareto-optimal
allocation is sequenceable, but that, rather surprisin-
gly, the converse is not true. It leads to the defini-
tion a “scale of efficiency” having three steps : Pareto-
optimality, sequenceability without Pareto-optimality,
and non-sequenceability.

michel.lemaitre.310gmail.com

We also show that an allocation can be non-
sequenceable but envy-free. However, every Competitive
Equilibrium with Equal Income [13, 7] is sequenceable.

1 Introduction

Nous nous penchons dans cet article sur un pro-
bleme de décision collective classique : le partage de
biens indivisibles. Dans ce probléme, un ensemble de
biens ou d’objets indivisibles doit étre partagé entre
des agents (individus, entités,...), en tenant compte
du mieux possible des préférences des agents pour ces
objets. Ce probleme a des applications pratiques nom-
breuses et variées, parmi lesquelles, pour n’en nommer
que quelques-unes, l'allocation de ressources spatiales
[21, 2], lallocation de travaux & des employés ou & des
éleves, d’articles a des relecteurs, de places de cours
a des étudiants [13], en passant par la répartition de
droits d’émission de polluants.

Si ce probléeme classique a été étudié de longue date
par les économistes [10, 17, 8], il est I'objet depuis
quelques années de nombreux travaux dans le do-
maine de I'informatique et de l'intelligence artificielle,
en vertu de ses aspects fortement combinatoires. Ces
travaux se sont intéressés entre autres a la représenta-
tion des préférences liée & ces problémes de partage [3],
a la complexité liée au calcul de partages satisfaisant
certaines propriétés d’équité [22, 4, 24] ou aux aspects
algorithmiques de ce calcul [6, 1].

On peut envisager le probléme de partage sous deux
points de vue. La premiere possibilité est de recourir
a une entité supposée désintéressée, en charge de re-
cueillir de maniere centralisée les préférences de tous
les agents concernés sur les objets, et de calculer une
allocation prenant en compte ces préférences, et sa-
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tisfaisant certains critéres d’équité (absence d’envie
par exemple) et d’efficacité (la Pareto-optimalité par
exemple), ou optimisant une fonction d’utilité collec-
tive bien choisie. A I'opposé, on peut adopter un point
de vue totalement distribué, en partant par exemple
d’une allocation initiale et en laissant les agents échan-
ger des objets entre eux par négociation [26, 14].

Un point de vue intermédiaire entre ces deux ap-
proches consiste a allouer les objets aux agents par
I'utilisation d’'un protocole de partage. Un tel protocole
peut étre vu comme une séquence de questions posées
aux agents et permettant de calculer un partage de
maniere interactive. Si cette notion de protocole est
majoritairement au coeur des travaux concernant le
partage de biens divisibles — cake-cutting, voir ’ou-
vrage de Brams et Taylor [11] pour une référence sur
le sujet — elle a été étudiée également dans le cadre
du partage d’objets indivisibles [11, 9].

Nous nous intéressons dans cet article a un protocole
de partage particulier : le partage par séquence sincere.
Ce protocole, trés simple & comprendre et a mettre en
ceuvre, fonctionne de la maniére suivante. Une autorité
centrale fixe au préalable une séquence d’agents, com-
portant autant d’agents que d’objets (s'il y a plus d’ob-
jets que d’agents, certains agents apparaissent plu-
sieurs fois dans la séquence). Puis, on demande &
chaque agent apparaissant dans la séquence de choi-
sir & son tour I'objet qu’il préfere parmi ceux restant.
Ainsi par exemple, selon la séquence (1,2,2, 1), Pagent
1 va choisir en premier, puis ’agent 2 choisira deux
objets consécutifs, et enfin I’agent 1 prendra le dernier
objet. Ce protocole simple, utilisé en fait dans de nom-
breuses situations de la vie quotidienne! a été étudié
pour la premiere fois par Kohler et Chandrasekaran
[20]. Brams et Taylor [12] se sont ensuite penchés sur
une version particuliere de ce protocole, les séquen-
ces alternées, dans laquelle la séquence d’agents est
contrainte & une alternance équilibrée (1,2,2,1...) ou
stricte (1,2,1,2...) d’agents. Enfin, Bouveret et Lang
[5] ont donné une formalisation plus générale et systé-
matique de ce protocole, dont les propriétés (en par-
ticulier liées & la théorie des jeux) ont été mises en
évidence par Kalinowski et al. [19, 18].

Parmi I’ensemble des travaux liés a ce protocole de
partage par séquences sinceres, nous pouvons distin-
guer les travaux de Brams et al. [8, 10]. Ces travaux,
qui se placent dans un contexte de partage avec pré-
férences ordinales dans lequel les agents ne peuvent
recevoir que des parts de méme taille, font un lien
intéressant entre la notion de séquence sincére et le
critére classique de Pareto-optimalité, en démontrant
entre autres que non seulement tout partage obtenu

1. C’est par exemple le protocole utilisé dans le jeu des Co-
lons de Catane pour allocation des ressources initiales.
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par exécution du protocole de séquence sincere est
Pareto-optimal, mais aussi que tout partage Pareto-
optimal peut étre obtenu par ’exécution du protocole
de séquence sincere pour une séquence particuliere.
Dans cet article, nous reprenons les idées de ces tra-
vaux afin d’analyser les liens entre séquences et di-
verses propriétés d’efficacité et d’équité dans un mo-
dele plus général, dans lequel les agents ont des préfé-
rences numériques additives sur les objets. Nos contri-
butions sont les suivantes. Nous donnons une forma-
lisation du lien entre allocation et séquence sincere,
en introduisant la notion de séquencabilité, et en met-
tant en évidence une caractérisation simple de la sé-
quencabilité d’'une allocation. Nous montrons ensuite
que dans ce contexte plus général que celui des tra-
vaux précédents, de maniére étonnante, il n’y a plus
équivalence entre séquencgabilité et Pareto-optimalité.
Cela nous permet de mettre en évidence une « échelle
d’efficacité » permettant, & la maniere de '« échelle
d’équité » que nous avons introduite dans un travail
antérieur [7], de caractériser le degré d’efficacité d’un
partage. Nous mettons de plus en évidence un lien
entre séquencabilité et une autre propriété économique
importante : I’équilibre compétitif & revenus égaux.
L’article est organisé comme suit. La section 2 dé-
crit le modele de notre probléme de partage ainsi que
le protocole d’allocation par séquence sincere. La sec-
tion 3 s’intéresse au probleme consistant a décider si
une allocation peut étre obtenue par une séquence
de choix sinceres. Dans les deux sections suivantes,
nous analysons la relation entre séquences de choix
sinceres et deux propriétés classiques des allocations :
la Pareto-optimalité (section 4) et I’équilibre compéti-
tif & revenus égaux (section 5). Nous explorons enfin
les propriétés pratiques liées a la notion de séquenca-
bilité dans la section 6 dédiée aux expérimentations.

2 Modéle et définitions

Le probléme de partage de biens indivisibles consiste
a allouer un ensemble fini d’objets O = {1,..., M} a
un ensemble fini d’agents A= {1,...,N}.

Une sous-allocation sur @' C O est un vecteur
7o = <7rllo . 71'}\(,9 ), oll ﬂlo C O est la part de
l’agent ¢ sur C’)’, avec i # j = m, N 7T|O = () (un ob-
jet n’est alloué qu’a un seul agent) et UieAﬂ'lO/ =0
(tous les objets de O’ sont alloués). On dit que wlo”
| 1" |OI

|0’

est une sous-allocation de 7!’ lorsque m;
pour tout agent ¢. Une sous-allocation ?‘O sur tous les
objets sera notée simplement 7 et appelée allocation.

La construction d’une allocation satisfaisante s’ap-
puie nécessairement sur la connaissance des préfé-
rences des agents sur les objets. Nous ferons I’hypo-
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these classique de préférences numériques additives :
chaque agent i posséde une fonction d’utilité u; : 2© —
RT qui mesure la satisfaction u;(m) qu’il obtient si on
lui alloue la part 7, ainsi définie :

ui(m) £ Wi, 0),

ler

ou W (i, !) représente le poids donné par l'agent i a
I’objet £. Cette hypothese, bien que restrictive, est faite
par de nombreux auteurs et fournit un bon compromis
entre expressivité des préférences et concision.

Etant donnés un agent ¢ et un ensemble d’objets O,
on désignera par best(O,i) le sous-ensemble des ob-
jets de préférence maximale de 1'agent ¢ dans le sous-
ensemble d’objets O. Formellement : ¢ € best(O, %) si
et seulement si ¢ € O et pour tout ¢ € O : W(i,{) >
W (i, 0"). Une (sous-)allocation 710" sera dite frus-
trante si aucun agent ne regoit un de ses objets préférés
dans 7!°" (formellement : best(0’, ) ﬂ?io/ = () pour
tout agent i), et non frustrante si au moins un des
agents recoit un de ses objets préférés dans o’

Les résultats présentés dans cet article font interve-
nir des hypotheses sur les préférences des agents. Les
définitions suivantes précisent ce point.

Nous dirons que les préférences des agents sont
strictes sur les objets si, pour chaque agent, les poids
qu’il donne aux objets sont tous différents (donc or-
donnés strictement). Formellement : pour tout agent i
et tout couple d’objets £ # m, on a W (i, ) £ W (i,m).

Nous dirons que les préférences des agents sont
strictes sur les parts si, pour chaque agent, des parts
distinctes ont des utilités distinctes. Formellement :
pour tout agent i et tout couple de parts 7 # 7', on a
ui(m) # ui(m').

Nous dirons que les préférences des agents sont
ordonnées identiquement lorsque tous les agents or-
donnent leurs préférences sur les objets de la méme fa-
con. Formellement : il existe une permutation n: O —
O telle que pour tout agent 7 et tout couple d’objets ¢
et m, si n(¢) < n(m) alors W(i,n(¢)) > W(i,n(m)).

Remarque 1. La stricticité sur les parts implique la
stricticité sur les objets, mais la Téciproque est fausse.

Les données du modele sont ainsi résumeées :

Définition 1. Une instance de probleme de partage
de biens indivisibles & préférences numériques addi-
tives I = (A, O, W) est définie par :
— un ensemble A= {1,...,i,...,N} de N agents,
— un ensemble O ={1,...,¢,... M} de M objets,
— une fonction W : Ax O — RY, ot W (i, ) est le
poids donné par l'agent i a l'objet £.
P(I) désignera l’ensemble des allocations pour I.

Séquence de choix sincéres De maniere informelle,
le partage par séquence de choix sincéres consiste a
donner la main successivement a chaque agent dans
Pordre défini par la séquence, chacun a son tour choi-
sissant l'objet ou I'un des objets qu’il préfere parmi les
objets restants.

Définition 2. Soit une instance I = (A, O, W). Une
séquence de choix sinceéres est un vecteur de AM.

Nous utiliserons souvent le terme « séquence » a la
place de « séquence de choix sinceres ».

On désigne par S(I) 'ensemble des séquences pos-
sibles pour 'instance I.

On dit que la séquence e engendre I’allocation 7 si
et seulement si 7 peut étre obtenue par ’algorithme
non déterministe ? 1.

Algorithme 1 : Exécution d'une séquence

Entrées : une instance I = (A, O, W) et une
séquence o € S(I)
Sorties : une allocation @ € P(I)
1 7 « allocation vide (telle que Vi € A : m; = 0);
2 O]+ O;
3 pour t de 1 a M faire
4 14 0¢;
choisir 1'objet o; € best(Oy, 1) ;
i miU{ot} ;
Ouy1 < O\ {or}

N oo

Définition 3. Une allocation 7 est dite séquencable
s’il existe une séquence i qui engendre ?, et non
séquencable si aucune séquence ne peut engendrer .

Cette définition établit 'existence d’une correspon-
dance s(I) = (S(I),P(I),%(I)) définie par (&, 7) €

(1) si et seulement si 7 peut étre engendrée par o .

Exemple 1. Soit l’instance I représentée par la ma-
trice de poids?® suivante :

8§ 2 1
5 1 5

L’ensemble des séquences possible S(I) est :

a=(1,1,1) b=(1,1,2) ¢=(1,2,1)
d=(1,2,2) e=(2,1,1) f=(2,1,2)
g=(2,2,1) h=(222).

2. L’algorithme contient une instruction choisir a partir de
laquelle le contréle se sépare en plusieurs branches, lesquelles
construisent toutes les allocations engendrées par &

3. Dans cet exemple et dans les suivants, nous représenterons
les préférences des agents par une matrice dans laquelle la valeur
de la ligne ¢ et de la colonne £ représente le poids W (i, £).

- 27 -



IAF 2015 — Séquences de choix sincéres et partages équitables de biens indivisibles

L’ensemble des allocations possibles P(I) est :

A= <{1’2’3}’ {}> B = <{1’2}’ {3}>
C=({13}{2}) D=({1}.{23})
E=({2,3},{1}) F={2}{1,3})
G= <{3}v {152}> H = <{}v {13273}>

La correspondance s(I) est telle que
%(I) = {(a, 4), (b, B), (¢, B), (d, D), (¢, B),
(e, B), (f, D), (f, F), (g, F), (h, H)}.

Sous forme graphique :

a b c d e f g h

° °
A B C D E F G H

On remarque par exemple que la séquence e engendre
deuz allocations possibles : E et B, selon que l’agent
2 choisisse soit l’objet 1 soit l'objet 8 qu’il préfére tous
deux également. L’allocation B peut étre engendrée par
les trois séquences b, c et e. En revanche les deux allo-
cations C' et G sont non séquencables (aucune séquence
ne peut les produire).

Remarque 2. Pour une instance donnée I, nous

avons |S(I)| = |P(I)| = NM.

Remarque 3. Le nombre d’objets alloués a un agent
par une séquence est égal au nombre de fois ot l’agent
apparait dans la séquence. Formellement : pour tout
(o, 7) € S(I) et tout pour tout agent i nous avons
75| = > pcoloe = i] ot [z = t] vaut 1 si l’égalité est
vérifiée et 0 sinon.

3 Correspondance entre séquences de
choix sinceres et allocations

3.1 Caractérisation des allocations séquencables

Nous avons vu plus haut dans l'exemple 1 que
certaines allocations sont non séquencables. Les re-
marques et exemples suivants précisent ce point.

Remarque 4. Toute allocation frustrante est non sé-
quencable.

Démonstration. Par la contraposée : dans toute alloca-
tion séquencable, un agent au moins (le premier de la sé-
quence) obtient un objet préféré. O

Exemple 2. Soit l'instance représentée par la matrice

sutvante : 9 1 sl
*1 2 2

L’allocation ({2,3},{1}) marquée par des % est non
séquengable car elle est frustrante.
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Toutefois, on peut trouver une allocation non sé-
quengable qui alloue son objet préféré a un agent
(comme dans I'exemple 1, allocations C et G)) ou méme
a tous, comme dans ’exemple suivant.

Exemple 3. Soit l’instance représentée par la matrice

sutvante : " 8 9«1
2 x5 x1 4

Dans 7 = ({1,4},{2,3}) marquée par des *, chaque
agent recoit son objet préféré. Pourtant, une fois les
deux objets 1 et 2 obligatoirement alloués par toute
séquence produisant 7, il subsiste la sous-allocation

2 %1
x1 4
non séquencgable parce que frustrante. L’allocation K
de départ est donc non séquengable.

Cette propriété de contenir une sous-allocation frus-
trante caractérise exactement ’ensemble des alloca-
tions non séquencables. Plus formellement :

Proposition 1. Soit I = (A, O, W) une instance et
7 une allocation de cette instance. Les deux PToposi-
tions suivantes sont équivalentes.
(A) T est séquencable.
(B) Aucune sous-allocation de 7 nlest frustrante
(dans toute sous-allocation, un agent au moins
regoit un objet préféré).

Démonstration. (B) implique (A). Supposons donc que
pour tout sous-ensemble d’objets O’ C O il existe au moins
un agent qui obtient un de ses objets préférés dans 7o,
Nous allons montrer que T est séquencable, en construi-
sant explicitement une séquence qui ’engendre. Soit 7 la
séquence d’agents et O € (QO)M une séquence d’ensembles
d’objets conjointement définis de la maniere suivante :

— 1 = O et 01 est un agent qui regoit un de ses objets

préférés dans 7101 ;

— OH—I = O \ {Ot}, ou o; € best((’)t,at) et oy est un

agent qui recoit un de ses objets préférés dans ?'Ot,
pour t > 1.

D’aprés I'hypothése sur 7, on peut vérifier que la sé-
quence T est parfaitement définie. De plus, 7 est Pune
des allocations engendrées par la séquence 7.

(A) implique (B) par contraposée. Soit 7 une allocation
contenant une sous-allocation frustrante ?‘Ol. Supposons
qu’il existe une allocation i engendrant . Remarquons
que dans ’algorithme 1, lorsqu’un objet est alloué a un
agent, tous les objets strictement meilleurs pour lui ont
déja été alloués & une étape antérieure. Soit £ € O, et soit
i Pagent qui recoit ¢ dans 7. Puisque 71O est frustrante,
il existe un autre objet m € O’ tel que W (i,m) > W (i, £).
D’apres la remarque précédente, m est donc nécessaire-
ment alloué avant ¢ dans I’exécution de la séquence o. On
peut déduire, du méme raisonnement sur m et l'agent j
qui le recoit, qu’il existe un autre objet p alloué avant m
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dans I'exécution de la séquence. L’ensemble 0" étant fini,
en itérant le raisonnement, on retombera nécessairement
sur un objet déja rencontré, conduisant & un cycle dans la
relation de précédence des objets dans ’exécution de la sé-
quence. C’est une contradiction : aucune séquence ne peut
donc engendrer 7. ]

Outre le fait de caractériser une allocation séquen-
cable, la proposition 1, ou plus précisément sa preuve,
met en évidence une approche constructive permettant
de tester si une allocation est séquencable, et si c’est
le cas, de calculer une séquence qui engendre cette al-
location. Cela nous conduit au résultat suivant :

Proposition 2. Soit une instance I = (A, O, W) et
une allocation 7 de cette instance, on peut décider en
temps O(N x M?) si T est séquencable.

Algorithme 2 : Séquencage d’une allocation
Entrées : une instance I = (4,0, W)
et une allocation 7 de I
Sorties : une séquence i engendrant 7,
ou Non séquencable

7 ();
O+ O,
pour t de 1 a M faire
si Ji tel que best(O’,i) Nm; # 0 alors
T %
soit £ € best(O', i) N m;
0"« 0"\ {t};

sinon renvoyer Non séquencable ;

N 0 ks W -

o]

renvoyer o;

©

Démonstration. Montrons que I’algorithme 2 renvoie une
séquence & engendrant 1’allocation 7 donnée en entrée
si et seulement s’il en existe une. Supposons que l’algo-
rithme renvoie une séquence z. Alors, par définition de la
séquence (dans la boucle des lignes 4 a 7), & chaque étape t,
i = o+ peut choisir un objet appartenant a m;, qui soit 'un
de ses meilleurs objets. Réciproquement, supposons que
l'algorithme renvoie Non séquencable. Alors & une étape t
donnée, Vi, best(O’,i) Nm; = @. Par définition 710 est
donc, & cette étape, une sous-allocation frustrante de .
D’apres la proposition 1, 7 nest donc pas séquengable.
La boucle des lignes 4 a 7 peut étre exécutée en temps
O(N x M), car la recherche des meilleurs objets dans les
préférences de chaque agent peut étre effectuée en temps
O(M). La boucle étant exécutée M fois, 'algorithme s’exé-
cute globalement en temps O(N x M?). O

3.2 Préférences strictes sur les objets

Nous caractérisons les instances pour lesquelles la
correspondance s(I) est une application.

Proposition 3. Siles préférences sont strictes sur les
objets alors la correspondance s(I) est une application
s(I): S(I) — P(I), et réciproquement.

Démonstration. Si, comme dans I'exemple 3, les préfé-
rences des agents sont strictes sur les objets, alors dans
l'algorithme 1, ’agent ¢ qui a la main dans la séquence n’a
qu’un seul choix possible pour 'objet £ dans best(O, ), et
toute séquence engendre une et une seule allocation.

Réciproquement, si les préférences ne sont pas strictes
sur les objets, un des agents au moins (supposons sans
perte de généralité qu’il s’agit de 'agent 1) donne le méme
poids & deux objets distincts (supposons sans perte de gé-
néralité qu’il s’agit des 'objets 1 et 2). Supposons qu’il y
ait exactement ¢ objets classés au-dessus. Alors on peut
voir facilement que la séquence

111...111 222...222
—_— —

t+1 fois M —t—1 fois

engendre deux allocations, selon le choix de ’agent 1 entre
les objets 1 et 2 a ’étape t + 1. O

Cette application est une injection et non une bijec-
tion en général, car il peut exister des allocations non
séquencables, méme si les préférences sont strictes sur
les objets, comme le montre ’exemple 3 ci-dessus.

3.3 Préférences ordonnées identiquement

Proposition 4. Toutes les allocations d’une instance
a préférences ordonnées identiquement sont séquenca-
bles. Réciproquement, si toutes les allocations d’une
instance sont séquencables, ses préférences sont ordon-
nées identiquement.

Démonstration. Sens direct : soit une instance a préfé-
rences ordonnées identiquement, et une allocation quel-
conque 7. Dans toute sous-allocation de 7 au moins un
agent obtient un objet préféré (parce que l'ordonnance-
ment est identique) donc ne peut étre frustrante. Par la
proposition 1, 7 est séquencable.

Réciproque, par la contraposée : soit une instance dont
les préférences ne sont pas identiquement ordonnées. Il
existe donc deux objets distincts ¢ et m et deux agents
distincts i et j tels que W (i,€) > W(4,£) et W(i,m) <
W (j,m), 'une des deux inégalités étant stricte (supposons
sans perte de généralité qu’il s’agit de la premiére). La sous-
allocation 7 14™} telle que wl{é’m} ={m}et W;{e,m} = {¢}
est frustrante. Par la proposition 1 toute allocation 7
contenant cette sous-allocation frustrante (donc telle que
m € m; et £ € m;) est non séquencable. O

Nous caractérisons maintenant les instances pour
lesquelles la correspondance s(I) est une bijection.

Proposition 5. Pour une instance donnée, les deux
énoncés suivants sont équivalents.
(A) Les préférences sont strictes sur les objets et
ordonnées identiquement.
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(B) La correspondance s(I) est une bijection.

Démonstration. (A) implique (B) : par la proposition 3
la correspondance est une application. La proposition 4
implique que cette application est surjective. Le domaine
et le codomaine de cette application ayant la méme taille
(remarque 2), c’est une bijection.

(B) implique (A) : la correspondance étant une applica-
tion, par la proposition 3, les préférences des agents sont
strictes sur les objets. Puisque c’est une bijection toutes
les allocations sont séquencables. Par la proposition 4 les
préférences sont ordonnées identiquement. O

4 Séquences de choix sincéres et Pareto-
optimalité

Une allocation est Pareto-optimale s’il n’existe au-
cune autre allocation qui la domine. Dans notre
contexte, l'allocation 7’ domine 'allocation 7 si pour
tout agent @, u;(m}) > u;(m;), avec au moins un agent
pour lequel I'inégalité est stricte. La notion de Pareto-
optimalité capture 1'idée d’efficacité : lorsqu’une al-
location est Pareto-optimale, il est impossible d’aug-
menter strictement 1'utilité d’un agent sans diminuer
strictement celle d’'un autre, autrement dit les objets
sont répartis sans perte, efficacement.

Lorsque 'on engendre une allocation a partir d’une
séquence (algorithme 1), d’une certaine fagon on ap-
plique une forme faible d’efficacité : chaque choix suc-
cessif est localement optimal. On peut alors se poser la
question : toute séquence de choix sincéres engendre-
t-elle nécessairement une allocation Pareto-optimale ?
Brams et al. [8, 10] répondent positivement & cette
question en démontrant 1’équivalence entre séquenca-
bilité d’une allocation et Pareto-optimalité dans leur
modele de probleme de partage. Dans ce modeéle, les
seules allocations autorisées sont celles qui donnent le
méme nombre d’objets a chaque agent. Les agents ex-
priment des préférences ordinales sur les objets indi-
viduels, et leurs parts sont comparées grace a une hy-
pothese de séparabilité sur les préférences.

De maniere surprenante, ce résultat d’équivalence
ne tient plus dans notre modele plus général, comme
le montre le contre-exemple tout simple suivant.

Exemple 4. Soit l’instance a 2 agents et 2 objets re-
présentée par la matrice de poids

(5 7)

La séquence (1,1) donne lallocation ({1,2},{}) de
vecteur d’utilités (1,0), mais lallocation ({1},{2}), de
vecteur d’utilités (1,1), domine la premiére.

Dans I'exemple 4, les préférences ne sont pas or-
données identiquement, et les préférences des agents
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ne sont pas strictes sur les parts (la part {1,2} a la
méme utilité que la part {1}). On peut alors se po-
ser la nouvelle question : lorsque les préférences sont
de méme ordre et strictes sur les parts, est-ce que
toute séquence engendre nécessairement une allocation
Pareto-optimale ? La réponse est encore non! Voici un
nouveau contre-exemple.

Exemple 5. Soit l’instance représentée par la matrice
sugvante (on remarque que les préférences sont ordon-
nées identiquement et strictes sur les parts) :

5 4 2
8 2 1

Construisons le tableau de toutes les séquences pos-
sibles avec les allocations qu’elles engendrent.

séquence  allocation utilités  Pareto-opt. ¢
(L1,1)  ({1,2,3},{}) (11,00 OUI

(L12)  (Le2n{s) (.1 our

(1,2,1) ({1,3},{2}) (7,2 oul

(1,2,2) ({1},{2,3}) (5,3) NON
(2,1,1) ({2,3},{1}) (6,8) oul

(2,1,2) ({2},{1,3}) (4,9 oul

(2,2,1) {3},{1,2}) (2,10) OUI

(2,2,2)  ({1{1,2,3}) (0,11) oUI

La séquence (1,2,2) engendre une allocation domi-
née par celle engendrée par la séquence (2,1,1).

Les deux exemples précédents nous montrent qu’une
séquence de choix sincéres n’engendre pas nécessaire-
ment une allocation Pareto-optimale. La proposition
suivante répond a la question réciproque.

Proposition 6. Toute allocation Pareto-optimale est
séquencable.

Avant de livrer la démonstration proprement dite,
et pour en faciliter la compréhension, nous allons
la concrétiser sur un exemple [7, exemple 5]. L’idée
consiste a montrer la contraposée : toute allocation
non séquengable est dominée.

Exemple 6. Soit ’instance suivante, donnée par sa
matrice de poids.

2 12 T« f15 1l
#1215 11 #7 2
15 «f20 9 2 1

W =

L allocation 7 marquée par des * n’est pas séquen-
cable. En effet, toute séquence susceptible de l’engen-
drer doit obligatoirement débuter par les agents 3 puis
2, nous laissant la sous-allocation frustrante ? mar-
quée par des étoiles ci-dessous

7« 15 =x11
11«7 2
9 2 1
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et a partir de laquelle tout séquencement est impos-
sible. Choisissons un agent quelconque recevant un ob-
jet mon préféré dans 7, par exemple l'agent a1 = 2, et
soit 0o = 3 cet objet préféré (de poids 11). L’agent
qui Tecoit 01 dans 7 est as = 1. Cet agent quant
a lui préfére objet oo = 4 (de poids 15), détenu
par ay, déja rencontré. Ainsi nous avons construit un
cycle (a1,01) — (az,02) — (a1,01), soit (2,3) —
(1,4) — (2,3), qui nous indique exactement comment
construire une sous-allocation qui domine 7, en rem-
placant dans 7 les possessions (a1 « 02)(as < 01)
par les possessions (a1 < 01)(as < 03). Ainsi chaque
agent impliqué dans le cycle obtient un objet stricte-
ment meilleur que celui qu’il possédait précédemment.
En opérant les mémes substitutions dans [’allocation
d’origine 7, on obtient une allocation 7' qui domine
Ed (marquée par des T dans la matrice W ci-dessus).

Et maintenant la démonstration compléte. 4

Démonstration. Nous allons donc prouver la contrapo-
sée : toute allocation non séquencable est dominée. D’apres
la proposition 1, dans une allocation non séquencgable, il
existe nécessairement une sous-allocation frustrante. Soit
une allocation #® non séquencable, et soit donc 7 une
sous-allocation frustrante 7 (qui peut étre 7 elle-méme).
Nous allons, a partir de ?, construire une autre sous-
allocation qui la domine. Choisissons un agent quelconque
impliqué dans 7, soit a1, recevant un objet non préféré
dans ? Soit 01 un objet préféré de a; dans ?, et soit
a2 'unique agent qui recoit o1 dans ? Remarquons que
as est distinct de a1, car sinon a; aurait obtenu un ob-
jet préféré. Soit o2 un objet préféré de az. Remarquons
que o2 est distinct de o1, car sinon ag aurait un objet
préféré. Soit as 'unique agent qui regoit o2 dans 7 Et
ainsi de suite, nous formons une chaine unique partant de
a1 et qui alterne agents et objets, et dans laquelle deux
agents successifs et deux objets successifs sont distincts.
Il arrive nécessairement une étape a laquelle on retrouve
un agent déja rencontré. Soit a; cet agent déja rencon-
tré, et o le dernier objet de la séquence (a; est 'unique
agent qui regoit oy ; remarquons que or ne peut pas avoir
déja été rencontré sinon on aurait déja rencontré ’agent
a; dont oy est un objet préféré). Nous avons construit un
cycle (ai, 0;) = (ait1,0i41) « - - (ak, 0x) — (as, 0;) dont tous
les agents et les objets sont différents, et qui comporte au
moins deux agents et deux objets. La sous-allocation cher-
chée qui domine ? découle directement du cycle : il suffit
d’allouer a chaque agent a; impliqué dans le cycle I'objet
préféré o; (a la place d’un autre objet strictement moins
préféré qui lui était précédemment alloué), les autres agents
et objets hors du cycle sans changement. Plus précisément,
les possessions de 7 (et donc de 7) :
(ai < Ok)(aprl < 07;) v (ak < Ok_1)
sont remplacées par :

4. L’idée de cycle est également utilisée par Varian [27, page
79] et Lipton et al. [22, Lemma 2.2] dans des démonstrations en
rapport avec l’absence d’envie.

(ai < oi)(azurl < 0i+1) cee (ak < Ok)
ol (a < o) dénote le fait que a posséde o. Les mémes sub-
stitutions opérées dans 7 fournissent une allocation 7’
qui domine . O

Corollaire 1. Toute allocation frustrante ne peut étre
Pareto-optimale (de maniére équivalente, dans toute
allocation Pareto-optimale, un agent au moins recoit
un objet préféré).

La proposition 6 implique l’existence, pour une
instance donnée, de trois classes d’allocations selon
leur « degré d’efficacité » : (1) les allocations non-
séquencables (donc non Pareto-optimales), (2) les al-
locations séquencables mais non Pareto-optimales, et
(3) les allocations Pareto-optimales (donc séquenca-
bles). Ce qui est intéressant et nouveau ici est le degré
intermédiaire.

5 Absence d’envie, équilibre compétitif a
revenus égaux, et séquencabilité

Il est naturel d’étudier formellement le comporte-
ment des protocoles par séquence vis-a-vis des proprié-
tés d’efficacité et d’équité qui souvent motivent leur
utilisation. Nous avons étudié dans la section précé-
dente le lien existant entre efficacité et séquengabilité.
En ce qui concerne ’équité, nous allons nous pencher
sur les criteres logiques d’absence d’envie et d’équilibre
compétitif, et examiner leur lien avec la séquencabilité.

Pour commencer, la propriété d’absence d’envie
[16, 27] est sans doute la plus classique des proprié-
tés d’équité. La voici exprimée dans notre modéle.

Définition 4. Soit une instance d’'un probléme de
partage de biens indivisibles a préférences numériques
additives. On dit que [’allocation i vérifie la pro-
priété d’absence d’envie (ou est sans envie), lorsque
ui(m;) > wi(m;), V(i,j) € A% (aucun agent ne préfére
strictement la part d’un autre).

La notion d’équilibre compétitif est un concept
connu depuis longtemps en économie [28, 15]. Le méme
concept en imposant de plus des revenus égaux devient
un équilibre compétitif & revenus égaux (competitive
equilibrium from equal incomes, CEEI) [23, page 177,
par exemple], et fournit un critére d’équité tres fort ré-
cemment exploré en intelligence artificielle [25, 13, 7].
Voici la définition de ce concept adapté a notre modele.

Définition 5. Soit (A, O, W) une instance d’un pro-
bléme de partage de biens indivisibles a préférences nu-
mériques additives, 7 une allocation, et 7 € [0,M
un vecteur de priz. On dit que le couple (?, ?) forme
un équilibre compétitif & revenus égaux (competitive
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equilibrium from equal incomes, CEEI), si

Vie A:m; € argmax, o ui(m) : Zpg <1
Lem

En d’autres termes, m; est l'une des parts maximales
que 1 peut s’offrir avec un budget de 1, sachant que le
priz de chaque objet £ est py.

On dira que l'allocation 7 est CEEI s’il existe un
vecteur P tel que (?,?) forme un CEEIL

Comme nous ’avons montré dans un article précé-
dent [7], pour notre modéle, toute allocation CEEI est
sans envie. On se demande dans cette section si une
allocation sans envie ou CEEI est séquencable. La ré-
ponse est négative pour ’absence d’envie.

Proposition 7. Il existe des allocations sans envie
non séquengables, méme si les préférences des agents
sont strictes sur les parts.

Démonstration. Un contre-exemple avec préférences
strictes sur les parts est donné par ’exemple 6 ci-dessus,
pour lequel on vérifie facilement que l’allocation 7 mar-
quée par des * est sans envie et non séquencable. O

En ce qui concerne le critere CEEI la réponse est po-
sitive, ajoutant encore un intérét a ce critere d’équité.

Proposition 8. Toute allocation CEEI est séquen-
cable.®

Démonstration. Montrons qu’il est impossible qu’une al-
location soit a la fois non séquencable et CEEI. Soit K
une allocation non séquengable. Nous pouvons reprendre
les mémes termes et notations que la preuve de la propo-
sition 6, en particulier en ce qui concerne le cycle de domi-
nance des agents. Soit C 1’ensemble des agents concernés
par le cycle. L’allocation 7 contient les parts suivantes :
Ta; ={0k}UT

Ta;1 = {0i} UTig

Tay, = {Ok71} U Tk
tandis que l’allocation ?’, qui la domine, contient les parts
7r:1i = {Oz} U

Taipr = {0i+1} UTiga

7'l’,/1k ={or} Ui

5. On sait [7, proposition 8] que toute allocation CEEI est
Pareto-optimale si les préférences sont strictes sur les parts.
D’apres la remarque 1 et la proposition 6 du présent article,
si les préférences sont strictes sur les parts, alors toute alloca-
tion CEEI est séquencable. La présente proposition 8 est plus
générale : elle ne fait aucune hypothése de préférence stricte sur
les parts (ni sur les objets).
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les autres parts étant inchangées de Taw.
Supposons que 7 soit CEEL Cette allocation doit donc
vérifier deux types de contraintes. Tout d’abord 7 doit

respecter la contrainte de prix (en notant p(m) ) Y eenPe)

(1)

Ensuite, 7 doit étre optimale : toute part de plus d’utilité
pour un agent que celle qu’il a dans 7 coiite plus que 1.
Sachant qu’effectivement Vi € C : w;(m;) > wi(m) (car
7' substitue des objets strictement préférés a des objets
strictement moins préférés dans ?), cela se traduit par

(2)

En sommant respectivement les équations 1 et 2, sachant
que toutes les parts en question sont disjointes, on obtient

VieC:p(m) <1

VieC:p(m) > 1

p(Ujeem;) < C] et p(Ujecm;) > [C|

Or Ujeem; = Useem; (car lallocation 7' est obtenue a
partir de 7 par simple échange d’objets entre les agents
de C). Les deux équations précédentes sont contradictoires.

O

6 Expérimentations

Nous avons mis en évidence, section 4, une
« échelle » permettant de caractériser 'efficacité d’une
allocation, et constituée de trois paliers : non séquen-
gable (NS), séquengable et non Pareto-optimal (SnP),
et Pareto-optimal (PO). On peut se poser naturelle-
ment la question de savoir, pour une instance donnée,
quelle proportion des allocations se situe a chaque ni-
veau de I’échelle. Nous donnons un début de réponse
dans cette section en caractérisant de maniére expé-
rimentale la répartition des allocations entre les dif-
férents niveaux. De plus, nous analysons le lien entre
équité et efficacité en croisant I’échelle d’efficacité avec
Péchelle d’équité décrite dans un travail précédent [7],
et constituée de cinq niveaux,  du moins équitable au
plus équitable : aucun critére satisfait (—), juste part
max-min (MFS), proportionnalité (PFS), juste part
min-max (mFS), absence d’envie (EF).

Notre protocole expérimental est le suivant. Nous
avons généré 100 instances de problémes de partages
a 3 agents et 10 objets, selon le modele de génération
aléatoire uniforme ou gaussien décrit dans notre tra-
vail précédent [7]. Pour chacune de ces instances, nous
avons généré I'ensemble des allocations possibles (soit
310 = 59049) et identifié le niveau d’équité et d’effica-
cité de chacune. Le résultat apparait en figure 1.

Dans cette figure, les histogrammes représentent
la valeur moyenne (sur l’ensemble des instances) du

6. L’échelle initiale comporte en fait un niveau supplémen-
taire (CEEI), que nous n’utilisons pas ici car il est computation-
nellement difficile de caractériser les allocations CEEI.
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FIGURE 1 — Répartition du nombre d’allocations par couple de critéres équité / efficacité satisfaits.

nombre d’allocations par couple de critéres (avec U'in-
tervalle min-max représenté sous forme de barre d’er-
reur), en échelle logarithmique. Les trois courbes re-
présentent la proportion moyenne, par critére d’équité,
du nombre d’allocations satisfaisant les trois critéeres
d’efficacité donnés, en échelle linéaire.

Nous pouvons observer plusieurs faits intéressants.
Tout d’abord, 'immense majorité des allocations ne
possede ni des bonnes propriétés d’efficacité, ni des
bonnes propriétés d’équité, comme en témoigne le
nombre d’allocations non séquengables et ne possé-
dant aucune propriété d’équité. Deuxieme remarque,
la répartition des allocations sur 1’échelle d’efficacité
semble corrélée au critéere d’équité satisfait : ainsi, on
trouve une plus grande proportion d’allocations sé-
quencables parmi les allocations sans envie que parmi
celles qui ne satisfont aucun critére d’équité. Enfin, il
existe une plus forte proportion d’allocations satisfai-
sant de bonnes propriétés d’équité et d’efficacité pour
le modele de génération uniforme. Si cela semble assez
logique pour I'échelle d’équité (car une attirance « si-
milaire » pour les objets — ce qui est le cas pour le
modele gaussien — a une plus forte chance de créer des
conflits entre agents), l'explication n’est pas si claire
pour ’échelle d’efficacité.

7 Conclusion

Il est relativement fréquent d’avoir a partager un lot
d’objets indivisibles entre plusieurs individus, et pour
remplacer la loi du plus fort, 'usage d’'un protocole
donnant la main séquentiellement aux participants est
un procédé naturel et d’usage répandu, certainement
vieux comme le monde. Le cas emblématique mais au-
cunement isolé est celui du partage d’un patrimoine

entre plusieurs héritiers, lorsqu’ils souhaitent éviter le
recours a des compensations monétaires.

Dans cet article, nous avons exploré ce protocole de
partage dans un modele simple et communément ad-
mis, dans lequel les agents expriment leurs préférences
par des utilités numériques additives.

Nous avons montré qu’une allocation donnée est sé-
quengable (c’est-a-dire peut étre obtenue par l'appli-
cation d’une séquence précise) si et seulement si elle
ne contient aucune « sous-allocation frustrante » —
dans laquelle aucun agent n’obtient un de ses objets
préférés.

La maniere dont les agents expriment individuelle-
ment ou mutuellement leurs préférences a été utilisée
pour caractériser la correspondance entre ’ensemble
des allocations et des séquences possibles d’une ins-
tance, en particulier pour caractériser les instances
pour lesquelles toute allocation est séquencable.

Il est par ailleurs naturel d’étudier formellement les
protocoles par séquence en rapport avec deux exi-
gences souvent opposées : d'une part Defficacité, et
d’autre part Iéquité. A cet égard, nous avons mon-
tré que toute allocation Pareto-optimale est séquen-
cable mais que l'inverse n’est pas vrai. D’ou l'exis-
tence d’'une « échelle d’efficacité » comportant trois
paliers : Pareto-optimalité, séquencabilité sans Pareto-
optimalité, et non séquencgabilité. D’autre part, en rap-
port avec l’échelle de criteres logiques d’équité étu-
diés dans un précédent travail [7], nous avons montré
qu’il existe des allocations sans envie non séquenca-
bles, mais que toute allocation de type équilibre com-
pétitif & revenus égaux (CEEI) est séquencable. Des ré-
sultats expérimentaux montrent les corrélations entre
ces deux échelles.

Malgré leur relative simplicité, tous ces résultats
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sont nouveaux a notre connaissance.

Les prolongements de ces travaux préliminaires se
situent dans I’étude de séquences particulieres adap-
tées aux exigences d’équité (séquences alternées par
exemple) ainsi qu’a des investigations sur d’autres mo-
dalités d’expression des préférences des agents (préfé-
rences a niveaux, préférences ordinales).
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Résumé

Dans cet article, nous proposons un formalisme qua-
litatif pour représenter et raisonner sur le temps a dif-
férentes échelles, appelées granularités. En particulier,
nous étendons certains des résultats d’Euzenat [1995]
a la prise en compte des relations entre les points et
les intervalles. Notre formalisme est plus expressif que
la plupart des algebres de relations temporelles propo-
sées dans la littérature. En effet, certaines de nos rela-
tions sont plus restrictives que celles de I'algebre d'Allen
[1983], tandis que d’autres le sont moins. En particulier,
ce formalisme permet la modélisation de relations impré-
cises, graduelles et intuitives, telles que « juste avant »
ou « touche presque ». En outre, nous exposons plusieurs
résultats concernant la conversion d'une relation d'une
granularité a une autre. Enfin, nous présentons un algo-
rithme qui calcule la cl6ture algébrique d'un réseau de
contraintes temporelles dans le cadre de notre forma-
lisme, pouvant étre utilisé pour en vérifier la cohérence.

Abstract

In this paper, we propose a qualitative formalism
for representing and reasoning about time at different
scales. It extends some of the results of Euzenat [1995]
and overcomes their major limitations, allowing one to
reason about relations between points and intervals. Our
approach is more expressive than most algebras of tem-
poral relations : for instance, some relations are more re-
laxed than those in Allen’s [1983] algebra, while others
are stricter. In particular, it enables the modeling of im-
precise, gradual, or intuitive relations, such as “just befo-
re” or “almost meet”. In addition, we give several results
about how a relation changes when considered at dif-
ferent granularities. Finally, we provide an algorithm to
compute the algebraic closure of a temporal constraint

*Ceci est la version francaise de I’article « An Algebra of Gra-
nular Temporal Relations for Qualitative Reasoning », a paraitre
dans les actes de la conférence IJCAI 2015.

network in our formalism, which can be used to check
its consistency.

1 Introduction

Les agents autonomes doivent souvent étre capables
de raisonner sur le temps ; I’étude des formalismes tem-
porels qualitatifs est un moyen de parvenir a ce but.
Les plus populaires de ces formalismes sont les al-
gebres des relations temporelles, dans lesquelles les lo-
calisations temporelles des événements (appelés primi-
tives ou entités) sont définies relativement les unes par
rapport aux autres, sans aucune donnée quantitative.
L’algébre des points de Vilain et al. [1986] (plus tard
étudiée par Ladkin et Maddux [1994] et Hirsch [1996])
définit trois relations élémentaires entre des points.
L’algébre des intervalles d’Allen [1983] caractérise 13
relations élémentaires entre deux intervalles. L’ algebre
des points et des intervalles de Vilain [1982], déve-
loppée par Meiri [1996] et Krokhin et Jonsson [2002],
étend simultanément ces deux dernieres algebres en
ajoutant des relations entre un point et un intervalle,
pour un total de 26 relations. Dans chacune de ces
trois algebres, des opérateurs permettent de déduire
de nouvelles relations entre les entités, et donc de rai-
sonner sur des événements.

Cependant, ces formalismes ne considérent ni des
données ayant des précisions différentes, ni le concept
de représentation et raisonnement multi-échelle. Ce
concept permet de représenter les événements a diffé-
rents niveaux de détail, appelés granularités, tels que
les jours, les mois ou les semaines. Grace aux granula-
rités, il est possible d’organiser les connaissances hié-
rarchiquement et de raisonner a chaque échelle. Par
exemple, dans le cadre des relations temporelles, on
peut dire qu'un intervalle A rencontre un autre inter-
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valle B & une granularité grossiere (i.e. d’un point de
vue général), mais que A est avant B & une granularité
fine (i.e. d’un point de vue plus précis). Les algebres
usuelles ne permettent pas de traiter de telles connais-
sances sans aboutir a des incohérences. Afin de sur-
monter ce probleme, Euzenat a proposé une extension
granulaire de I'algebre des points ainsi qu’une exten-
sion de lalgebre des intervalles [Euzenat, 1995]. Cha-
cune d’entre elles fournit une table décrivant comment
les relations changent quand elles sont considérées a
une granularité plus fine (conversion descendante) ou &
une granularité plus grossiére (conversion ascendante).

Toutefois, la table de conversion des relations entre
intervalles n’est pas toujours applicable : si un inter-
valle devient un point lorsqu’il est considéré a une gra-
nularité plus grossiere, la conversion ascendante d’une
relation entre cet intervalle et un autre est impos-
sible, puisque seules les relations entre intervalles sont
autorisées. Par exemple, considérons deux intervalles
A = [01:30,03:10] et B = [03:15,05:07] ayant lieu le
méme jour. A la granularité des minutes, A est avant
B, tandis qu’a la granularité des heures, A rencontre
B. A la granularité des jours, A et B sont indiscer-
nables; la relation entre A et B est donc la relation
d’« égalité des points », qui n’existe pas dans ’algebre
d’Allen, et n’est donc pas présente dans la table de
conversion d’Euzenat. En conséquence, les conditions
pour que la conversion ascendante soit applicable dé-
pendent, en particulier, de la durée des intervalles, qui
n’est pas toujours connue. L’algebre d’Allen et donc
son extension granulaire ne décrivent pas toutes les re-
lations possibles lorsqu’il y a plus d’une granularité :
de ce fait, raisonner est impossible lorsque certaines
granularités sont tres grossieres.

Pour surmonter ces limitations, nous proposons
dans cet article une extension granulaire de ’algebre
des points et des intervalles, dans le but de représen-
ter et de raisonner sur des connaissances temporelles
imprécises, provenant par exemple de données expri-
mées en langage naturel ou de sources n’ayant pas les
mémes échelles temporelles. De ce point de vue, notre
formalisme peut étre considéré comme une alternative
a l'algebre des intervalles flous de Schockaert et al.
[2006], dans laquelle il est aussi possible de modéliser
des relations imprécises. En particulier, nous nous inté-
ressons aux granularités qualitatives, c’est-a-dire aux
granularités pour lesquelles aucune information quan-
titative (telle que la durée des granules) n’est spéci-
fiée : nous n’utilisons que leurs échelles relatives. Ces
granularités qualitatives permettent plus de flexibilité
dans le processus de modélisation et sont, par exemple,
nécessaires pour analyser une information temporelle
exprimée dans le langage naturel, ou les granularités
ne sont pas exactement connues et ne peuvent donc
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pas étre quantitativement modélisées.

La section suivante rappelle les concepts principaux
des granularités temporelles que nous utilisons dans
cet article. Ensuite, dans la troisiéme section, nous in-
troduisons les relations granulaires entre points et in-
tervalles. La quatriéme section présente notre algebre
des relations temporelles granulaires et ses opérateurs,
incluant les conversions granulaires. Dans la section 5,
nous proposons un algorithme polynomial pour cal-
culer la cloture algébrique d’un réseau de contraintes
temporelles granulaires, qui peut étre utilisé pour véri-
fier sa cohérence dans le cadre des granularités qualita-
tives. Dans la sixieme section, nous discutons des tra-
vaux connexes. Enfin, la conclusion et nos perspectives
de travaux futurs sont présentées dans la Section 7.

2 Granularités temporelles

2.1 Définitions

Plusieurs travaux formalisant les granularités tem-
porelles ont été développés. Notre formalisme s’appuie
sur le cadre de Bettini et al. [2000], tel que présenté par
Euzenat et Montanari [2005]. Cette approche utilise
la théorie des ensembles pour définir les granularités.
Dans ce qui suit, nous rappelons les concepts de base
dont nous avons besoin pour définir notre formalisme.

Le temps est modélisé par un domaine temporel T,
qui est un ensemble totalement ordonné, discret ou
dense. Ses éléments sont appelés points temporels.

Définition 1. Une granularité g est une fonction d’un
ensemble ordonné discret I, vers I’ensemble des parties
du domaine temporel T telle que :

Vi, g3,k € Iy,
Vi, j € Ig,

i<k<j/\gi7é(0/\gj7é® = g #0
1<) = Ve e€g,Vyecg;, <y

Ainsi, chaque granularité est une séquence de sous-
ensembles du domaine temporel qui préserve l'ordre
naturel des points temporels. Les ensembles g; sont
appelés des granules de la granularité g. Par abus de
notation, on considere que T est lui méme une gra-
nularité, représenté par la fonction T: i € T +— {i},
c’est-d-dire que I = T (méme s’il n’est pas discret)
et Ti = {’L}

Bettini et al. ont défini plusieurs relations entre gra-
nularités ; nous nous intéressons a deux d’entre elles en
particulier.

Définition 2. Soient g, h deux granularités sur T
— g est plus fine que h, noté g = h, si et seulement
siVi € Iy,35 € Iy: g; C hj, i.e. chaque granule
de g est inclus dans un granule de h.
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— h est plus grossiére que g1, noté g C h, si et
seulement si Vj € I),,3S C Iy: hy = U;cq 9, i-e.
chaque granule de h est composé de granules de
qg.

Les relations < et C sont des ordres partiels; elles
donnent deux caractérisations différentes de la notion
intuitive d’étre « plus précis », chacune nécessitant que
les deux granularités soient alignées. Si g < het g C h,
alors ’ensemble des granules de g est une partition de
I’ensemble des granules de h.

Bettini et al. ont aussi défini deux opérateurs de
conversion entre granularités. Ils associent a un gra-
nule d’une granularité donnée un ensemble correspon-
dant de granules d’une autre granularité. La conver-
sion ascendante 1, qui convertit un granule vers une
granularité « moins précise », est définie par :

Viel, thi={jely:9;Ch;}

La conversion descendante |, qui convertit un granule
vers une granularité « plus précise », est définie par :

Vj € In, iij{SQIg:hjz Ugi}
ics
Proposition 3. Soient g et h deux granularités sur
T, et soienti € Iy et j € I,. Sig = h (resp. g C h),
alors T’; i (resp. Ugl j) contient exactement un élément.

2.2 Calendrier grégorien

Pour représenter des relations entre événements,
nous devons d’abord choisir un ensemble de granulari-
tés. Le calendrier grégorien, dans lequel les échelles des
mois, années, semaines et jours sont des granularités
(les échelles des heures, minutes et secondes peuvent
facilement étre ajoutées), est slirement le plus utilisé.
Pour chaque couple (g, h) de ces granularités tel que
g est (intuitivement) « plus précise » que h, les pro-
priétés g < h et g C h sont toutes deux vérifies (par
exemple, « mois < années » et « mois C années » ), sauf
pour les couples semaines-mois et semaines-années :
puisque leurs granules ne sont pas alignés, les semaines
ne sont pas plus fines que les mois et les années, et les
mois et les années ne sont pas plus grossiers que les
semaines.

Notons que les granularités ne sont pas nécessai-
rement une partition du domaine temporel, puisqu’il
peut y avoir des trous. En effet, si nous considérons la
granularité des semaines de travail, dans laquelle les
granules sont les périodes du lundi au vendredi (les
week-ends sont exclus), nous avons « semaines de tra-
vail = semaines » et « jours C semaines de travail »,

1. Cette relation est appelée « g groups into h » par Bettini
et al.

mais nous n’avons pas « semaines de travail C se-
maines » et « jours = semaines de travail » [Bettini
et al., 2000].

3 Relations temporelles avec des granula-
rités

Dans cette section, nous commencons par définir les
relations entre points dans le contexte des granulari-
tés temporelles, basées sur le cadre formel de Bettini
et al. [2000]. Ensuite, nous nous intéressons aux re-
lations granulaires entre points et intervalles. Enfin,
nous montrons certaines des possibilités de modélisa-
tion offertes par notre formalisme.

3.1 Relations granulaires entre points

Nous commencons par définir formellement les re-
lations granulaires entre points, ce qui n’avait pas été
fait dans le travail original d’Euzenat [1995]. Gréce a
cette formalisation, nous pouvons exhiber des condi-
tions suffisantes pour utiliser nos tables de conver-
sions granulaires (et également celles d’Euzenat). Dans
notre formalisme, nous considérons trois relations élé-
mentaires possibles entre deux points a une granularité
donnée, définies comme suit :

Définition 4. Soient a,b € T. Les relations granu-
laires entre points « avant a la granularité g » <9,
« égal a la granularité g » =9, et « apres a la gra-
nularité g » >9 sont définies par :

a<db = Ji,jely:i<jNhacg Nbey;
a=b < Fel;:abcyg
a>b = J,jel;:i>j Nacg Nbeg;

On dit qu’un point temporel a est représentable a
une granularité g si a € (J;c 1, 9i> €t on le note par
a « g. Lorsque deux points temporels sont représen-
tables & une granularité g, alors les trois relations sont
exhaustives : sia x g et b x g, alors a <9 boua =9 b
ou a >9 b. Elles sont aussi exclusives puisque ’on ne
peut avoir plus d’une relation granulaire élémentaire
entre deux points.

3.2 Relations granulaires entre points et inter-
valles

Nous définissons une entité temporelle E comme un
couple de points temporels (e, et) € T? tel que e~ <
eT. Ce couple représente I'ensemble des points situés
entre e~ et et dans T, c’est-a-dire {teT:e” <t<
et }. Une entité temporelle F est dite représentable &
une granularité g sie™ o g et e o ¢ ; nous le noterons
par E « g. A une granularité g, E peut étre de deux

— 37 -



IAF 2015 — Une algébre des relations temporelles granulaires pour le raisonnement qualitatif

[rap[[a Ra®™ [b" Rb" [a" Rb” [a” Rb" [a" Rb” [a" Rb"
< = = < < < <
a = < > > > >
b = < < < < <
b < < < < < <
0 < < < < > <
m < < < < = <
d < < > < > <
-d = < > < > <
s < < = < > <
‘8 = < = < = <
f < < > < > =
f = < > = > =
e < < = < > =

TABLE 1 — Définitions des relations granulaires entre intervalles et points a partir des relations granulaires entre
points & la méme granularité (les exposants sont omis pour des raisons de clarté).

types : si e” =Y e, alors E est un point, tandis que
si e” <9 eT, alors E est un intervalle.

Il y a ainsi trois catégories de relations élémentaires
possibles entre deux entités a une granularité g don-
née. La premiere concerne les relations d’intervalles :
est avant (before), rencontre (meets), chevauche (over-
laps), démarre (starts), est pendant (during), et finit
(finishes), notées b9, m9, o9, s9, d9, et f9; leurs in-
verses, notés 79 (avec r9 une de ces relations); et la
relation égal, notée e9. La deuxieme concerne les rela-
tions entre points : avant <9, égal =9, et apres >9. En-
fin, la troisieme catégorie concerne les relations entre
un point et un intervalle : avant -bY, durant -d?, dé-
marre -s9, finit -f9, et apres -af; et leurs inverses, les
relations entre un intervalle et un point, qui sont aussi
notées par 79, avec r9 la relation correspondante entre
un point et un intervalle.

Les définitions de ces relations entre entités tem-
porelles & une granularité donnée se trouvent dans la
table 1; ce sont les mémes que dans le cadre non gra-
nulaire, c’est-a-dire sur le domaine temporel [Krokhin
et Jonsson, 2002]. Par exemple, soit A = (a™,a™) et
B = (b7,b") deux entités temporelles; A m9 B est
vraisia™ <9 at,b” <9 bT, et a™ =9 b~. Pour obtenir
les définitions des relations inverses, il faut remplacer
« <» par « >» et « >» par « < » dans les colonnes 4
a 7, puis permuter les colonnes 2 et 3 ainsi que les co-
lonnes 5 et 6. Dans la suite, on notera par R 1’ensemble
des 26 relations élémentaires.

Dans de nombreuses situations, les bornes des enti-
tés ne sont pas connues, et généralement, méme la re-
lation élémentaire entre deux entités n’est pas connue.
Souvent, en effet, de nombreuses relations élémentaires
sont possibles, et il n’y a aucun moyen d’en choisir une.
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La définition suivante est utilisée pour représenter de
telles ambiguités.

Définition 5. Une relation générale R est un en-
semble de relations élémentaires : R = {ry,...,r, } C
R. On dit que R est vraie entre deux entités tem-
porelles A, B a la granularité g, noté A RY B ou
A (r1---r,)? B, si et seulement si lexpression
Vi , Ard B est vraie.

Par exemple, la relation « a la granularité h, A est
un intervalle et est avant ou rencontre B, ou A est un
point et est avant B qui est un intervalle » est repré-
sentée par A (-bbm)" B.

3.3 Modéliser des relations temporelles imprécises

Les relations granulaires sont généralement impré-
cises. En fait, quand on change de granularité, les re-
lations peuvent devenir ambigués (voir section 4.1).
Ainsi, on peut interpréter la relation granulaire « ren-
contre » comme <« rencontre presque », avec une pré-
cision qui dépend de la granularité. Par exemple, on
peut modéliser « rencontre a peu pres » en utilisant
une certaine granularité et « rencontre pratiquement »
en utilisant une granularité plus fine. Les granularités
permettent de relaxer les relations entre points et in-
tervalles, ce qui est utile pour modéliser des phéno-
menes naturels ayant une synchronisation imparfaite
ou des relations temporelles exprimées en langage na-
turel.

De plus, en combinant différentes relations granu-
laires exprimées a différentes granularités entre deux
mémes entités, nous pouvons modéliser de nouvelles
relations intuitives et imprécises. La plupart de ces
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relations combinées sont plus restrictives que les rela-
tions classiques. Soient g et h des granularités telles
que g est « plus précise » que h; la relation intuitive
< juste avant » peut étre modélisée par « A (-b)9 B
et A (=)" B», oupar « A (b)) Bet A (m)" B»,
oupar « A (-@)? B et A (-f)" B», etc., en fonction
des types des entités temporelles aux deux granulari-
tés (si les types sont inconnus, une relation générale
peut étre utilisée : « A (-bb)9 B et A (=e)" By,
etc.). Suivant Papplication envisagée, il peut étre im-
portant de garder a ’esprit que cette modélisation de
« juste avant » a un sens plus fort que celui du sens
commun. Cependant, elle est pertinente, car en lan-
gage naturel, la précision associée aux relations est in-
connue, comme elle peut varier d’une personne a une
autre. Cela peut étre représenté dans notre formalisme
en utilisant les granularités qualitatives, c’est-a-dire en
ne spécifiant aucune information a propos de la struc-
ture des granularités, excepté leurs précisions relatives
grace aux relations < et C. Les granularités qualita-
tives permettent de modéliser et d’utiliser un concept
de proximité non métrique.

4 Algebre des relations temporelles gra-
nulaires et raisonnement

Dans cette section, nous définissons les opérateurs
de notre algebre et leurs regles, qui nous permettent de
déduire de nouvelles relations. Ensuite, nous montrons
les avantages des relations granulaires entre points et
intervalles pour le raisonnement.

4.1 Conversion entre granularités

Savoir qu’une relation R est vraie a une granularité g
entre A et B peut informer sur la relation entre A et B
& une autre granularité. De maniere plus intuitive, si A
est avant B a une certaine granularité, B ne peut étre
avant A & une autre granularité. Cependant, I'informa-
tion déduite manque souvent de précision. En effet, le
changement de granularité peut induire une perte d’in-
formation. Ainsi, convertir une relation élémentaire a
une granularité différente peut donner une relation gé-
nérale. Dans la suite, nous introduisons une table de
conversion, qui montre comment on peut déduire de
I'information d’une granularité a une autre. Ensuite,
nous présentons des conditions suffisantes pour que
cette table puisse s’appliquer.

Définition 6. Pour chaque relation élémentaire non
inverse r € R, nous définissons la conversion ascen-
dante Tr et la conversion descendante | r de r comme
une relation générale en utilisant la table 2. La conver-
sion d’une relation élémentaire inverse est ensuite dé-

finie par | 7= J,c , 5et T7 = Usewg'

r Tr Ir

b |bab< fsm= b

‘a a > of = -ab

-b b < s = bb

< <= < -b-ab

0 om-ss-ffe = 0

m m-s-f = mob

d -ss-dd-f fe = d

-d s-d-f = -dd

s s-se = sod

s s = mo-ss-dd-bb
f ffe= fdo

f f = mo-dd-f f-ab
e e = coossffdd
= = R (toutes)

TABLE 2 — Conversion des relations entre points et
intervalles.

Finalement, la conversion d’une relation générale est
donnée par TR = J,cptret JR=J,cplr.

Théoréme 7. Soient A et B deux entités temporelles,
g et h deux granularités, et R une relation générale.
— SigC h, alors AR" B = A ([ R)? B.
— Sig=h,alors ARYB = A(TR)" B.

Démonstration. Nous représentons chaque relation
élémentaire entre points et intervalles comme une
conjonction de relations entre les bornes des entités,
en utilisant la table 1. Ensuite, en combinant la pro-
priété « g est plus fine que h » ou « g est plus grossiere
que h » avec la définition des granularités, nous obte-
nons une conjonction de disjonctions de relations de
points entre les bornes des entités, que nous pouvons
reconvertir en une disjonction de relations entre points
et intervalles, grace a la distributivité entre conjonc-
tion et disjonction.

Par exemple, si A s9 B, alors b~ =9 ¢~ <9 at <9
b* et ainsi il existe 7,7,k € I, tels que a=,b” € g;,
at € gj, bt € gi, et i < j < k. Selon la définition 1,
comme i < j < k, nous trouvons a~,b” < at < bt.
Puisque g <X h, il existe ¢/, ',k € I tels que g; C
hir, g5 € hjr, et g € hy. Par conséquent, a=,b~ €
hi et ainsi a= =" b~ ; de plus, par contraposition du
second point de la définition 1, nous déduisons que
i’ < j' < k'. Par conséquent, a~ =" b~ <P o <P bt
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ce qui correspond a quatre des lignes de la table 1.
Finalement, nous concluons que A (s-se =)" B.
Concernant les relations générales, puisque A RY
B <= V\,cpA r? B, en utilisant le méme méca-
nisme que ci-dessus et sachant que la disjonction est
commutative et associative, on peut montrer le résul-
tat. U

Comme exemple d’utilisation de ce théoreéme, consi-
dérons la relation A (-bbm)"* B mentionnée dans la
section 3.2 : si g C h, on peut conclure que A (mob-b)9
B par conversion descendante.

Ce théoreme montre que les conversions granulaires
de relations entre entités temporelles ont des condi-
tions suffisantes qui sont faciles & vérifier 2. De plus,
nous pouvons aussi définir une table de conversion
entre granularités qui ne sont pas alignées. Cependant,
cela n’est pas nécessaire, car une telle conversion re-
viendrait a appliquer une conversion alignée descen-
dante suivi d’une conversion alignée ascendante, ce qui
est presque toujours possible en utilisant le domaine
temporel comme intermédiaire, grace a la propriété
suivante.

Proposition 8. Soit g une granularité sur T
— T C g est toujours vraie.
— Si Uz‘eIg gi=T alors T < g.

Ainsi, dans le cas du calendrier grégorien ou de celui
des granularités qui sont généralement utilisées dans le
cadre du langage naturel, T' < g et T' C g sont vérifiées.
Par conséquent, pour la majorité des applications que
nous envisageons, notre table peut étre utilisée méme
si les conditions ne sont pas satisfaites, ce qui rend pos-
sible, par exemple, une conversion entre les semaines
et les mois ou les semaines et les années.

4.2 Leraisonnement dans le cadre de notre algebre
temporelle

Les algébres temporelles permettent de faire des dé-
ductions & propos des relations entre entités tempo-
relles grace a leurs opérateurs. Les algebres temporelles
classiques ont trois opérateurs : la composition o, I'in-
tersection N, et l'inversion -. Dans le cadre de notre
formalisme, ces opérateurs ne sont utilisés qu’entre re-
lations définies a la méme granularité (voir leur défi-
nition par Meiri [1996]). De plus, la composition clas-
sique permet de déduire le type des entités temporelles

2. Ces conditions suffisantes s’appliquent aussi a la table de
conversion des relations entre points d’Euzenat, et également a
sa table de conversion des relations entre intervalles — mais uni-
quement si les intervalles ne deviennent pas des points lorsque
la granularité de destination est plus grossiere ; cependant, cette
derniére condition nécessite de connaitre les durées des granules
et des intervalles.

- 40 -

(point ou intervalle) s’il y a une ambiguité. Pour dé-
finir notre algebre, nous ajoutons & ces trois opéra-
teurs nos opérateurs de conversion granulaire T et |
(voir table 2), qui permettent de convertir des rela-
tions d’une granularité a une autre. Les regles pour
déduire de nouvelles relations a partir des opérateurs
sont résumées dans la table 3.

4.3 Raisonner avec des relations imprécises

Comme expliqué dans la section 3.3, grace aux rela-
tions définies sur plusieurs granularités, on peut repré-
senter, par exemple, la relation « A est juste avant B
et B finit peu apres » par A b™" Bet A (=)""" B, et
la relation « A est réellement avant C' » par A (-bb)"owr
C. 1l est intéressant de noter qu’en utilisant nos opéra-
teurs, on déduit que B b™" C, alors que cette conclu-
sion n’aurait pas pu étre obtenue si nous n’avions que
AbBet AbC (comme cela serait le cas sans granu-
larités).

Par ailleurs, contrairement a ce que 'on pourrait
penser, il n’est pas suffisant de convertir toutes les re-
lations & la granularité désirée (par exemple la plus
fine) et ensuite de ne composer les relations qu’a cette
granularité. Par exemple, soit g une granularité telle
que T' < get A, B,C des entités temporelles telles que
AT B, B>)T C,A(<>)T C,et A (=) B,
B (<>)9C, A(<>)9 C. Par conversion descendante
et composition, on ne déduit rien. Cependant, avec
une conversion ascendante, on trouve B (>)9 C'; par
composition, on a A (>)9 C; et par conversion des-
cendante, on déduit A (>)T C.

De plus, combiner les relations entre intervalles avec
les relations entre points ou les relations entre un point
et un intervalle a une granularité plus grossiere per-
met de déduire des relations plus précises. En effet,
grace a cette combinaison, on peut alors prendre en
compte le fait que certaines bornes d’entités tempo-
relles deviennent indiscernables (i.e. égales & la granu-
larité grossiere) alors que d’autres non, et en déduire
l’ordre de ces bornes. Par exemple, si a et b sont in-
discernables et que ¢ n’est pas indiscernable de a ou b,
alors ¢ n’est pas entre a et b & une granularité plus fine.
Par conséquent, raisonner avec toutes les granularités
en méme temps fournit plus d’informations et permet
de détecter plus d’incohérences.

5 Cohérence

Dans cette section, nous nous intéressons a la vérifi-
cation de la cohérence de réseaur de contraintes d’enti-
tés temporelles liées par des relations temporelles gra-
nulaires dans le contexte des granularités qualitatives.
Plus précisément, un réseau de contraintes est cohérent
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’ Opérateur \

Regle ‘

JCEeE:ARCACS' B & A(RoS) B

Gg=hANAR'B = AR B

gChANAR'"B = A(LR)YB

D|«|—| o

ARIBANAS'B < A(RNS)B

ARIB & BRIA

TABLE 3 — Regles pour déduire de nouvelles relations; A, B sont des entités temporelles, g, h sont des granula-

rités, et R, S C R sont des relations générales.

si on peut trouver une instanciation de ses variables
qui satisfait toutes les contraintes. Dans le contexte
des algebres temporelles, ce probleme apparait, par
exemple, dans la planification avec des contraintes
temporelles [Allen, 1991] ou dans la reconnaissance de
plans [Song, 1994].

Nous commengons par définir ce qu’est un réseau de
contraintes dans notre contexte, et nous donnons un
algorithme polynomial qui calcule la cloture algébrique
d’un tel réseau, pouvant étre utilisée pour vérifier sa
cohérence. Dans ce qui suit, nous supposons que T' =<
g pour toute granularité g; c’est-a-dire que nous ne
nous intéressons pas aux granularités avec des trous
(voir la proposition 8), ainsi toutes les granularités g, h
vérifient g < h <= g C h.

5.1 Réseau de contraintes, cloture algébrique

Un réseau de contraintes dans le cadre de notre
approche consiste en un ensemble de variables, re-
présentant des entités temporelles &€ = {E1,..., FEy,}
et des granularités G = {g1,...,gm}, et en un en-
semble de contraintes entre ces variables, de la forme
« E; R9% E;» (avec R C R), et « g; < g; ». Si la re-
lation entre deux granularités est inconnue, elle peut
étre omise ; mais chaque granularité est nécessairement
plus grossiere (et donc moins fine) que le domaine tem-
porel. Ainsi les granularités forment un treillis. Un ré-
seau de contraintes est un scénario s’il y a une relation
élémentaire comme contrainte entre chaque couple de
variables, a chaque granularité. Une solution d’un ré-
seau de contraintes est une instanciation de toutes les
variables qui satisfait toutes les contraintes, c’est-a-
dire une affectation de granularités aux g; telle que
toutes les relations < soient satisfaites, et une affec-
tation d’entités aux FE; telle que toutes les relations
granulaires entre elles soient satisfaites. Un réseau de
contraintes est dit cohérent s’il possede au moins une
solution.

Notons que ces réseaux de contraintes utilisent des
granularités qualitatives : aucune information quanti-
tative n’est utilisée — il n’est donc pas possible de
vérifier la cohérence de réseaux de contraintes pour un

ensemble spécifique de granularités, tel que le calen-
drier grégorien, bien qu’une incohérence dans le cadre
des granularités qualitatives implique une incohérence
dans un cadre ou les granularités seraient instanciées.
Les granularités qualitatives sont, en particulier, des-
tinées a étre utilisées lorsque les granularités mises en
jeu ne sont pas complétement connues (par exemple,
dans le cadre du langage naturel) ou que cette connais-
sance est imprécise, et lorsqu’il est nécessaire de re-
laxer ou d’approximer le cadre quantitatif.

Sans granularités, la cloture algébrique d’un réseau
de contraintes est un réseau de contraintes qui a exac-
tement le méme ensemble de solutions et qui satisfait
la propriété suivante : VA, B,C € £, Rac C Rap o
Rpc, ou Rxy est ’ensemble des relations élémentaires
entre les entités X et Y. Nous généralisons cette notion
en disant qu'un réseau de contraintes granulaires est
algébriquement clos s’il satisfait VA, B,C € &,Vg €
G,R%~ C RY%p o R%., et si pour tout A,B € & et
pour tout g,h € G tel que g <X h, R};‘B C TR%p et
R% 5 C | RY5. Autrement dit, appliquer n’'importe
quel opérateur ne fournit aucune information supplé-
mentaire.

5.2 Cohérence et cléture algébrique

Vérifier la cohérence d’un réseau de contraintes est
un probleme NP-complet pour ’algebre des intervalles
et 'algebre des points et des intervalles [Krokhin et
Jonsson, 2002]. Dans ce contexte, une approche clas-
sique pour vérifier la cohérence est d’explorer tous
les scénarios d’'un réseau de contraintes, en élaguant
de nombreux cas incohérents grace a la cloture algé-
brique, puisqu’un scénario est cohérent si et seulement
si sa cloture algébrique ne contient pas d’ensemble vide
comme relation entre deux entités. Cette équivalence
est aussi vraie pour certains réseaux de contraintes qui
ne sont pas des scénarios, par exemple, ceux associés
a ’algebre des points ou a la sous-classe ORD-Horn
de lalgebre des intervalles [Nebel et Biirckert, 1995].
En général, la cloture algébrique permet de détecter
certaines incohérences, mais pas toutes.

De plus, pour certaines algebres, calculer la cloture
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algébrique ne suffit pas toujours a vérifier la cohérence
d’un scénario [Renz et Ligozat, 2005].

Ce n’est heureusement pas le cas avec notre algebre :
bien que le probléeme de vérification de la cohérence
soit NP-complet — puisqu’avec une seule granularité,
notre algebre correspond a celle des points et inter-
valles — on peut malgré tout s’appuyer sur la propo-
sition suivante.

Proposition 9. Un scénario est cohérent si et seule-
ment si sa cloture algébrique ne contient pas ’ensemble
vide comme relation entre deuzx entités a une des gra-
nularités.

Démonstration. L’idée principale est que les bornes
des entités sont totalement ordonnées a chaque gra-
nularité, puisqu’il n’y a aucun ensemble vide dans la
cloture algébrique. Nous commengons par exprimer les
contraintes du scénario en utilisant les relations granu-
laires des points. Ensuite, nous utilisons 1’algorithme
suivant pour instancier les variables : premiérement,
on instancie chacune des bornes des entités tempo-
relles de sorte que les contraintes du domaine temporel
soient vérifiées. Deuxiemement, pour chaque granula-
rité, on construit ses granules comme des intervalles
[a,b] tels que toutes les bornes des entités qui sont
égales a cette granularité, et uniquement elles, appar-
tiennent au méme granule, ou a est la plus petite de ces
bornes et b est la plus petite des bornes qui sont apres
a cette granularité. Puisque la table de conversion est
respectée et puisque 'algorithme a construit un ali-
gnement correct, on peut prouver que les granularités
ainsi générées respectent bien la relation <. O

Gréce a cette propriété, la cloture algébrique peut,
en particulier, étre utilisée dans une recherche vérifiant
la cohérence d’un réseau de contraintes (exhibant un
scénario cohérent) [Renz et Ligozat, 2005]. Nous pou-
vons, par exemple, utiliser la procédure de Ladkin et
Reinefeld [1992], en remplagant leur algorithme de co-
hérence de chemin par ’algorithme de cloture algé-
brique présenté la section suivante.

5.3 Algorithme de cléture algébrique

L’algorithme 1 calcule la cloture algébrique d’un ré-
seau de contraintes granulaires, et peut détecter des
incohérences. Il prend en entrée une liste L de tuples
(R, A, B, g) (les contraintes), ou A et B sont des enti-
tés, g est une granularité, et R est I’ensemble des rela-
tions élémentaires autorisées entre A et B a la granu-
larité g. La connaissance courante sur la relation entre
A et B a la granularité g est enregistrée dans la va-
riable RY ;; initialement, chacune de ces variables est
initialisée & R (I'ensemble de toutes les relations élé-
mentaires), et a la fin, R% 5 contient la relation entre
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A et B a la granularité g de la cloture algébrique du
réseau de contraintes initial.

L’algorithme affine la variable R 5 courante avec les
contraintes dans L, et propage ces nouvelles connais-
sances en appelant les procédures convertir et com-
poser. La premiere procédure convertit la relation
courante vers chacune des granularités alignées avec
la granularité de cette relation, tandis que la seconde
compose la relation courante avec chacune des autres
relations de la méme granularité. Les contraintes dé-
duites sont ensuite ajoutées a L. Notons que cet algo-
rithme peut aussi étre utilisé avec I'algebre des rela-
tions granulaires entre points.

Algorithme 1 : Calcul de la cloture algébrique
d’un réseau de contraintes temporelles granulaires.

tant que L n’est pas vide faire
(R, A, B, g) + pop(L)
r+ RN Ry
sir # RY, alors
si r = () alors

L Il y a une incohérence
RYp <
ajouter (R% 5, B,A,g) 4L
composer (A, B, g, L)
convertir(A4, B, g, L)

Procédure convertir (A, B, g, L)
pour chaque h € G tel que g < h faire
L ajouter (1 R% 5, A,B,h) & L

pour chaque h € G tel que h < g faire
| ajouter (| R% 5, A,B,h)a L

Procédure composer(A, B, g, L)
pour chaque C € £\ {4, B} faire
L ajouter (R% o R, A,C,g) &L

Montrons maintenant que l'algorithme 1 est poly-
nomial. S’il y a n entités temporelles, le nombre to-
tal de relations & chaque granularité est n(n — 1).
L’idée est quune relation RY 5 ne peut étre modifiée
plus de 26 fois, puisque sa taille ne fait que décroitre.
Ainsi, les procédures composer et convertir ne se-
ront appelées, dans le pire des cas, que 26 - mn(n — 1)
fois. La premiere procédure effectue n — 2 composi-
tions, et la deuxieme, au plus m — 1 conversions. Par
conséquent, le nombre total d’opérations est borné par
26-mn(n—1)(n—2+m—1). Ainsi, Palgorithme 1 est
en O(mn?(m+n)). Si m est fixé, alors I’algorithme est
en O(n?), ce qui correspond & la complexité de I’algo-
rithme de cloture algébrique pour les algebres tempo-
relles sans granularités.
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5.4 Un exemple de raisonnement

Dans cette section, nous montrons comment déduire
la relation entre A et C a partir de « A est chevauchée
par B, mais elles sont indiscernables sous un point
de vue plus grossier », et « B démarre C, et elles
ne sont pas égales sous ce méme point de vue ». Les
contraintes correspondantes sont ¢ < h, A (0)? B,
A (=" B, B (s)? C, et B (R\{e,=})" C. Par
conversion ascendante de B (s)? C et intersection, on
trouve B (-ss)" C. Par composition de A (=)" B et
B (-ss)" C, on déduit A (-s)" C. Enfin, par conversion
descendante, on conclut que A (mo-ss-dd-bb)? C.
Ensuite, par composition entre A (6)Y B et B (s)? C,
on déduit que A (od f)? C. Finalement, par intersec-
tion, on trouve A (d)? C. Supposons maintenant qu’on
sache également que A (f)? C; on déduirait A (0)? C,
et par conséquent on aurait prouvé que le réseau est
incohérent.

6 Travaux connexes et discussion

Contrairement a la table de conversion des relations
temporelles granulaires entre intervalles présentée par
Euzenat [1995], nous n’avons pas besoin d’informa-
tions quantitatives, c’est-a-dire des durées des entités
temporelles, pour savoir si on peut appliquer les opé-
rateurs de conversion vers une granularité plus fine ou
plus grossiere : on peut toujours les utiliser. Puisque
par changement de granularité, un intervalle peut de-
venir un point et inversement, dans I’extension granu-
laire de I’algebre des intervalles, il n’est pas possible de
raisonner avec des granularités tres grossieres. Notre
approche a une plus grande expressivité, permettant
d’avoir un domaine temporel dense et des granularités
non nécessairement alignées. La table de conversion de
notre formalisme permet une fusion de relations tem-
porelles & des précisions différentes qui est plus flexible
que la table de conversion originale d’Euzenat. Par
exemple, la relation « d’égalité » combinée a la relation
« avant » a une granularité plus fine est incohérente
avec la table de conversion d’Euzenat, mais elle ne
I’est pas avec notre table de conversion puisque 1’éga-
lité peut étre une égalité entre points. La combinaison
de relations entre points et intervalles et relations entre
intervalles a différentes granularités réduit ’ambiguité
lors du raisonnement (voir section 4.3). Nous avons la
possibilité de ne pas spécifier le type des entités tem-
porelles (point ou intervalle) et de déduire ensuite ce
type. De plus, nos opérateurs de conversion vérifient
la liste des propriétés désirables que n’importe quel
systeme d’opérateurs de conversion granulaire devrait
vérifier selon Euzenat [1995].

Il existe d’autres approches sur le temps granulaire

avec des contraintes symboliques. Celle de Badaloni
et Berati [1994] combine des contraintes numériques
et symboliques, mais seules les contraintes numériques
sont converties lors du changement de granularité. Les
intervalles sont retirés du réseau de contraintes s’ils
deviennent des points a une granularité plus grossiere.
De plus, le réseau peut devenir incohérent si les gra-
nularités associées sont tres grossieres.

Becher et al. [2000] offrent un formalisme dans lequel
les granularités sont définies implicitement. En effet,
les relations du formalisme décrivent, en particulier,
que la granularité de la premiere entité est plus fine
que (resp. plus grossiere que, égale &) la granularité
de la deuxieme entité, sans préciser quelles sont ces
granularités.

Bittner [2002] présente une approche basée sur
le concept d’approximation. II fournit une table de
conversion, mais elle est moins précise et moins géné-
rale que celle introduite dans cet article. Plus précisé-
ment, a la granularité la plus grossiere, le type des en-
tités n’est pas défini, et a la granularité la plus fine, les
entités ne sont que des intervalles. Une autre table de
conversion est donnée pour les périodes non convexes.
Cependant, ces résultats sont limités a deux granula-
rités.

Pour terminer, Bettini et al. [2000] offrent une ap-
proche granulaire avec des contraintes numériques; et
des formalismes concernant le temps ancré avec des
granularités, ou les entités temporelles sont précisé-
ment localisées, ont également été proposés et étudiés
[Franceschet et Montanari, 2001; Bettini et al., 2000;
Montanari, 1996].

7 Conclusion et perspectives

L’ajout des granularités aux algebres temporelles
permet de combiner des informations avec des pré-
cisions différentes, de modéliser des relations impré-
cises et de raisonner sur celles-ci. Grace a notre gé-
néralisation de la table de conversion granulaire des
relations d’intervalles d’Euzenat [1995], dans laquelle
les relations entre points et intervalles sont permises,
les conversions granulaires & une granularité plus fine
ou plus grossiere peuvent toujours étre appliquées. En
outre, notre algebre est plus expressive que celle des
relations granulaires d’intervalles, puisque de nouvelles
relations intuitives sont modélisables, et les déduc-
tions sont plus flexibles et plus précises : les infor-
mations qualitatives des différentes granularités sont
pleinement utilisées. Avec notre formalisme, nous pou-
vons vérifier la cohérence d’un ensemble de relations
entre des points et des intervalles définies sur plu-
sieurs échelles temporelles et utilisant un concept de
proximité qualitative comme dans le langage naturel.
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Par ailleurs, notre travail complete théoriquement ce-
lui d’Euzenat en exposant des conditions suffisantes
pour utiliser les tables de conversion granulaire, en
s’appuyant sur la définition des granularités tempo-
relles de Bettini et al. [2000].

Ce travail ouvre plusieurs voies de recherche. Ac-
tuellement, nous cherchons une sous-classe de notre
algebre pour laquelle la vérification de la cohérence
des réseaux de contraintes associés est polynomiale.
Nous projetons, dans un futur proche, d’analyser si
la cloture algébrique implique la cohérence de chemin
quand le domaine temporel est dense. Nous avons éga-
lement l'intention de généraliser ces idées au raison-
nement spatial. De plus, dans un cadre plus général,
nous prévoyons d’étudier les conditions sous lesquelles
I’ajout des granularités qualitatives a une algebre des
relations préserve la complexité polynomiale de la vé-
rification de la cohérence.
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Résumé

La dynamique des systémes d'argumentation consti-
tue un sujet de recherche tres développé actuellement.
En particulier, le fait de modifier un systeme d'argu-
mentation de facon a ce qu'un ensemble d'arguments
E donné devienne une extension (ou soit inclus dans
une extension), appelé probleme du forgage (enforce-
ment) de E, a regu une certaine attention ces dernieres
années. Dans cet article, nous définissons une nouvelle
famille d'opérateurs de forcage pour lesquels le forcage
peut étre réalisé en ajoutant de nouveaux arguments et
de nouvelles attaques au systeme initial (comme c’est le
cas dans les approches existantes), mais aussi en remet-
tant en question les attaques (et non-attaques) de ce
systeme. Cette famille d'opérateurs de forcage inclut les
opérateurs existants, mais aussi de nouveaux opérateurs,
pour lesquels le succes de I'opération de forgage est ga-
ranti. Nous montrons également comment le probleme
du forcage peut étre modélisé et résolu via une traduc-
tion en probléeme d'optimisation booléenne. Une étude
expérimentale conclut I'article et montre que notre ap-
proche se revéle efficace en pratique.

1 Introduction

Le travail de Dung sur ’argumentation abstraite [10]
est a l’origine d’un cadre simple et puissant pour repré-
senter et raisonner sur des arguments. Dans ce cadre,
les arguments sont associés aux nceuds d’un graphe di-
rigé, appelé systéme d’argumentation (AF), et les arcs
entre les noeuds encodent les attaques entre arguments.
Plusieurs sémantiques d’acceptabilité ont été définies
dans le but de déterminer des ensembles d’arguments
qui peuvent étre acceptés conjointement.

Les systemes d’argumentation sont utiles pour
modéliser et résoudre de nombreux problemes, par
exemple pour représenter et raisonner au sujet de dé-

bats dans un systeme multiagent. Quel que soit le pro-
bleme considéré, la dynamique des systemes d’argu-
mentation, c’est-a-dire ’évolution d’'un AF pour in-
tégrer une nouvelle information, est une question im-
portante. De ce fait, ce sujet a été largement étudié au
cours des derniéres années [7, 4, 6, 5, 8, 9].

Dans cet article, nous nous intéressons en particu-
lier au probleme du forgage : la question centrale est de
déterminer s’il est possible de changer un AF pour as-
surer qu'un ensemble d’arguments particulier soit une
extension, ou soit au moins inclus dans une extension.
Ce probléme a été étudié dans [2, 1]. Dans ces tra-
vaux, diverses contraintes concernent les changements
qui sont autorisés : forcer un ensemble d’arguments
peut étre effectué via l'ajout de nouveaux arguments
et de nouvelles attaques entre ces nouveaux arguments
et les arguments du systeme. Cependant, aucun chan-
gement parmi les attaques du systeme de départ n’est
permis.

De tels opérateurs de forgcage peuvent étre utiles
pour modéliser un débat argumentatif entre plusieurs
agents, car l'arrivée de nouveaux arguments dans le
débat peut remettre en question les extensions exis-
tantes, et un agent peut alors souhaiter déterminer
quels arguments et attaques doivent étre ajoutés pour
forcer l’ensemble d’arguments qu’il préfere. Cepen-
dant, dans de nombreux autres scénarios, il est im-
possible aux agents d’utiliser de nouveaux arguments
pour justifier le changement, et il est alors utile de re-
mettre en question les attaques entre les arguments
existants [8, 9].

Dans cet article, nous définissons une nouvelle fa-
mille d’opérateurs de forgage, pour lesquels le for-
cage peut étre réalisé en ajoutant de nouveaux ar-
guments (et attaques) au systeme F' donné (comme
dans les approches précédentes), mais aussi en remet-
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tant en question certaines attaques et (non-attaques)
de F. Cette famille inclut les opérateurs de forcage
précédents comme cas particuliers, mais aussi de nou-
veaux opérateurs pour lesquels le succes de l'opéra-
tion de forcage est garanti. Nous montrons comment
le probleme de forcage pour les opérateurs de cette fa-
mille peut étre modélisé comme un probleme d’optimi-
sation pseudo-booléenne. D’intenses expérimentations
montrent que la méthode est applicable en pratique,
et passe a I’échelle.

L’article est organisé de la facon suivante. Les no-
tions de base d’argumentation abstraite sont rappelées
en section 2. La section 3 présente les définitions des
principales familles de forgage définies dans les travaux
précédents par Baumann et Brewka, met en évidence
certaines de leurs limites du point de vue de I'impos-
sibilité, et ensuite définit une nouvelle famille d’opé-
rateurs de forcage pour lesquels le succes est garanti.
En section 4, nous expliquons comment réaliser le for-
cage en résolvant des problémes d’optimisation. Avant
la conclusion, la section 5 présente la méthode utilisée
pour implémenter les opérateurs de forcage, et donne
des résultats expérimentaux.

2 Préliminaires formels
Les définitions suivantes viennent de [10].

Définition 1. Un systeme d’argumentation abstrait
(AF) F est un graphe dirigé (A,R) ot A est un
ensemble d’entités atomiques appelées arguments et
R C A x A est la relation d’attaque.

La signification intuitive de la relation d’attaque est
que (a;,a;) € R si, lorsque a; est accepté par I'agent,
alors a; doit étre rejeté. On dit qu'un ensemble d’ar-
guments £ C A attaque un argument a; si et seule-
ment si Ja; € E tel que (a;,a;) € R. Un argument
a; (respectivement un ensemble d’arguments F) dé-
fend Pargument a; contre ay tel que (ax,a;) € R sia;
(respectivement E) attaque ag.

Dung a défini plusieurs sémantiques d’acceptabilité,
qui visent a définir des extensions : une extension est
un ensemble d’arguments qui peuvent étre acceptés
conjointement par l'agent. Quelle que soit la séman-
tique o, Ext,(F) est I’ensemble des o-extensions du
systeme F'. Les différentes sémantiques refletent cer-
taines propriétés qui doivent étre satisfaites par les
extensions. Par exemple, £ C A est un ensemble sans
conflit de F' = (A, R) si et seulement s’il n’y a pas
d’arguments a;,a; € E tels que (a;,a;) € R. Ensuite,
E C A est une extension complete de F' = (A, R) si
et seulement si E est sans conflit et E contient chaque
argument ar € A qui est défendu par F. L’extension
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de base est ’élément minimal (selon C) parmi les ex-
tensions completes. E C A est une extension stable de
F = (A, R) si et seulement si E est sans conflit et E
attaque tout argument ap € A\E.

3 Forgcage d’extension

Forcer un ensemble d’arguments F est défini dans
[2] comme un changement d’'un AF F vers un autre F”
de facon a ce que E soit une extension de F’ ou soit
au moins inclus dans une extension de F’. Plusieurs
méthodes de forcages sont présentées, basées sur la
notion d’expansion d'un AF. Une expansion est I’ajout
de nouveaux arguments et nouvelles attaques a un AF,
respectant diverses contraintes. Le forcage de E dans
F est alors défini comme une expansion de F telle que
FE en est une extension. Trois sortes d’expansions sont
considérées :

— L’expansion normale : de nouveaux arguments

sont ajoutés, ainsi que de nouvelles attaques
telles qu’au moins un des arguments considérés
par chaque nouvelle attaque est un des nouveaux
arguments (il n’y a pas de changement dans les
attaques entre les arguments déja présents).
L’expansion faible est une expansion normale
telle qu'aucune attaque n’est dirigée d’un nou-
vel argument vers un ancien argument. Les nou-
veaux arguments sont alors appelés arguments
faibles.
L’expansion forte est une expansion normale
telle qu’aucune attaque n’est dirigée d’un ancien
argument vers un nouveau. Les nouveaux argu-
ments sont alors appelés arguments forts.

En plus de la nature de l’expansion, deux para-
metres additionnels interviennent dans la définition
d’un opérateur de forcage. Tout d’abord, le forcage
peut étre strict lorsque ’on attend que ’ensemble d’ar-
guments F soit exactement une extension du systeme
résultant du forgage, ou non strict lorsqu’il suffit que
I’ensemble E soit inclus dans une extension du sys-
teme. De plus, le forcage peut étre conservatif si la sé-
mantique reste la méme ou libéral dans le cas contraire.
Dans la suite, nous définissons des opérateurs de for-
cage qui peuvent étre utilisés aussi bien pour le forcage
conservatif que libéral, puisque la sémantique associée
au systeme d’entrée n’est pas spécifiée dans la défi-
nition des opérateurs. Cependant pour des raisons de
simplicité, nous nous concentrons sur des cas de for-
cage conservatif.

Définition 2. Soit F = (A, R) un AF, o une séman-
tique d’acceptabilité, E C A un ensemble d’arguments,
et A" un ensemble d’arguments tel que AN A’ =0. L
opérateur de forgage normal (respectivement normal
strict) +3 (resp. +72,) est défini comme une fonction
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qui associe 4 F et E un AF F' = (AUA’, RUR 4/, avec
R4 un ensemble d’attaques (a;,aj) telles que a; € A’
ou a; € A, et tel que E est inclus dans (resp. est
exactement) une extension de F'. De plus,

— si RaN (A" x A) =0, alors +2W (resp. +1:
est I’ opérateur de forgage faible (resp. strict
faible) ;

— si Ra N (Ax A') =0, alors +55 (resp. +57.5
est I’ opérateur de forgage fort (resp. strict fort).

Nous illustrons ci-dessous ’approche de forgage fort.

Exemple 1. Soit F' le systéme donné a la figure 1(a).
Son ensemble d’extensions stables est Extg(F) =
{{a1,a4}}. L’extension que l'on souhaite forcer est
E = {as,a3}. Un forcage normal possible est pré-
senté a la figure 1(b) : les extensions stables de Fy
sont Extg(Fy) = {{az,as,b},{a1,a4}}, et donc len-
semble E est forgé. Fy, présenté a la figure 1(c), est
un résultat possible de forcage fort, étant donné que
Extg(Fo) = {{a2,as,b}}. Le forcage faible n’est en

-0

(a) Systéme de (b) Systéme forcé Fi

(c) Systeme forcé Fo
FIGURE 1 — Processus de forgage normal et fort

revanche pas possible dans ce cas, puisqu’il faut reje-
ter ay pour obtenir as et ag dans une extension, ce qui
n’est pas réalisable en ajoutant des arguments faibles.

Comme illustré par I'exemple précédent dans le cas
du forcage faible, il est important de noter que quel que
soit I'opérateur de forgage considéré, 'opération peut
échouer. Par exemple, considérons ’exemple simple du
forgage de E = {a1, a2} dans le systéeme F = (A, R)
tel que (ai,as) € R. Il est évident que le forgage de
E n’est possible avec aucun des opérateurs de forcage
décrits précédemment. Le théoreme 2 et le théoreme
3 de [2] présentent divers résultats d’impossibilité au
sujet des opérateurs de forgage strict. Il est toutefois
intéressant de noter le résultat qui indique que pour
tout systeme F, il est possible de forcer tout ensemble
d’arguments E qui est sans conflit dans F'; via un opé-
rateur de forcage fort non strict, et qui garantit aussi

que l'ajout d’un unique argument est suffisant [2]. Cela
signifie que le forgage fort non strict peut étre réalisé
en ajoutant seulement un seul argument, ce qui est
particulierement utile pour implémenter les encodages
correspondants (voir section 4).

Notons que la présence de conflits dans ’ensemble
E est une condition suffisante, mais pas nécessaire,
pour provoquer 1’échec du forcage. Dans le but de
rendre ceci plus formel, introduisons la notion d’en-
semble d’arguments non trivial pour une sémantique
donnée :

Définition 3. Soit F = (A,R) un systéme d’ar-
gumentation, et o une sémantique. E C A est un
ensemble d’arguments non trivial pour o dans F si

et seulement si E est sans conflit dans F et E ¢
Ext,(F).

Nous supposons que l’ensemble E & forcer est non
trivial pour o, afin d’éviter les cas évidents pour les-
quels le forcage est d’emblée satisfait car E est une o-
extension de F, ou impossible en raison des conflicts.
Cependant, cette hypothese n’est pas suffisante pour
éviter I’échec du forgage pour toute sémantique :

Proposition 1. Pour tout F = (A)R) et E C A un
ensemble d’arguments non trivial pour la sémantique
stable dans F', il n’y a aucun forcage strict de E dans
F pour la sémantique stable.

Proposition 2. Pour tout F = (A,R), et E C A un
ensemble d’arguments non trivial pour la sémantique
complete dans F,

1. si E ne se défend pas contre tout attaquant, alors
il n’y a aucun forcage strict de E dans F pour la
sémantique stable;

2. sinon, si E défend un argument a; € A\E, alors
(a) il n’y a pas de forcage strict faible de E dans

F pour la sémantique compléte.

(b) siles cycles de longueur impaire ne sont pas
autorisés, alors il n’y a aucun forcage strict
fort de E dans F pour la sémantique com-
pléte.

Proposition 3. Pour tout ' = (A,R) et E C A un
ensemble d’arguments non trivial pour la sémantique
de base dans F, si Extg,.(F) = {0}, alors il n’y a pas
de forcage strict de E dans F pour la sémantique de
base.

Forcage a arguments fixés. Dans les approches pré-
cédentes pour le forcage d’un ensemble d’arguments, il
est supposé que de nouveaux arguments peuvent étre
ajoutés, et que les interactions entre les arguments pré-
existants ne changent pas. Cette méthode est parti-
culierement sensée lorsque le forcage est supposé étre
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le résultat d’'un dialogue : étant donné un systeme
d’argumentation qui représente ’état du dialogue, un
agent ajoute de nouveaux arguments lorsqu’il veut
convaincre un autre agent d’accepter un ensemble d’ar-
guments particulier. Le fait d’interdire tout change-
ment entre les attaques du systeme de départ est la
raison des résultats d’impossibilité donnés ci-dessus. Il
est intéressant de noter que le cas « contraire », ¢’est-a-
dire si I'on considere des situations pour lesquelles on
ne peut changer ’ensemble d’arguments, mais il est
possible de faire évoluer la relation d’attaque, a aussi
du sens. Par exemple, quand 'agent constate qu’un
ensemble d’arguments est une extension dans le résul-
tat du processus argumentation, mais ne correspond
pas au résultat du systéeme personnel de I’agent. Dans
de tels cas, sans connaissance de nouveaux arguments,
I’agent doit changer ses croyances au sujet de la rela-
tion d’attaque pour étre cohérent avec ’ensemble d’ar-
guments observé.

Définition 4. Soit F = (A, R) un AF, o une séman-
tique d’acceptabilité, et E C A un ensemble d’argu-
ments. L’ opérateur de forgage & arguments fixés (resp.
strict & arguments fixés) +4 (resp. —i—j;‘,s) est défini
comme une fonction qui associe o F' et E a un AF
F'= (A R, avec R' C Ax A, et tel que E est inclus
dans (resp. est exactement) une extension de F'.

L’opérateur de forcage a arguments fixés garantit le
succes de 'opération, méme dans le cas strict :

Proposition 4. Soit F' = (A, R) un AF, o une sé-
mantique d’acceptabilité et E C A un ensemble d’ar-
guments. Il existe un forcage strict F' de E dans F.

Bien siir, les deux idées (ajouter des arguments et
changer les attaques) peuvent étre combinées :

Définition 5. Soit F = (A, R) un AF, o une séman-
tique d’acceptabilité, et E C A un ensemble d’argu-
ments. L’ opérateur de forcage général (resp. strict gé-
néral) +, (resp. +o.5) est défini comme une fonction
qui associe o F et E un AF F' = (AU A" R, avec
R C Ax A, et tel que E est inclus dans (resp. est
exactement) une extension de F'.

Exemple 2. Considérons a nouwveau ’AF F décrit
a la figure 1(a). Nous avons donné un exemple de
forcage non strict fort, mais comme montré par la
proposition 1, il est impossible de réaliser un for-
cage strict sous la sémantique stable en utilisant les
approches de Baumann (normal, fort et faible). Uti-
lisons a présent le forcage a arguments fixés pour
obtenir un forcage strict de l’ensemble d’arguments
E = {{az,a3}}. Un résultat possible est le systéme
F5 décrit o la figure 2(a), dont les extensions stables
sont Extg(Fs) = {{a1,a4},{az,as}}, et donc E est
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(a) F3 (b) Fy
FIGURE 2 — Deux résultats possibles du forgage a ar-
guments fixés

forcé en tant qu’extension stable du résultat. Un autre
résultat possible est Fy donné a la figure 2(b), dont
les extensions stables sont les mémes : Extg(Fy) =

a1, a4}, {az, a3t}

Dans 'exemple précédent, les deux options présen-
tées pour le forcage, I3 et Fy, ne sont pas équivalentes
du point de vue du nombre d’attaques qu’il a été néces-
saire d’ajouter pour parvenir au résultat. En effet, par
rapport au systeme de départ F', F3 ajoute une unique
attaque (as,a1), tandis que Fy ajoute deux attaques
(as,a1) et (a4q,a3). Cela nous conduit & nous poser la
question du changement minimal dans le processus de
forcage.

Changement minimal. Comme expliqué a la propo-
sition 4, la possibilité de forcer un ensemble d’argu-
ments est assurée lorsque des changements de la rela-
tion d’attaque sont autorisés. D’un point de vue pra-
tique, cela offre une garantie de succes, ce qui est une
propriété importante pour un tel opérateur. Une autre
propriété attendue est le changement minimal, em-
prunté a la théorie des changements de croyances. Les
processus de forcage peuvent conduire & plusieurs ré-
sultats, et donc les opérateurs de forcage définis pré-
cédemment doivent sélectionner un des systemes pos-
sibles comme résultat. [1] a déja étudié une telle notion
de proximité pour les approches de forcage basées sur
I’expansion normale. Il définit le changement minimal
comme la minimisation du nombre d’attaques qui sont
ajoutées au systéme durant le processus de forcage.
Nous généralisons cette notion de changement mini-
mal, en utilisant la distance Hamming pour mesurer &
quel point deux systemes sont différents.

Définition 6. La distance de Hamming dj, entre deux
systémes d’argumentation F = (A, R) et F' = (A, R')
est définie par :

dn(F, F') = |(R\R") U (R'\R)|
Pour tout opérateur de forcage +, l'opérateur mini-
misant associé + est tel que le systeme résultant F’

min
minimise la distance de Hamming avec le systéme de
départ F parmi l'ensemble des systémes qui sont un
résultat possible de +.
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4 Le forcage via la satisfaisabilité et I'op-
timisation

Une premiere observation au sujet du calcul du for-
cage d’un ensemble d’arguments est que lorsque 1'on
limite le nombre de changements autorisés dans la re-
lation d’attaque, le forgage est difficile d’un point de
vue calculatoire dans le cas général :

Proposition 5. Soit F = (A,R) un AF, E C A, et
k un entier. Déterminer s’il est possible de forcer E
dans F' pour la sémantique stable avec au plus k chan-
gements (ajouts ou retraits) d’attaques est NP-difficile.

La proposition 5 assure que (sauf si P = NP) il n’y
a pas d’algorithme en temps polynomial qui réalise le
forcage avec changement minimal dans le cas général.
Pour cette raison, il est tout a fait sensé de traiter les
probleme de forgage (resp. de forcage avec changement
minimal) en utilisant des algorithmes développés pour
résoudre (resp. optimiser) des problemes NP-difficiles.
C’est pourquoi nous procédons de la fagon suivante :
nous réduisons ’enforcement & un probleme de satis-
faisabilité propositionnelle, et le forcage avec change-
ment minimal & un probleme d’optimisation pseudo-
booléenne.

Le forcage via la satisfaisabilité booléenne. Notre
approche par traduction est basée sur la possibilité
d’associer & un AF F' et une sémantique o une for-
mule propositionnelle dont les modeles correspondent
exactement aux o-extensions de F'.

Définition 7. Etant donné F un AF et o une séman-
tique, ®L est une formule propositionnelle construite
sur lensemble des variables booléennes {z, | a € A},
telle que {xq,,...,%q,} est un modéle de ®L si et
seulement si {ai,...,ar} est une o-extension de F.

Dans la suite, dans un souci de simplification, et
comme aucune ambiguité n’est possible, nous écrivons
les formules en utilisant le symbole a; au lieu de z,,.
Nous nous focalisons sur I’encodage ®4; de la séman-
tique stable, tel que présenté dans [3]. Etant donné
F = (A,R), @ est défini par

q)st: /\[04@(

a; €A

A )

aj:(aj,a;)€ER

Ensuite, vérifier si un ensemble d’arguments F est une
extension stable de F' est équivalent a vérifier si la
formule ®F = A (Aarer @A (Ngygp —ar) est
cohérente. Pour réaliser un forgage non strict, il est
nécessaire d’avoir un moyen de s’assurer que E est in-
clus dans une extension. Il suffit pour cela de retirer

la conjonction (A,,¢p —ai) de la formule, ®F ., ce qui

donne précisément la formule ®£ dont nous avons be-
soin.

Dans le but d’établir un lien entre la sémantique
et la structure du systeme d’argumentation dans les
modeles de la formule, nous introduisons les variables
booléennes att,,; o; qui signifient qu’il y a une attaque
de a; vers a; dans le systeme F' considéré. Les formules
données précédemment peuvent étre généralisées en :

AE
QT = /\aieA[ai A (/\ajeA(attaj,al = —a;)]
ANayer ak)
et
AE
Qs = /\aieA[ai A (/\ajEA(a’ttaj7ai = —a;)]

APy @) A Agyg s ~a1)

Assez clairement, propager les valeurs de vérité des
variables att,, ., dans ces formules est suffisant pour
obtenir la formule ®F _ et sa contrepartie non stricte.
Cette formule est la base de nos encodages proposi-
tionnels des opérateurs de forgage d’extension. Il nous
reste a introduire deux fonctions qui permettent de
« décoder » de telles formules pour obtenir des sys-
téemes d’argumentation :

— Proji,(®) = {mn{atte, o, | ai,a; € A} | m =
®} est Pensemble des modeles de la formule @
projetés sur les variables attq, q;-

— arg®(m) = (A, R) tel que (a;,a;) € Rsiet seule-
ment si atty; .; € M, avec m un modele pro-
jeté sur les variables att,, q,, est le systeme cor-
respondant a laffectation des variables atty, q;-
Ensuite, avec M un ensemble de tels modeles,
arg® (M) = {arg*(m) | m € M}.

Nous avons aussi besoin d’un encodage pour la struc-

ture d'un AF F = (A, R) :

atta,a)) A\

(ai,a;)¢R

structa (F) = ( J\

(ai,a;)ER

—\atta“aj)

ou aj,a; € AU A’ struct(F) est une notation pour
structg (F).

Finalement, ¢ : {Fy,...,Fy} — F; tel que F; €
{F1,..., Fx} est une régle de tie-break qui sélectionne
un unique systéme parmi un ensemble de systemes.

Sur cette base, tout opérateur de forgage défini dans
la section précédente peut étre encodé comme un pro-
bleme de satisfaisabilité d’une formule proposition-
nelle. En effet, par construction, chaque modele de la
formule (I)fUA/’E , lorsqu’il est projeté sur les variables
atta, o, donne un AF qui est un forgage normal de E. 11
nous suffit d’ajouter les bonnes contraintes pour assu-
rer que le forcage est fort ou faible. Dans le but d’éviter
I'introduction de nouveaux arguments, et obtenir les
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opérateurs & arguments fixés, il nous suffit de considé-
rer la formule ®/F dans I'encodage de I'opérateur. De
facon similaire, les formules @?;JA,’E et <I>f7’SE peuvent
étre utilisées pour définir les contreparties strictes des

opérateurs de forgage.

Définition 8. Pour tout AF F = (A, R), tout en-

semble d’arguments E C A, toute sémantique o, et

X=couX=o0,5s:

F+YFE = 6(a7°gAUAl(Projgf‘t%A/(@;UA/’E/\struct(F)))

F+3" B = §(argt (Proj(ﬁ%A/(fI)?(UA"E
/\struct(F)/\(/\(ai,aj)eA,XA —atty;.q;))))

F+Y% B = 6(argt? (Projj;‘t%A/(@f(UA/’EAstruct(F)

/\(/\(ai,aj)eAxA' —atta;.a,))))
F 43 B = d(arg” (Projg, (%))
Ftx B = 8(arg " (Projii® (2374F)).

Pour chacun de ces opérateurs de forcage +, tout AF
F' et tout ensemble d’arguments E, Enc(F + E) re-
présente ’encodage propositionel correspondant. Par
exemple, Enc(F+Y E) est la formule propositionnnelle
PAVALE A struct(F). 11 suffit d’utiliser n’importe quel
prouveur SAT pour trouver un modele de Enc(F + E)
et ensuite décoder les valeurs de vérité des variables
atta; o, pour déterminer un forgage de £ dans F'.

Le forcage avec changement minimal via I’optimisa-
tion pseudo-booléenne. Comme expliqué précédem-
ment, [1] considére un principe de changement mini-
mal dans le processus de forgage. Dans ce travail, la
minimalité fait référence a la minimalité du nombre
d’attaques a ajouter au systeme pour réaliser une ex-
pansion normale. Un moyen possible d’assurer le chan-
gement minimal est de définir une regle de tie-break 0
qui sélectionne un des systémes d’argumentation ré-
sultant du forgage qui minimise cette mesure. Dans le
but de tirer avantage de logiciels d’optimisation dispo-
nibles, une approche alternative consiste a encoder le
critere de minimalité en une fonction objectif pseudo-
booléenne :

newAtt(AUA") =

>

(a;,a;)E((AUA’) X (AUA"))\(AX A)

atta,haj

Pour le forcage fort ou faible, cette représentation de
la fonction objectif peut étre simplifiée, puisque les
variables att, o, qui correspondent a des attaques in-
terdites ont nécessairement la valeur fouzx.

Le changement minimal pour le forcage & arguments
fixés et le forgage général n’est pas aisé a encoder
en utilisant les variables booléennes disponibles. Afin
d’obtenir I’encodage voulu, nous considérons des va-
riables additionnelles pour représenter 1’état du sys-
teme avant le forcage. On minimise ensuite le nombre
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de différences entre les valeurs de vérité de ces va-
riables et celles qui leur correspondent dans le nouveau
systeme. Formellement, pour tout couple d’arguments
(ai,a;) € (AU A") x (AU A'), la variable prevg, q,
a la valeur vrai si et seulement si (a;,a;) € R. Ainsi,
Prevg, o, Datly, o, ol & désigne le connecteur « ou ex-
clusif » habituel, donne I'information au sujet du chan-
gement de Pattaque (a;, a;) : 8"il y avait précédemment
une attaque de a; a aj, et que cette attaque n’est plus
présente apres le forcage, prevy, o; © atty, o, est vrai.
C’est aussi vrai s’il n'y avait pas attaque avant le for-
cage, et qu'il y en a une apres le forcage. L’encodage
de la structure du systeme F' doit aussi étre revu pour
tenir compte des variables prevg, q; :

prev

struct?, " = (struct 4+ (F) |atta; o) <Preva;.o; )

Minimiser les différences sur la relation d’attaque
est alors équivalent a minimiser la fonction objectif

attChange(AUA") = Z Preva, o, ®atta, q
ac(AUA’),be(AUA")

Clairement, cette somme compte 1 pour toute attaque
(a;,a;) dans le résultat qui concerne un argument de
I'ensemble A’, puisque prev, ., est toujours fauz si
a; € A" ou a; € A'. Ainsi, cette approche peut aussi
étre utilisée pour le forcage général.

Résumons a présent les définitions des opérateurs de
forgage avec changement minimal :

Définition 9. Pour tout AF F = (A, R), tout en-
semble d’arguments E C A,
— 81 + est un opérateur de forcage normal, fort
min
ou faible (ou sa contrepartie stricte) avec chan-
gement minimal, alors forcer E dans F' est équi-

valent a satisfaire Enc(F + E) tout en minimi-

min
sant newAtt(AU A" ;
— 81 + est un opérateur de forcage a arguments
min
fixés ou général (ou sa contrepartie strictre)
avec changement minimal, alors forcer E dans

F est équivalent a satisfaire Enc(F 4 E) A
min

(F) tout en minimisant attChange( AU

struct®, "

A).

Nous remarquons que la seconde méthode, qui fait
intervenir la fonction objectif attChange(A U A’), est
suffisante pour chaque opérateur de forgcage. Cepen-
dant, comme cette méthode requiert 'ajout de va-
riables booléennes prevg, 4;, nous ne 'utilisons pas si
ce n’est pas réellement nécessaire, pour éviter toute
perte d’efficacité calculatoire.

Le cadre formel adapté a notre probleme d’optimi-
sation est le probleme d’optmisation pseudo-booléenne
(PB), qui est une extension du probléme de satisfai-
sabilité booléenne.
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Définition 10. Etant donné un ensemble de va-
riables booléennes V. = {x1,...,x,} et une fonction
O : {0,1}" — R, un probléme PB-Opt P = (C =
{c1,...,em},O) surV est la recherche d’une affecta-
tion de chaque variable dansV telle que les contraintes

c1: w%x1+~-~+wixn2k1

Cmt W21+ Fwle, > k™

sont satisfaites, et la fonction objectif O atteint sa va-
leur optimale.

Dans notre cas, la valeur optimale de la fonction
objectif est sa valeur minimale. Il est bien connu
que toute formule propositionnelle peut étre trans-
formée en une formule équivalente sous forme nor-
male conjonctive (CNF), et toute clause d’une formule
CNF peut étre ré-écrite comme une contrainte PB :
la clause z1 V x5 V - -+ V x,, est satisfaite si et seule-
ment si la contrainte PB 1 + 29 + -+ x, > 1 est
satisfaite. Ainsi, les problémes d’optimisation décrits
précédemments peuvent étre aisément traduits dans
le formalisme PB.

5 Résultats expérimentaux

Dans notre étude expérimentale, nous nous sommes
focalisés sur le probleme de forgage avec changement
minimal. Nous avons implémenté la famille d’opéra-
teurs de forcage décrits dans cet article, en utilisant
Poutil CP1lex [13] comme moteur d’optimisation sous-
jacent. Nous présentons uniquement les résultats ob-
tenus pour trois approches : le forcage non strict fort
de [2], et les versions stricte et non stricte de notre
opérateur de forcage a arguments fixés. Dans chaque
cas, nous avons utilisé la sémantique stable.

Nous étudions une classe de systemes d’argumenta-
tion aléatoires [11, 12]. Etant donné un ensemble de
n arguments, chaque attaque entre deux arguments
est générée en utilisant une probabilité fixée p. Dans
nos expérimentations, n varie de 200 jusque 500 ar-
guments. Pour chaque n, les graphes sont divisés en
quatre familles, correspondant & quatre valeurs de p
distinctes. Nous avons utilisé les familles de systemes
de [11], ou p € {0.4,0.65,0.9}. Nous avons aussi généré
des systemes avec une probabilité p = 0.1. Il apparait
dans nos expérimentations que le choix de p ne change
pas de facon significative les performances de ’algo-
rithme de forgage par traduction, donc nous reportons
uniquement les résultats pour p = 0.1.

Nous avons calculé le forgage avec changement mi-
nimal d’ensembles d’arguments E dans des systemes
d’argumentation F' contenant n arguments, avec n €

{200, 300, 400, 500}. Pour chaque systéme F' avec n ar-
guments, nous avons considéré des ensembles d’argu-

ments E & forcer tels que |E| = m, m variant entre
35 :
L et §55m- Pour chaque couple de valeurs (n,m), nous

avons généré 10 requétes de forcage!. Sur la figure 3,
I’ordonnée de chaque point des courbes correspond au
temps de calcul moyen pour tous les couples (F, E') qui
ont été considérés, ou le nombre n d’arguments de F’
est indiqué en abscisse.

Le premier résultat intéressant qui ressort de nos
expérimentations est que le forgage est traitable en
pratique sur de tels systemes d’argumentation générés
aléatoirement, ce qui n’était pas évident, étant donné
que le forcage est NP-difficile. Comme illustré a la fi-
gure 3, le temps de calcul augmente de facon raiso-
nable avec le nombre d’arguments n, jusqu’a une va-
leur moyenne de 13.76 secondes (pour un écart-type
de 0.48) obtenue avec des systémes d’argumentation
a 500 arguments, quand le forcage strict a argument
fixés est considéré (courbe +), et jusqu’a une moyenne
de 16.61 secondes (pour un écart-type de 5.31) quand
le forcage fort est considéré (courbe x).

20

10

Time (s)

200 300 400 500
Al

FIGURE 3 — Temps moyen pour le forgage fort (courbe
x ) et strict & arguments fixés (courbe +), n variant de
200 a 500

Ensuite, nous avons comparé les trois différentes ap-
proches sur des familles de systemes d’argumentation
a 200 arguments, laissant le cardinal de E varier de 1
a 70. Le but de cette comparaison est d’étudier 1’im-
pact du cardinal de F sur le comportement des opéra-
teurs de forcage. Nous n’avons pas retiré les ensembles
d’arguments triviaux des expérimentations, puisque
notre approche peut retirer des attaques, rendant sans
conflit un ensemble au départ conflictuel. Cela nous
permet d’illustrer le taux d’échec du forgage fort, qui
est (sans surprise) élevé, puisque le forgage est impos-
sible des que la requéte de forcage est un ensemble
conflictuel dans le systeme de départ. En effet, avec
une probabilité p qu’une attaque apparaisse entre deux
arguments, la probabilité qu’un ensemble d’arguments
E de cardinal m soit sans conflit est (1 — p)™. Donc,

1. Nous appelons « requéte de forgage » ’ensemble d’argu-
ments F dont on attend qu’il soit une extension.
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plus le cardinal de la requéte de forcage est élevé, plus
la probabilité que le forcage soit possible est faible.
En particulier, dans nos expérimentations, le forcage
fort échoue toujours losque m > 20. Clairement, le
taux d’échec du forgage fort croit exponentiellement
en fonction de m.

Time (s)

0 10 20 30 40 50 60 70
|E|
(a) Forgage strict & arguments fixés (courbe +), et

succes (courbe X) et échecs (courbe O) pour le for-
cage fort

100

50

8

Time (s)

0 10 20 30 40 50 60 70
IEl

(b) Forgage non strict & argument fixés

FIGURE 4 — Temps moyens, n = 200, m variant de 1 a
70

Nous avons comparé le temps de calcul pour le
forgage pour les trois approches (voir la figure 4).
La courbe x représente le temps moyen pour réa-
liser le forgage fort, tandis que la courbe [J corres-
pond au temps nécessaire a ’algorithme pour reporter
I’échec quand le forcage est impossible. Pour le forcage
fort aussi bien que pour le forcage a arguments fixés
(courbe +), il apparait que le temps requis pour obte-
nir le résultat est le méme quel que soit le cardinal de
la requéte de forgage et la probabilité d’attaques dans
le systeme : entre 2 et 3 secondes. Le cardinal a plus
d’influence sur 'opérateur de forcage non strict a ar-
guments fixés. En effet, plus la requéte de forcage est
petite, plus le résultat est difficile a obtenir. Quand
le cardinal croit, le temps de calcul décroit jusqu’a
quelques secondes.

Enfin, nous avons mesuré les efforts requis du point
de vue du changement (c’est-a-dire le nombre d’at-
taques a ajouter ou retirer) pour forcer F dans le sys-
teme d’argumentation (voir figure 5). Clairement, I’ef-
fort requis croit avec le cardinal de la requéte de for-

— 52 —

200

o 150 M
(=]
& 100
-
© 50

0 BT e o1

0 10 20 30 40 50 60 70

El

FIGURE 5 — Changement moyen pour le forcage fort
(courbe x), strict & arguments fixés (courbe +) et non
strict & arguments fixés (courbe A)

gage pour 'opérateur fort (courbe x) et non strict a
arguments fixés (courbes A). La courbe pour le forgage
fort s’arréte bien avant les autres (apreés 14 arguments)
en raison du haut taux d’échec que nous avons men-
tionné. Jusqu’a ce point, comme on peut ’observer, la
courbe X est presque identique a la courbe A. Le for-
gage strict & arguments fixés (courbe +) requiert plus
de changements de la relation d’attaque. Comme 1’en-
semble forcé doit étre exactement une extension stable,
méme un petit ensemble d’arguments requiert 1’addi-
tion d’un grand nombre d’attaques. Par exemple, avec
E = {ai}, il est nécessaire que a; attaque chaque autre
argument pour assurer que E est une extension stable.
Quand le cardinal m de E croit, les efforts requis par
les versions stricte et non stricte de 'opérateur a ar-
guments fixés convergent.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons étudié le probleme de
forgage d’un ensemble d’arguments en tant qu’une ex-
tension d’un systeme d’argumentation. Notre contri-
bution est multiple. Premiérement, nous avons indiqué
plusieurs cas pour lesquels les approches de forcage
existantes peuvent échouer, méme si I’ensemble a for-
cer est sans conflit. Pour pallier cette faiblesse, nous
avons défini de nouvelles méthodes de forgage, pour
lesquelles le succes du processus est garanti. Pour cha-
cune de ces méthodes, nous avons donné des encodages
booléens qui permettent de tirer parti des logiciels de
satisfaction et d’optimisation afin de procéder au for-
cage. Nous avons utilisé un outil d’optimisation connu
pour implémenter une bibliotheque d’opérateurs de
forgage, et nous avons expérimenté certains d’entre eux
sur une large classe d’instances. Les expérimentations
ont montré que notre approche est applicable en pra-
tique et supporte le passage a 1’échelle.

Il est intéressant de noter que d’autres types d’opé-
rations de changement sont des forcages d’extension
spécifiques. Par exemple, 'explication crédule étudiée
dans [5] est le for¢age d’un singleton. De fagon simi-
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laire, certains types de changements dirigés par les
buts de [14] et certains opérateurs de révision de [8, 9]
sont des opérateurs de forgage. Ainsi, notre approche
de forgage est aussi utile pour calculer le résultat de
tels opérateurs de changement dans les systemes d’ar-
gumentation.

Ce travail ouvre plusieurs perspectives pour de fu-
tures recherches. Pour autant que nous le sachions,
aucun des travaux existants au sujet du changement
dans les systemes d’argumentation n’a conduit a I'im-
plémentation de logiciels (efficaces). Cependant, I'im-
plémentation de systemes logiciels pour I'argumenta-
tion est actuellement un sujet actif (dans la méme
veine, voir 1'organisation d’'une compétition de prou-
veurs d’argumentation [15]). La création de notre lo-
giciel de forgage est issue de la méme volonté de four-
nir des outils de raisonnement argumentatif, ce qui
est aujourd’hui une étape nécessaire pour faire pro-
gresser ce domaine. Nous prévoyons ainsi d’encoder et
d’implémenter des opérateurs de forgcage pour d’autres
sémantiques. Cette tache est directe pour d’autres sé-
mantiques pour lesquelles le calcul d’une extension est
un probléme (au pire) NP-complet. En effet, de telles
sémantiques o peuvent étre encodées par des formules
propositionelles @, similaires & la formule présentée
ici pour la sémantique stable. Les sémantiques dont
la complexité est plus élevée, comme par exemple la
sémantique préférée, nécessitent un travail plus ap-
prondi, étant donné qu’il faut passer par un cadre for-
mel différent (comme les formules booléennes quanti-
fées par exemple), ou accepter une croissance exponen-
tielle de la taille des encodages. D’autres extensions de
nos approches peuvent étre envisagées, comme la prise
en compte du changement minimal du statut des ar-
guments ou ’ajout de contraintes d’intégrité.
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Résumé

Cet article porte sur la complexité du probleme de
vérification de modeéle pour des opérateurs de révision
de bases de croyances. Nous poursuivons |'étude initiée
par Liberatore & Schaerf et introduisons deux nouveaux
opérateurs de révision de bases de croyances reposant
sur les sous-bases de croyances cohérentes de cardinalité
maximale. Nous établissons la complexité de ce probleme
pour divers opérateurs dans le cas de la logique propo-
sitionnelle et dans le cas du fragment de Horn.

Abstract

This paper deals with the complexity of model che-
cking for belief bases revision. We extend the study ini-
tiated by Liberatore & Schaerf and introduce two new
belief base revision operators stemming from consistent
subbases maximal with respect to cardinality. We esta-
blish the complexity of this problem for various operators
within the framework of propositional logic as well as in
the Horn fragment.

1 Introduction

La révision de croyances est une problématique
importante en intelligence artificielle. Dans de nom-
breuses situations un agent dispose d’informations in-
completes, imparfaites ou incertaines et il émet des
hypotheses qui peuvent étre contredites lors de 1'arri-
vée d’une nouvelle information considérée comme plus
fiable. L’opération de révision consiste alors a restau-
rer la cohérence en conservant la nouvelle information
tout en modifiant le moins possible les croyances ini-
tiales de I’agent. Ces principes ont été formalisés en

*Ce travail a bénéficié de ’aide de I’Agence Nationale de la
Recherche, projet ASPIQ portant la référence ANR-12-BS02-
0003 et projet AGGREG portant la référence ANR-14-CE25-
0017-01.

termes de postulats (postulats AGM) [1] et de nom-
breux opérateurs ont été proposés dans la littérature,
qui sont classés selon deux points de vue, sémantique
[11] et syntaxique.

D’un point de vue syntaxique, les croyances de
I’agent sont représentées par des bases de croyances,
c’est-a-dire des ensembles finis de formules proposi-
tionnelles. La plupart des approches reposent sur la
construction de sous-bases cohérentes maximales se-
lon différents criteres [9, 20, 17, 3, 12, 10, 2]. Hansson
a montré qu’il semble naturel de réviser des bases de
croyances définies explicitement et d’étendre ensuite
ces opérations a des ensembles de croyances en consi-
dérant la cloture déductive du résultat de la révision
[10]. C’est le point de vue que nous adoptons dans cet
article.

Concernant la complexité de la révision de
croyances, les premiers travaux [14, 6, 15, 4] ont porté
sur le probleme d’inférence. A partir d'un ensemble
de croyances, d’une nouvelle information et d’une re-
quéte (une formule propositionnelle), le probléme d’in-
férence consiste a décider si la requéte est une consé-
quence logique de ’ensemble de croyances révisé par
la nouvelle information. Liberatore et Schaerf [13] ont
ensuite considéré un autre probleme, qu’ils considerent
comme une tache plus basique, & savoir la vérification
de modele. Etant donné un ensemble de croyances et
une nouvelle information, il s’agit de décider si une in-
terprétation est un modele de I’ensemble de croyances
révisé par la nouvelle information. Bien que les pro-
blemes d’inférence et de vérification de modele soient
liés, les résultats de complexité pour le probleme de
vérification de modele ne s’obtiennent pas automati-
quement & partir de ceux du probléme d’inférence [13].

Liberatore & Shaerf [13] se sont concentrés sur les
opérateurs syntaxiques reposant sur des sous-bases co-
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hérentes maximales selon l'inclusion ensembliste, en
particulier 'opérateur de Ginsberg [9] et 'opérateur
Widtio [20]. Dans cet article, nous définissons un nou-
vel opérateur RSRW reposant sur des sous-bases co-
hérentes de cardinalité maximale, et sa généralisation
PRSRW a des bases de croyances stratifiées. Nous pré-
sentons tous ces opérateurs dans un cadre formel uni-
fié, puis nous étudions la complexité du probleme de
vérification de modele pour chacun d’entre eux, dans
le cas propositionnel ainsi que dans le cas du fragment
de Horn. Nous obtenons ainsi une vue synthétique de
I'impact des différentes stratégies et des différents cri-
teres de maximalité sur la complexité du probleme.

2 Préliminaires

2.1 Notations

Nous nous plagons dans le cadre de la logique propo-
sitionnelle. Nous rappelons qu’un littéral est un atome
(littéral positif) ou la négation d’un atome (littéral
négatif). Pour tout ensemble d’atomes A, on note
Lit(A) 'ensemble des littéraux construits a partir de
A. Une formule CNF est une conjonction de clauses.
Une clause est une disjonction de littéraux. Une clause
est dite de Horn si elle comporte au plus un littéral
positif. Une formule de Horn est une formule formée
par la conjonction de clauses de Horn. Soit ¢ une for-
mule, nous notons Mod(y) ’ensemble des modeles de
. Une formule ¥ est une conséquence logique de ¢,
noté ¢ = 1, si Mod(¢) € Mod(v), et les deux formules
sont équivalentes, noté ¢ = 1), si Mod(p) = Mod(2)).
Nous notons Cn(g) 'ensemble des conséquences logi-
ques de ¢. Une théorie T est telle que T = Cn(T),
c’est-a-dire que c’est un ensemble de formules déduc-
tivement clos.

Dans la suite, nous manipulons des bases de
croyances, c’est-a-dire des ensembles finis de formules
propositionnelles. Si B = {¢1,®2,...,pn} est un tel
ensemble, on note /\ B la conjonction de ses formules
Y1 A2 A...Ap,. Ainsi, étant donné une famille d’en-
sembles finis de formules W = {Bs, ..., B,}, la nota-

P P
tion \/ /\ B; sera utilisée pour représenter \/ /\ ®.
i=1 i=1p€EB,;

2.2 Classes de complexité

Les classes P et NP sont les classes des problemes dé-
cidables en temps polynomial déterministe, resp. non
déterministe ; la classe coNP est le complémentaire de
la classe NP [16]. Un oracle pour une classe A est un
algorithme qui peut donner instantanément la réponse
a un probleme de la classe A. Pour une classe de com-
plexité C, on notera C* la classe des problemes qui
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peuvent étre résolus par un algorithme de la classe
C a condition que l'on puisse faire appel a un oracle
pour A. Stockmeyer définit inductivement la hiérar-
chie polynomiale, dont le premier niveau est constitué
des classes P, NP et coNP [18]. Dans cette hiérarchie
nous utiliserons en particulier des classes du second ni-
veau, & savoir ¥oP = NPNF A,P = PNP. Nous utilise-
rons également la classe ©,P = PNPlog(™)] introduite
par Wagner dans [19] et qui constitue une sous classe
de AsP; les problemes de O5P sont ceux de AsP qui
peuvent étre résolus en temps polynomial avec seule-

ment un nombre logarithmique d’appels a l'oracle de
NP.

3 Révision de bases de croyances

Un opérateur de révision syntaxique * prend en en-
trée une base de croyances B et une formule p re-
présentant une nouvelle information, et renvoie une
nouvelle base de croyances B * u. Ces opérateurs sont
basés sur la recherche de W(B, 1), ’ensemble des sous-
bases maximales de B cohérentes avec la nouvelle in-
formation p. Ils exploitent ensuite cet ensemble pour
définir la base de croyances révisée selon une certaine
stratégie. Nous distinguons deux stratégies. La pre-
miere considere toutes les sous-bases maximales aussi
plausibles les unes que les autres. La seconde repose
sur 'intersection des sous-bases maximales cohérentes,
c’est-a-dire ne retient que les informations qui ne sont
jamais remises en question.

Nous définissons deux opérateurs utilisant la cardi-
nalité comme critere de maximalité, RSRG et RSRW.
Dans de nombreuses applications le critere de cardina-
lité est utilisé car 'acquisition d’information est cofii-
teuse. Par ailleurs, ’extension de RSRG aux ensembles
de croyances vérifie tous les postulats AGM [2]. Ces
deux opérateurs correspondent aux deux stratégies que
nous considérons, 'une prudente (RSRW), l'autre plus
permissive (RSRG).

Nous considérons l’ensemble des sous-bases co-
hérentes maximales par cardinalité, Wee.q(B, 1)
{B1 € B| A By [~ —u et pour tout By C B tel que
|B1| < Bz, \ Bz =~}

Les deux stratégies précédentes donnent alors lieu a
deux opérateurs RSRG [2] et RSRW ! définis comme
suit :

B *rsrG 1 = \/B/GWWC,(B,#) A(B" U {p}),
Brsrw 1t = ANNprew, o B Yt

Une interprétation m est un modele de la base de

1. La notation RSR provient de ’expression “Removed Sets
Revision” qualifiant les opérateurs basés sur le retrait du plus
petit nombre de formules de la base initiale [2]
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croyances révisée, m |= B x pu, si et seulement si m est
un modele de p et

— d’au moins un ensemble de Weq,4(B, ), dans le
cas de RSRG,

— de chacune des formules apparaissant dans
toutes les sous-bases cohérentes maximales,
c’est-a-dire dans tous les ensembles de
Weard (B, 1t), dans le cas de RSRW.

Ces deux opérateurs sont analogues a I'opérateur de
Ginsberg, *q, [9] et Popérateur Widtio, *yiq, [20]. Ces
derniers utilisent I'inclusion ensembliste comme critere
de maximalité et considerent donc Wc (B, p) = {B1 C
B | A\ B £ —u et pour tout By tel que By C By C B,
A\ B2 E —p}, au lieu de Wegrg. Ils sont définis par :

Bxg p = vB/eWg(B,ﬂ) A(B" U {n}),
Bwia b = NNprewe (g, (B U{n}).

Les opérateurs RSRG et RSRW peuvent étre éten-
dus a des bases de croyances stratifiées. Une base de
croyances stratifiée B = (S, ...,.5,) est donnée par
une partition de la base de croyances en strates S;
(1 < i < n) représentant différentes priorités entre
formules.

Etant donné X C B un ensemble de formules,
nous définissons trace(X,B) par le n-uplet d’en-
tiers formé par : trace(X,B) = (| X N Si|,....|X N
Snl). Lordre lexicographique usuel, noté <., sur
les traces fournit un nouveau critere de maximalité
pour les sous-bases cohérentes. Nous définissons 1’en-
semble des sous-bases cohérentes maximales selon ce
critere par Wegrdies (B, 1) = {B1 € B | AB1 £ —u
et pour tout By C B tel que trace(B1,B) <iex
trace(Bg, B), \ Bz = —u}.

Observons que tous les éléments de Weardies (B, 1)
ont la méme trace, que nous noterons Tracemax (B, ).
De plus, on a Wegrdies (B, 1) € Wc (B, ). Les opé-
rateurs PRSRG [2, 3] et PRSRW sont alors définis
comme suit :

B sprsraG 1=V prew,, (8,0 NB U{u}),
B *PRSRW M = /\ ﬂB/GWcm“dlem(Bnu‘) (B/ U {M}).

Lorsqu’une base de croyances n’est pas stratifiée, la
cardinalité et la trace coincident et les opérateurs
PRSRG et PRSRW coincident alors respectivement
avec les opérateurs RSRG et RSRW.

4 Complexité de la vérification de modele

Nous nous intéressons a la complexité du probleme

de vérification de modele défini comme suit :
Probléme : MODEL-CHECKING (x)
Instance : B une base de croyances, ¢ une

formule, m une interprétation

Question : m|=Bx@?

Observons que tout modele de B *gsgrg p est un
modele de Bxg p et a l'inverse tout modele de B sky;q
est un modele de B *grsrw (-

Nous étudions successivement la complexité de ce

probleme selon la stratégie qui est utilisée.

4.1 Complexité pour les opérateurs xg,*xgsra et
*PRSRG

La complexité de ce probleme a été étudiée par Li-
beratore et Schaerf dans [13] pour 'opérateur de Gins-
berg.

Théoréme 4.1 [13] MODEL-CHECKING (*g) est
coNP-complet dans le cas général de la logique pro-
positionnelle, et dans P dans le cas des formules de
Horn.

Ainsi, pour cet opérateur, la restriction a des for-
mules de Horn rend le probleme de la vérification de
modele traitable efficacement. Nous montrons dans le
théoreme suivant que quand le critere utilisé pour la
maximalité des sous-bases cohérentes est celui de la
cardinalité, la complexité dans le cas propositionnel
reste inchangée. En revanche, avec ce critére la res-
triction aux formules de Horn ne rend pas le probleme
plus facile a traiter.

Théoréme 4.2 MODEL-CHECKING (*grsSrG) et
MODEL-CHECKING (*prsra) sont  coNP-complets
dans le cas général de la logique propositionnelle,
ausst bien que dans le cas des formules de Horn.

Preuve Soit (B, p,m) ou B est une base
de croyances stratifiée, une instance de MODEL-
CHECKING (*prsrG)- Si m n’est pas un modele de p,
alors m [~ B *prsgra (- Sinon, un seul sous-ensemble
B’ de B est candidat & étre de trace maximale parmi
tous les sous-ensembles de B cohérents avec p ayant
m comme modele. 1l s’agit de B’ = {a € B | m = a}.
Pour montrer que m & Bxprsrat, il suffit de montrer
que B’ n’est pas de trace maximale. Pour cela il suffit
de deviner un ensemble By C B et une interprétation
myo tels que mo = A(Bo U {u}) (et donc By U {u} est
cohérent) et trace(B’, B) <jex trace(By, B). Ces véri-
fications pouvant étre faites en temps polynomial, cela
prouve que MODEL-CHECKING (xprsrc) (et a fortiori
MODEL-CHECKING (*gsra)) est dans coNP.
Montrons maintenant la coNP-difficulté de MODEL-
CHECKING (*grsrg) (et a fortiori celle de MODEL-
CHECKING (*prsrc)) dans le cas des formules de
Horn. Nous utilisons une réduction du probleme
MAX-INDEPENDENT-SET, défini ci-dessous et bien
connu pour étre NP-complet (voir par exemple [8]),
au complémentaire de MODEL-CHECKING (*RrSRG )-
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Probléme : MAX-INDEPENDENT-SET

Instance : G = (V,E) un graphe non
orienté, k un entier.

Existe-t-il dans G un stable de
taille supérieure ou égale a k,
c’est-d-dire V! C V avec |V'| >
k, tel que pour tout couple de
sommets {z,y} € V2, {z,y} ¢
E?

Question :

Soit G = (V, EY) un graphe non orienté et k un en-
tier. A chaque sommet de G nous associons une va-
riable propositionnelle de méme nom, et nous considé-
rons U = {uq, ..., ux—1} un ensemble de k — 1 nouvelles
variables propositionnelles. Nous considérons alors B
une base de croyances, p une formule et m une inter-
prétation définies comme suit :

— B={(vi) |vi e V}U{(w;) | u; € U}
U{ (=i vV —w;) [ {vi, v} € E}
U{(—Vl}i\/—'u]') | v; € MUj S U}

— = set m = UU({s} ol s est une nouvelle
variable n’apparaissant pas dans B.

Montrons que G admet un stable de taille supérieure
ou égale a k si et seulement si m [~ B *xgsra -

Observons que toute sous-base cohérente de B
est cohérente avec u, de plus il existe toujours une
sous-base cohérente de B de cardinalité maximale
qui contient toutes les clauses binaires. En effet s’il
manque une clause (—v; V —w;) dans B, par maxi-
malité cela signifie que B contient & la fois v; et wyj.
Puisque toutes les clauses binaires sont négatives, 1’en-
semble B’ = BN {(—v; V-~w;)} \ {v;} est cohérent, de
méme cardinalité que B et contient une clause binaire
de plus. Finalement un tel ensemble ne peut contenir
a la fois une clause unaire issue de V' et une issue de
U.

Supposons que G admet un stable W de taille su-
périeure ou égale & k. L’ensemble B’ = {(v;) | v; €
W3HU{(~vi V=;) [{vi, v} € E}U{(~vi V) | v; €
V,u; € U} est alors cohérent (satisfait par I'interpré-
tation W). Puisque |W| > k, B’ prouve que ’ensemble
des clauses de B satisfaites par m n’est pas de cardi-
nalité maximale, ce qui prouve que m & B *gsra [4-

Réciproquement, conformément aux observations
faites ci-dessus, si G n’admet pas de stable de taille
supérieure ou égale & k, alors Pensemble {(u;) | u; €
U} U {(_‘Ui \Y _"Uj) | {”Ul',’l)j} € E} @] {("’l)i \Y _|’l.Lj) | v; €
V,uj € U} est de cardinalité maximale. Or cet en-
semble est I’ensemble des clauses de B satisfaites par
m , et donc m |= B *rsga [t
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4.2 Complexité pour les opérateurs x;q,*rsrw €t
*PRSRW

Nous étudions maintenant la complexité des opéra-
teurs qui utilisent une stratégie plus prudente, a savoir
les opérateurs Widtio, RSRW et PRSRW. Dans le cas
propositionnel, la vérification de modeéle pour ces opé-
rateurs se situe au deuxiéme niveau de la hiérarchie
polynomiale.

Théoréme 4.3 [13]
YoP-complet dans le
propositionnelle.

MODEL-CHECKING (*yiq) est
cas général de la logique

A notre connaissance seul ce résultat était connu
jusqu’a présent, et en particulier la complexité exacte
de ce probleme dans le cas des formules de Horn était
encore une question ouverte. Nous répondons a cette
question en montrant que la restriction aux formules
de Horn fait descendre le probleme d’un niveau dans
la hiérarchie polynomiale.

Théoréme 4.4 MODEL-CHECKING (*yiq) est NP-

complet dans le cas des formules de Horn.

Preuve : Pour prouver que m = B #yiq p, il faut
montrer que pour tout o € B tel que m [~ «, il existe
B!, C B tel que B!, U{u} est cohérent et B/, U{u} U
{a} est incohérent (un tel ensemble peut étre complété
jusqu’a devenir maximal par inclusion).

Toutes les vérifications de cohérence sont exécu-
tables en temps polynomial quand les formules sont
de Horn. Il s’agit donc d’un probléeme dans NP.

Dans un second temps, nous établissons la NP-
difficulté par réduction & partir du probléeme PQ-
ABDUCTION défini comme suit et prouvé étre NP-
complet pour les formules de Horn par Creignou et
Zanuttini dans [5] :

Probléme : PQ-ABDUCTION

Instance : ¢ une formule de Horn, A =
{z1,...,2,} un ensemble de va-
riables tel que A C Var(y), ¢ €
Var(e) \ A une variable.

Question : Existe-t-il un ensemble E C

Lit(A) tel que p A \ E est satis-
faisable et ¢ A \ E A —q est insa-
tisfaisable ?

Soit (¢, A,q) une instance du probleme PQ-
ABDUCTION. Supposons sans perte de généralité que
la formule de Horn ¢ A q est satisfaisable. Considérons
B un ensemble de clauses, p une formule et m une
interprétation, définis de la fagon suivante :

— B={(gAN)V-xy|leLit(A)}U{-gAxo}.

— U= Zp.
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— Choisissons pour m une interprétation telle m =
e NxgNq.
Remarquons que puisque ¢ est une formule de Horn
toutes les formules de B peuvent étre écrites comme
des formules de Horn.

Montrons qu'il existe £ C Lit(A) tel que ¢ A AE
est satisfaisable et o A A E'A —q est insatisfaisable si et
seulement si m | B #yiq 14, autrement dit, pour tout
a € B tel que m [~ «, il existe B/, C B tel que B'U{u}
est cohérent et B/, U {u} U {a} est incohérent.

Dans un premier temps considérons un ensemble
E C Lit(A) tel que ¢ A AE est satisfaisable et
@A N\ E A—q est insatisfaisable. Commencons par exa-
miner les formules o de B dont m n’est pas un modele.
Il y a deux cas possibles :

— Si a = (=g A xp), prenons B/, = {(@ A1)V —xq |

l € E}. Onaalors A(B,LU{u})={(eANE)V
—zg) Azg. Cette formule est satisfaisable puisque
xo n’apparait ni dans ¢ ni dans E. En revanche,
AB,U{ntU{a}) = o ANE A 2o A g est
insatisfaisable.

— Sia=((pAl)Vzy) pour un certain I. Si m &

a, alors m £ | puisque m = . Prenons alors
B!, ={(pA-l)V-xp}. Puisque m |= g et m = 1
(et donc m [= =), P'unique formule de B/, est
satisfaite par m, et donc B/, U {p} est cohérent.
D’autre part, B, U{u}U{a} = {(pA-l)V -z }U
{zo} U{(@pAl)V-zo} est incohérent.

On a donc montré que s’il existe un ensemble E C
Lit(A) tel que ¢ A A\ E est satisfaisable et o A\ EA—g
est insatisfaisable, alors m |= B #yiq [

Réciproquement supposons que m = B xyiq 1. Au-
trement dit, supposons que pour tout a € B tel
que m [~ « il existe un sous ensemble B, C B
tel que B/, U {u} est cohérent et B! U {u} U {a}
est incohérent. Considérons o = —¢ A x¢ et prenons
E={l|((¢Al)V-zg) € B} Dune part, observons
que o ANEANzg = AN(BL,U{p}) et donc o A AE
est satisfaisable. D’autre part, o A A E A zg A —q =
NA(BL U{u}U{a}) et donc ¢ A A\ E A —q est insatis-
faisable.

Enfin, observons que la réduction est calculable en
temps polynomial. Le seul point critique est de choisir
m qui soit un modele de . Or ¢ est une formule de
Horn. 11 est donc possible de trouver un modele de ¢
en temps polynomial. On a donc finalement bien dé-
montré que MODEL-CHECKING (#yiq) est NP-complet
dans le cas des formules de Horn.

Pour cette stratégie extrémement prudente, contrai-
rement a la stratégie précédente, considérer la cardi-
nalité comme critere de maximalité rend le probleme
dans le cas propositionnel plus facile, puisqu’il se si-
tue dans une sous-classe de YoP. En effet, nous obte-

nons les résultats suivants pour les problemes MODEL-
CHECKING (*gsrw ) €t MODEL-CHECKING (¥pRSRW )-

Théoréme 4.5 Dans le cas général de la logique pro-
positionnelle,
— MODEL-CHECKING (*rsrw ) est dans O2P et est
coNP-difficile,
— MODEL-CHECKING (*prsrw ) est dans AP et
est coNP-difficile.

Preuve : Commengons par établir 'appartenance de
MODEL-CHECKING (*gsrw) & la classe ©3P. Soit B
une base de croyances et p une formule. On note k4.
la cardinalité maximale des sous-ensembles de B co-
hérents avec p. Pour décider si m est un modele de la
base révisée B*xrsrw U, il faut vérifier que pour toutes
les formules @ de B, dont I'interprétation m n’est pas
un modele, il existe au moins un sous-ensemble B/, de
B\ {a} cohérent avec p et de cardinalité égale & kypqz-
On peut donc utiliser 'algorithme suivant :

1. Vérifier que m = p
— sinon, on a m (= B xgsrw M
— si oui, continuer.

2. Calculer k0.

3. — Pour tout a € B telle que m }= o, existe-t-
il un sous-ensemble B/, C B\ {a} tel que :
B!, U{u} est cohérent et |Bl| = kmaz ?
— sioui, m = B *rspw K,
— sinon, m bé B *RSRW M-

Le calcul de ke, se fait par une recherche dicho-
tomique classique en posant des questions du type
“Fxiste-t-il un sous-ensemble de B cohérent avec i et
de taille supérieure ou égale a k ?”, et donc se fait par
un nombre logarithmique d’appels & un oracle NP.

La troisieme étape est réalisée en considérant toutes
les formules o € B en parallele, et donc requiert un
seul appel & un oracle NP (il suffit de deviner au plus
|B| couples (B, ms) ol B., est un sous-ensemble de
B\{a} avec |B.,| = kmaz, et M4 est une interprétation
telle que mq = A(Bg U{n})).

Au total nous obtenons un algorithme polynomial
qui utilise un nombre logarithmique d’appels a un
oracle NP, ce qui prouve bien que le probleme MODEL-
CHECKING(*psrw ) est dans ©-P.

Pour le probléme MODEL-CHECKING (*#prsgrw ), 1'al-
gorithme est similaire en considérant la trace au lieu
de la cardinalité. Le calcul de la trace des sous-bases
cohérentes maximale dans 'ordre lexicographique se
fait en calculant successivement (et non en parallele)
les composantes de cette trace strate par strate, par
des appels adaptatifs a un oracle NP. De ce fait le
nombre d’appels a l'oracle NP dépend du nombre de
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strates de la base de croyances, ’algorithme prouve
alors 'appartenance du probleme a la classe AsP.
Pour les bornes inférieures il suffit de montrer que
MODEL-CHECKING (*gsgw) est coNP-difficile. Nous
utilisons une réduction a partir du probléeme de 'in-
satisfaisabilité des formules propositionnelles. Etant
donné une formule ¢, considérons la base B = {¢ Ar},
la formule p = s et Pinterprétation m = {s} ou r et s
sont de nouvelles variables n’apparaissant pas dans .
Il est clair que Bxpspw it = @ ATASsou Bxgpspw it = S
selon que ¢ est satisfaisable ou non. Ainsi ¢ est insatis-
faisable si et seulement si m = Bxrsgw u. Cela prouve

la coNP-difficulté de MODEL-CHECKING (*gSrw )- |

Il est a noter que les bornes inférieure et
supérieure de complexité obtenues pour MODEL-
CHECKING(*gsrw) et MODEL-CHECKING (*pRrSRwW )
ne coincident pas et donc que la complexité exacte
de ces problemes reste ouverte. La complexité de ces
problémes quand ils sont restreints a des formules de
Horn est elle aussi ouverte.

Le tableau suivant récapitule les résultats de com-
plexité obtenus :

l Op. “ Log. prop. [ Horn ‘

Ginsberg || coNP-complet  [13, | P [13, Th. 17]
Th. 1]

Widtio 3o P-complet [13, | NP-complet, Th. 4.4
Th. 2]

RSRG coNP-complet, coNP-complet,
Th. 4.2 Th. 4.2

RSRW dans ©2P, coNP- | dans ©2P, Th. 4.5
difficile, Th. 4.5

PRSRG coNP-complet, coNP-complet,
Th. 4.2 Th. 4.2

PRSRW || dans A3P, coNP- | dans AzP, Th. 4.5
difficile, Th. 4.5

5 Travaux connexes

Il est bien connu que la révision de bases de
croyances et 'inférence non-monotone & partir d’une
base de croyances incohérente sont les deux faces d’une
méme piece [7]. En cas d’incohérence en présence d'une
nouvelle information, deux attitudes sont possibles :
soit réviser la base de croyances, soit définir une rela-
tion d’inférence non-monotone tolérant I'incohérence.
Dans [4] Cayrol, Lagasquie-Schiex et T. Schiex pré-
sentent une étude comparative de certaines relations
d’inférence syntaxique. Soit B une base de croyances,
< un pré-ordre total sur les formules de la base, et ¢
une formule propositionnelle, les relations d’inférence
sont définies de fagon synthétique par (B, <) [~P™ ¢
ou p € {I,INCL,LEX} représente le mécanisme
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de sélection de sous bases maximales cohérentes, de
sous-bases maximales cohérentes préférées pour 'in-
clusion ensembliste ou de sous-bases maximales cohé-
rentes préférées pour 'ordre lexicographique respec-
tivement et m € {V,3, ARG} représente la stratégie
d’inférence, universelle, existentielle ou argumentative
respectivement. L’étude comparative du point de vue
de la complexité est présentée dans le cas proposition-
nel et le cas de Horn, cependant elle porte sur le pro-
bléme d’inférence et non sur le probléme de vérification
de modéle. Par ailleurs, la stratégie d’intersection de
sous-bases maximales cohérentes n’est pas envisagée.

6 Conclusion

Lorsque 'on s’intéresse aux opérateurs de révision
de bases de croyances syntaxiques, on peut jouer sur
deux parameétres, le critere de maximalité des sous-
bases cohérentes et la stratégie pour exploiter les
sous-bases cohérentes maximales. Lorsque le critere
de maximalité est la cardinalité, nous avons rappelé
la définition de l'opérateur RSRG et nous avons dé-
fini un nouvel opérateur RSRW dont la stratégie re-
pose sur l'intersection des sous-bases cohérentes maxi-
males, puis nous les avons généralisés au cas de bases
de croyances stratifiées avec les opérateurs PRSRG et
PRSRW. Ces opérateurs sont les analogues des opé-
rateurs de Ginsberg et Widtio qui utilisent I'inclusion
ensembliste comme critere de maximalité.

D’une part nous avons d’abord établi la complexité
du probléme de vérification de modele pour 'opérateur
Widtio dans le cas du fragment de Horn, répondant
ainsi & une question laissée ouverte par Liberatore et
Schaerf [13].

D’autre part nous avons étudié dans quelle mesure
I'utilisation de la cardinalité comme critere de maxi-
malité de sous-bases maximales cohérentes (au lieu de
linclusion ensembliste) avait une influence sur la com-
plexité du probléme de vérification de modele. Lorsque
la stratégie considere toutes les sous-bases cohérentes
aussi plausibles les unes que les autres, 1'utilisation
de la cardinalité comme critere de maximalité n’a pas
d’influence sur la complexité du probleme de vérifica-
tion de modele dans le cas propositionnel. Cependant,
ce critere fait que la restriction aux formules de Horn
ne rend pas le probleme plus facile a traiter. En re-
vanche, lorsque la stratégie repose sur l'intersection
des sous-bases cohérentes maximales la complexité du
probleme de vérification de modele diminue.

Il semble alors assez naturel de s’interroger sur
I'impact de la cardinalité comme critére de maxima-
lité pour d’autres stratégies de révision de bases de
croyances, ce qui fera 'objet de futurs travaux.
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Résumé

Depuis quelques années, le probleme de I'agrégation
de systemes d'argumentation abstraits de Dung est étu-
dié. Plusieurs approches concernant I'agrégation ont été
proposées, aussi bien pour les opérateurs que pour les
propriétés. Ce papier décrit ces différentes approches et
propose de nouveaux opérateurs d'agrégation. Nous étu-
dions ces opérateurs a la lumiére des propriétés existantes
et montrons qu'ils ne satisfont pas beaucoup de proprié-
tés. Les conclusions de ce travail sont que, d’'une part,
aucun de ces opérateurs existants ne satisfait toutes les
propriétés, mais, d'autre part, certaines propriétés pro-
posées semblent trop fortes.

Abstract

The problem of aggregation within Dung's abstract
argumentation frameworks has been studied by several
researchers in recent years. Different aggregation ap-
proachs has been proposed as well as the properties
they should satisfy. This paper departs from existing ap-
proachs and proposes new aggregation operators. We
study these operators in light of the proposed proper-
ties and show that they do not satisfy a lot of proposed
properties. The conclusions are that, on one hand, none
of the existing operators seem fully satisfactory, but, on
the other hand, some of the properties proposed so far
seem also too demanding.

1 Introduction

[’argumentation est basée sur le principe d’interac-
tion et d’évaluation des arguments. La théorie d’ar-
gumentation de Dung [12] s’appuie sur la notion de
systeme d’argumentation représenté par un graphe bi-
naire. Ce systéeme prend en entrée un ensemble d’ar-
guments et une relation binaire qui exprime une no-
tion de contrariété (et plus particulierement d’attaque)
entre arguments. Le but étant de déterminer les en-
sembles d’arguments pouvant étre conjointement ac-
ceptés a partir d’un graphe.

Le changement dans les systemes d’argumentation
est un sujet de recherche tres actif depuis plusieurs
années, avec notamment le probléme d’évolution (ré-
vision) des systémes d’argumentation [5, 3, 1, 11, 2].
Cependant, il existe peu de travaux concernant 1’agré-
gation de systemes d’argumentation. Celui-ci s’avere
étre un probleme important pour les systémes multi-
agents : supposons que chaque membre d’un groupe
d’agents possede son propre systeme d’argumentation,
représentant ses croyances, le probléme est de définir
un systeéme d’argumentation (social) qui représente les
croyances du groupe. C’est une question importante
en soi, mais également parce que le résultat peut étre
considérée comme la résultante d’un processus de né-
gociation idéal, vis-a-vis duquel il est possible d’évaluer
les résultats obtenus par des protocoles de négociation
réels [4].

La majeure partie des travaux propose de nouveaux
opérateurs d’agrégation [7, 20, 6, 15]. Dans cet article,
nous nous focalisons sur les opérateurs conformes au
cadre de Dung, ce qui signifie qu’ils doivent prendre, en
entrée, un ensemble de systemes d’argumentation abs-
traits classiques, et retourner soit un systeme d’argu-
mentation abstrait (ou plus généralement un ensemble
de systémes d’argumentation), soit un ensemble d’ex-
tensions. C’est pourquoi certaines méthodes, telles que
celle proposées par Gabbay et Rodrigues [15], retour-
nant un ensemble ordonné d’arguments, ne sont pas
prises en compte.

Une contribution intéressante est le travail effectué
par Dunne et al. [14], ou les auteurs définissent plu-
sieurs propriétés “de rationalité” dédiées a ce type de
méthodes d’agrégation sans, pour autant, vérifier si les
opérateurs existants les satisfont.

C’est justement ce que nous proposons dans cet ar-
ticle. Nous vérifions quelles propriétés sont satisfaites
par les opérateurs d’agrégation existants de la littéra-
ture. Nous proposons également une nouvelle méthode
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d’agrégation basée sur les WAF (Weighted Argumen-
tation Frameworks) [13, 8]. Dans ces travaux, une des
interprétations possibles a I’ajout de poids sur les at-
taques est qu’ils représentent le nombre d’agents en
accord avec cette attaque. Nous regardons donc com-
ment formaliser cette idée afin de définir de nouveaux
opérateurs d’agrégation.

Les conclusions de ce travail sont que, d’un coté,
aucuns des opérateurs existants ne semble totalement
satisfaisant, mais, d’'un autre coté, certaines proprié-
tés proposées paraissent trop fortes. Des travaux sont
donc encore nécessaires a la fois dans 1’élaboration de
nouveaux opérateurs et dans 1’étude des propriétés.

Le papier est organisé comme suit. Dans la section
suivante, nous fournissons ’état de ’art requis sur les
systemes d’argumentation. Les sections 3 et 4 sont,
respectivement, des rappels sur les weighted argumen-
tation frameworks et les opérateurs d’agrégation exis-
tants. Dans la section 5, nous étudions les propriétés de
ces opérateurs. Dans la section 6, nous vérifions quelles
propriétés sont satisfaites par les opérateurs existants.
Dans la section 7, nous proposons une nouvelle mé-
thode d’agrégation (plus précisément trois variantes),
et étudions ses propriétés. Enfin, dans la section 8,
nous résumons et discutons des résultats obtenus avant
de conclure en section 9.

2 Préliminaires

Dans cette section, nous rappelons brievement
quelques éléments clés sur les systemes d’argumenta-
tion abstraits proposés par Dung [12].

Définition 1 Un systéme d’argumentation (AF)
est un couple F = (A, R) ot A est un ensemble fini
d’entités abstraites appelées arguments et R une re-
lation binaire sur A, i.e. R C A x A, appelée relation
d’attaque. Un ensemble d’arguments S C A attaque
un argument b € A, si 3a € S, tel que (a,b) € R.
Pour un systéme d’argumentation F = (A, R), notons
Arg(F) = A et Att(F) = R.

L’objectif est de déterminer les ensembles d’argu-
ments qui peuvent étre conjointement acceptés. Intro-
duisons d’abord les notions d’ensemble sans conflit et
d’acceptabilité :

Définition 2 Soit F = (A, R) un systéme d’argumen-
tation. Un ensemble S C A est sans-conflit ssi il
ne contient pas deux arguments a,b € S tels que
(a,b) € R. Un argument a € A est acceptable pour
un ensemble d’arguments S ssi pour chaque argument
be A, si(bya) € R, alors b est attaqué par S.
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Un ensemble d’arguments est admissible quand il
est sans conflit et que chacun de ses arguments est ac-
ceptable pour cet ensemble. Afin de déterminer le sta-
tut d’acceptation de chaque argument, Dung propose
plusieurs sémantiques d’acceptabilité qui définissent
des ensembles d’arguments - appelés extensions -
pouvant étre acceptés conjointement. Dans cet article,
nous nous focalisons sur ces sémantiques, VS C A :

S est une extension compléte de F ssi c’est un
ensemble admissible et tous les arguments, qui
sont acceptables pour S, appartiennent a S.

— S est une extension préférée de F ssi c’est un
ensemble admissible maximal pour I'inclusion.
S est une extension stable de F ssi ¢’est un en-
semble admissible maximal pour l’inclusion et
attaque tous les arguments qui n’appartiennent
pas a S.

— S est une extension de base (ou grounded) de
F ssi c’est le plus petit point fixe de la fonction
caractéristique de F (H : 24 — 24 avec H(S) =
{a | a est acceptable pour S}).

Notons &, (F) I'ensemble des extensions de F pour les
sémantiques 0 € {comp(lete), pref(érée), sta(ble),
gr(ounded)}.

Définissons, maintenant, le statut d’acceptabilité de
chaque sous-ensemble d’arguments. Un argument a est
sceptiquement accepté ssi il existe au moins une ex-
tension et a appartient a toutes les extensions. Un ar-
gument est crédulement accepté ssi il appartient a
au moins une extension. Notons sa,(F') (respective-
ment ca, (F)) ensemble des arguments sceptiquement
(resp. crédulement) acceptés dans F.

3 Weighted Argumentation Frameworks

Dans cette partie, nous nous intéressons a une ex-
pansion des systéemes de Dung auxquels on ajoute un
poids sur les attaques [13, 8, 9].

Définition 3 Un Weighted Argumentation Frame-
work est un triplet WF = (A, R,w) ot (A, R) est un
systeme d’argumentation de Dung, et w : A x A = IN
est une fonction qui associe un entier naturel a chaque
attaque (i.e. w(a,b) > 0 ssi (a,b) € R), zéro sinon (i.e.
w(a,b) =0 ssi (a,b) ¢ R).

Notons WF le systéme d’argumentation standard
correspondant au WF obtenu en retirant les poids, i.e.
si WF = (A, R,w) alors WF = (A, R). Nous mon-
trons, plus tard, comment utiliser les WAF afin d’agré-
ger plusieurs AF. Dans ce but, commencons par rap-
peler deux méthodes existantes visant a exploiter les
poids d'un WAF : les relazing extensions et les best
extensions.
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3.1 Relaxing Extensions

A Dorigine, les WAF ont été introduit dans le but
de garantir I'obtention d’extensions non-triviales [13].
L’idée est de supprimer certaines attaques afin de
rendre les extensions non-triviales. Les définition sui-
vantes ont été définis par Coste-Marquis et al. [9] :

Définition 4 Une fonction d’agrégation & est une
fonction de IN™ vers IN telle que :
— six; >k, alors

D(T1y s Tiy ey ) > B(X1, .o, Xy Ty)
— ®(x1,...,2n) =0 ssi pour tout i, x; =0
— &(z) = =.

Définition 5 Soient WF = (A, R, w) un weighted ar-
gumentation framework, ® une fonction d’agrégation
et o une sémantique. L’agrégation des poids sur les
attaques pour un ensemble S C R est wg(S,w) =
®@(a,p)esw(a,b).

La fonction Sub(R,w,B) retourne 'ensemble des sous-
ensembles de R dont le poids total n’excéde pas [ :
Sub(R,w,8) = {S | S C R et wg(S,w) < S}.
L’ensemble des relaxing extensions (Jg—e:ﬂtensions)
de WF, noté ELP(WF), est défini comme suit :
5§’B(<A7R7w>) = {E € 80(<A,R\S>) | S €
Sub(R,w, 8)}.

Contrairement aux ensembles de Dung ou il existe
une extension de base unique, il est possible d’en ob-
tenir plusieurs en utilisant les relaxing extensions. De
plus, il existe des cas ou l’ensemble vide est présent
dans ’ensemble des relaxing extensions, ce qui peut
poser probleme lors de 'utilisation de l'inférence scep-
tique. La définition suivante permet de supprimer cet
ensemble vide de l’ensemble des extensions tout en
choisissant la valeur de 3 la plus intéressante, ce qui re-
vient & prendre la plus petite valeur permettant d’ob-
tenir une extension non-triviale (pour la sémantique
choisie) :

Définition 6 Etant donné un weighted argumenta-
tion framework WAF = (A, R,w), une sémantique o
et une fonction d’agrégation ®, l'ensemble des og-
extensions du WAF, noté E2(WF) est défini comme
ED((A, R,w)) = ESP((A, R,w)) oul :

— E®B((A,R,w)) est non-trivial?,

— 1l n’existe pas de 8’ < B tel que 5}?75,((14, R, w))

est non-trivial,
— Pour un ensemble £ d’extensions, £ = & \ {0}.

1. Nous ajoutons une troisitme condition comparé a [9], afin
de directement encoder I'inférence sceptique non-triviale.

2. Un ensemble d’extensions est non-trivial s’il existe au
moins une extension non-triviale.

3.2 Best Extensions

En général, un systeme d’argumentation peut ad-
mettre un nombre important d’extensions pour une
sémantique donnée. En utilisant les WAF, Coste-
Marquis et al. [8] montrent qu’il est possible de ti-
rer avantage des poids sur les attaques, afin de sélec-
tionner les extensions pouvant le mieux se défendre
elles-mémes. Ce processus consiste, dans un premier
temps, a calculer puis a comparer les scores obtenues
par chaque extensions :

Définition 7 Soit WAF = (A, R,w) un weighted ar-
gumentation framework. Soient E et F deux exten-
sions de W F pour une sémantique donnée o et & une
fonction d’agrégation. La ®-attaque de E vers F est :
Se(E — F) = @uepperw(a,b). Alors E >g F ssi
Se(F = F) > S¢(F = E).

Une fois les scores calculés, Coste-Marquis et al. [8]
proposent quatre fagons intuitives d’exploiter 1'ordre
>g afin de sélectionner les meilleures extensions. Par
rapport a la définition originale, nous ajoutons un pa-
rametre qui nous sera utile afin de définir de nouveaux
opérateurs d’agrégation dans la section 7.

Définition 8 Soient WF un weighted argumentation
framework et X un ensemble tel que Vx € X, © C
Arg(WF). Soit @ une fonction d’agrégation. Alors :
— best? (X,WF) ={FE € X | }JE' € X,E' >4 E}
— best (X, WF) = argmazgex|{E' € X | E >4
B}
— besty (X, WF) = argmazgex|{E' € X | E >4
E'Y - {E' € X | E' >¢ E}|
— best? (X, WF) = argmarpex KSq(E),
avec KSo(E) = mingex p25(Se(E — E'))

Définition 9 Soient WF un weighted argumentation
framework et ® une fonction d’agrégation. Alors,
Vi € {1,2,3,4}, best?®(WF) = best? (E,(WF), WF).

La premiere regle sélectionne les extensions qui ne
sont jamais battues par d’autres extensions. Cette mé-
thode peut retourner I’ensemble vide comme résultat,
ce qui n'est pas le cas des autres fonctions. La se-
conde approche sélectionne les extensions en comptant
celles qui battent le plus d’autres extensions. La troi-
sieme reégle est similaire a la régle de Copeland [18],
car le score d'une extension F correspond a la diffé-
rence entre le nombre d’extensions battues par E et
le nombre d’extensions qui battent E. Enfin, la der-
niere regle sélectionne les extensions ayant obtenues le
score minimal le plus élevé contre d’autres extensions.
Cette regle est étroitement liée a la regle de vote de
Kramer-Simpson [19, 17].
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4 QOpérateurs d’Agrégation

Certains opérateurs d’agrégation de systemes d’ar-

gumentation [7] se sont inspirés des opérateurs de
fusion en logique propositionnelle [16]. Le but étant
de sélectionner les systéemes d’argumentation étant les
plus proches possibles de la position du groupe, en uti-
lisant une notion de distance entre ces systémes d’ar-
gumentation et le profil du groupe.
A partir de maintenant, nous faisons ’hypothese que
tous les systéemes d’argumentation sont définis sur le
méme ensemble d’arguments® X. Notons AF l’en-
semble de tous les systeémes d’argumentation définis
a partir de X.

Définition 10 Soient p = (AFy, ..., AF,) un pro-
fil, d une distance entre AF, et ®& wune fonction
d’agrégation. L’opérateur d’agrégation A;e est dé-
fini comme suit : NS ((AFy,...,AF)) = {AF €
AT | AF minimise @}, d(AF, AF;)}.

La distance utilisée dans l'article de Coste-Marquis
et al. est edit distance (de), qui est équivalente, dans
notre cas, a la cardinalité de la différence symétrique
entre les deux relations d’attaque. Les exemples ty-
piques de fonction d’agrégation sont la somme (%) et
le leximax. Nous nous focaliserons sur ces deux fonc-
tions dans la suite de I'article.

Inspirés des méthodes de vote, d’autres opérateurs
d’agrégation ont été définis par Tohmé et al. [20] avec,
en particulier, la méthode qualified voting :

Définition 11 Soient p = (AFy,..., AF,) un pro-
fil et U C {AF,...,AF,}. Qualified voting est dé-
finie par QV((AFy,...,AF,)) = (A,R), ot A est
l'ensemble des arguments utilisés par les agents, et
R = {(a,b) | a,b € A et |{AF; : (a,b) € Att(AF;)}|
> mar(|[{AF; : (b,a) € Att(AF)}|,|[{AF; : (a,b) ¢
Att(AF;) et (b,a) ¢ Att(AF;)}|) etU C {AF; | (a,b) €
At(AF)}}.

5 Propriétés des Fonctions d’Agrégation

Dunne et al. [14] proposent plusieurs propriétés
rationnelles visant a caractériser l'agrégation d’un
ensemble de systémes d’argumentation. Ces propriétés
sont basées sur ’adaptation des propriétés provenant
de la théorie de choix social au cadre des systeémes
d’argumentation.

Rappelons que A représente l’ensemble de tous

3. Nous simplifions les définitions des AF en entrée par rap-
port aux systémes d’argumentation partiels définis par Coste-
Marquis et al. [7]. Ces systémes permettent de représenter I’igno-
rance d’un agent sur le fait qu’une attaque existe ou non, mais
nécessitent une étape préliminaire pour ’agrégation.
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les systemes d’argumentation définis a partir d’un
ensemble (fini) d’arguments et nous supposons que
tous les agents possedent le méme ensemble d’ar-
guments. Notons A l'ensemble de tous les agents.
Une fonction d’agrégation v est définie par v : AF"
— ATF. Notons F = (F1,...,F,) un tuple de AF".
Sauf indication contraire, toutes les propriétés sont
définies VE € AF".

Anonymat. La fonction d’agrégation v est anonyme
si, pour toutes permutations II(AF) en entrée, la
fonction retourne le méme systeme d’argumentation.

(ANO) VE' e TI(F) : y(F) = ~(F")

Non-Trivialité. Un systeme d’argumentation est
considéré comme non-trivial, pour une sémantique
o, s’il possede au moins une extension non-vide :
IE-(F)] = 1et E,(F) # {0}. Notons AFynr, l'en-
semble des systemes d’argumentation non-triviaux
pour une sémantique o. La fonction d’agrégation -~
est o-fortement non-triviale si ’AF en sortie est
toujours non-trivial : .

(0-SNT) 2(F) € APz,

La fonction d’agrégation v est o-faiblement non-
triviale si, quand tous les systemes d’argumentation
en entrée sont non-triviaux, alors ’AF en sortie est
non-trivial :

(0-WNT) VE € AFRp :y(F) € AFNT,

Décisive. Un systeme d’argumentation est décisif,
pour une sémantique o, s’il possede exactement une
extension non-vide : |E,(F)| = 1et E(F) # {0}.
Notons AFp_ l'ensemble des systemes d’argumen-
tation décisifs pour une sémantique o. La fonction
d’agrégation ~ est o-fortement décisive si 'AF en
sortie est toujours décisif :

(o-SD) A(F) € AFp,

La fonction d’agrégation v est o-faiblement déci-
sive si, quand tous les systéemes d’argumentation en
entrée sont décisifs, alors ’AF en sortie est décisif :
(0-WD) VEF € AF}, :~y(F) € AFp,

Unanimité. Cette propriété spécifie que si tous
les agents sont unanimes sur un aspect du domaine
(extensions, attaques, ), pour une sémantique o,
alors cette unanimité doit étre reflétée dans le systeme
d’argumentation de sortie.

e Attaque unanime concerne les attaques :

(UA) N Att(Fy) C Att(y(F))
k=1

e g-unanime concerne les extensions :

(o-U) kol E(Fr) C Ex(v(F))

e cay-unanime concerne l'inférence crédule :
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n

N can(Fy) € car(1(F))
k=1
e sa,-unanime concerne 'inférence sceptique :

(s0,-U) ,ﬁ sap(Fy) C sao(1(F))

(cas-U)

Majorité. Si une stricte majorité d’agents sont d’ac-
cord sur un aspect du domaine, alors cette majorité
doit étre reflétée dans le systeme d’argumentation de
sortie.
e Attaque majoritaire concerne les attaques :
(MAJ-A)

({F; : a € Att(Fy)}| > &) = a € Att(y(F))
e g-majoritaire concerne les extensions :
(0-MAJ) .

({Fi: S €& (Fi)} > 5) = S € &(y(F))
® cay-majoritaire concerne l'inférence crédule :
(cas-MAJ) K

({Fi : z € cao(Fy)}| > §) = = € cas(y(F))
e sa,-majoritaire concerne 'inférence sceptique :
(sa,-MAJ) R

({F; sz € sa(Fy)}| > §) = = € sas(y(F))

Fermeture. Cette propriété stipule que la fonction
d’agrégation ne doit rien inventer, i.e. si elle produit
un aspect du domaine quelconque en sortie, alors cet
aspect doit étre obligatoirement présent en entrée.

e Fermeture dit que le graphe de sortie doit corres-
pondre exactement & un des graphes d’entrée :
(CLO) Ji e N : Att(y(F)) = Att(Fy)

o Attaque fermée concerne les attaques :

(AC)  Att(y(F)) C Att(F)) U ... U Att(F,)
e g-fermeture concerne les extensions :

(0-C) VS € £,(v(F): S e U &(F)

e ca,-fermeture concerne l’inférenkc:elcrédule :
(can-C) Vi € cag(y(F)) : x € Lnj caq (Fy)
e sa,-fermeture concerne l’inféren(]:ce: éceptique :

(sa,-C) Vi € sag(y(F)) : z € kLZJ1 saq (Fy)

Tohmé et al. [20] proposent également plusieurs
propriétés inspirées de la théorie de choix social
permettant la caractérisation des bons opérateurs
d’agrégation. Ils proposent une propriété, appelée Pa-
reto condition, qui correspond exactement a Attaque
unanime (UA), et une propriété de non-dictateur, qui
est satisfaite par tout opérateur d’agrégation raison-
nable. Les deux autres propriétés sont les suivantes :

Réponse positive. Cette propriété dit que le fait
d’augmenter le nombre d’agents en accord avec une
attaque ne doit pas diminuer les chances que cette
attaque apparaisse dans ’AF de sortie :

(PR) Soient F' et F’ deux profils de AF". Si {F; €

F'| (a,b) € Att(F,)} C {F] € F" | (a,b) € Att(F})}, et
(a,b) € Att(y(F)), alors (a,b) € Att(y(E"))

Indépendance des alternatives non-pertinentes.
La décision qu'une attaque existe ou non en sortie
doit uniquement prendre en compte les attaques entre
ces deux arguments dans les AF en entrée :

(ITA) Soient F et F’ deux profils de AF"™. Si
(Vi (a,b) € Ati(F;) ssi (a,b) € Att(F})), alors
((a,b) € Att(y(F)) ssi (a,b) € Att(y(EF"))})

Ce n’est pas mentionné dans [20] mais il est facile
de montrer que PR implique ITA :

Proposition 1 Réponse positive implique Indépen-
dance des alternatives non-pertinentes.

Une propriété basique nous semble manquante
parmi celles déja proposées : il s’agit d’une propriété
d’identité. Si on a une unique entrée (éventuellement
dupliquée un certain nombre de fois), le résultat doit
étre identique a lentrée (nous ne contraignons pas le
cas ou I'entrée est triviale, car dans ce cas, il peut étre
intéressant de résoudre cette trivialité) :

e Attaque Identité concerne les attaques :

(A-ID) Att(y(F, ..., F)) = Att(F)

e g-Identité concerne les extensions :

(0-ID) VF € AFny, : Eo(y(F,..., F)) =&,(F)

e ca,-Identité concerne l'inférence crédule :
(cas-ID) VF € AF N7, : cas(y(F, ..., F)) = cax(F)
e sa,-Identité concerne l'inférence sceptique :
(sas-ID) VF € AF N, : sax(Y(F, ..., F)) = sax(F)
Ces quatres propriétés peuvent étre vue comme un cas
particulier de la propriété d’unanimité. Dans le cas
ol l'on fusionne un unique systeme d’argumentation
(qui correspond aux croyances d’un agent) alors la pro-
priété stipule que I'opérateur ne doit pas changer cet
AF. Méme si cette propriété semble assez intuitive, elle
n’est cependant pas respectée par toutes les méthodes
d’agrégation.

6 Propriétés des Opérateurs Existants

Commengons par vérifier quelles sont les propriétés
satisfaites par les opérateurs d’agrégation de Coste-
Marquis et al. [7]. Rappelons que les propriétés intro-
duites par Dunne et al. sont définies pour un unique
AF en sortie, alors que ces opérateurs peuvent en re-
tourner plusieurs. Nous généralisons donc les proprié-
tés de la section précédente comme suit : au lieu de
déterminer si une propriété est satisfaite pour I'unique
AF en sortie, on demande que cette propriété soit sa-
tisfaite pour tous les AF en sortie. En suivant ce rai-
sonnement, il est possible de généraliser tres simple-
ment une grande partie des propriétés a ’exception de
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la propriété ITA. Si on ajoute cela au fait que PR im-
plique ITA, nous décidons de ne pas considérer cette
propriété par la suite.

Proposition 2 A% satisfait Anonymat (ANO), les
propriétés d’Identité (A-ID, o-ID, ca,-ID, sa,-ID),
les propriétés d’Attaque unanime (UA), Attaque ma-
joritaire (MAJ-A), Attaque fermée (AC) et Ré-
ponse positive (PR) pour toutes sémantiques o €
{comp, pref, sta,gr}. Les autres propriétés ne sont pas
satisfaites.

Vérifions maintenant s’il y a plus de propriétés sa-
tisfaites quand le leximax est utilisé comme fonction
d’agrégation.

Proposition 3 Alf*imar satisfait Anonymat (ANO),
les propriétés d’Identité (A-ID, o-ID, ca,-ID, sa.-
ID), les propriétés d’Attaque unanime (UA), attaque
fermée (AC) et Réponse positive (PR) pour toutes sé-
mantiques o € {comp,pref,sta,gr}. Les autres pro-
priétés ne sont pas satisfaites.

Enfin, regardons quelles propriétés sont satisfaites
par la méthode qualified voting [20].

Proposition 4 QV satisfait gr-faiblement non tri-
viale (gr-WNT), gr-faiblement decisive (gr-WD), At-
taque fermée (AC) et Réponse positive (PR). Les
autres propriétés ne sont pas satisfaites.

7 Utilisation des WAF pour I'Agrégation
d’AF

Dans cette section, nous proposons trois nouvelles
méthodes d’agrégation basées sur les WAF. Quand les
WAF ont été introduit [13, 8, 9] une des interpréta-
tions possibles concernant les poids sur les attaques
est qu’ils peuvent représenter le nombre d’agents en
accord avec cette attaque. Nous utilisons donc cette
interprétation afin de définir des opérateurs d’agréga-
tion d’AF tout en utilisant les techniques développées
pour les WAF en section 3.

7.1 FUS4y;

Un premiere méthode, notée FUSg,;, consiste a
prendre en entrée un ensemble de systeme d’argumen-
tation de Dung (représentant les croyances de chaque
agent), afin de les fusionner pour obtenir un Weighted
Argumentation Framework (WAF). Puis, & partir de
ce WAF, nous appliquons une des quatre méthodes
best (voir section 3.2) afin d’obtenir, en sortie, un
ensemble d’extensions représentant le résultat de cette
fusion.
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Définition 12

best?® o~ o,® ~
FUS,,," (AF) = best]"” (waf(AF))
ot waf(AF) = (A, R,w), avec :
— A=X,
— R = U?:l Ri7

— et w(a,b) = |{AF; € AF | (a,b) € R;}|.

Notons que la construction du waf(AF) est exac-
tement la méme que celle proposée par Cayrol et
Lagasquie-Schiex [6] si on normalise le poids sur les
attaques. Cependant, dans [6], rien n’est dit & propos
de T'utilisation possible de ce WAF. Nous proposons
d’utiliser les méthodes best afin de trouver les meilleurs
extensions possibles.

Vérifions maintenant quelles propriétés sont satis-
faites par FUS4y. 1l est important de noter que ces
opérateurs retournent un ensemble d’extensions. Par
conséquent, certaines propriétés, basées sur les at-
taques, telles que Attaque unanime (UA), Attaque
majoritaire (MAJ-A), Fermeture (CLO), Attaque fer-
mée (AC), Attaque Identité (ID-A) et Réponse po-
sitive (PR) ne sont pas applicables dans ce cadre.
Nous rappelons également que nous nous focalisons
sur les sémantiques principales définies par Dung :
o € {comp,pref,sta,gr}. Enfin, concernant les mé-
thodes best, nous choisissons d’étudier les quatres mé-
thodes proposées utilisant la somme et le max comme
fonction d’agrégation (& € {X, max}).

Proposition 5 Soient o € {comp,pref, sta,gr} une
sémantique et & € {X, max} une fonction d’agréga-
tion. FUS 4y satisfait Anonymat (ANO) et les pro-
priétés gr-Identité (gr-ID), cag,-Identité (caq.-ID) et
sagr-Identité (sag,-ID) quelle que soit la méthode best
utilisée. Les autres propriétés ne sont pas satisfaites.

Une des propriétés non satisfaites est la propriété
de non-trivialité, mettant en avant le fait que FUS4y
ne garantit pas toujours de retourner un résultat non-
trivial, méme si les AF en entrée sont tous non-
triviaux.

7.2 FUSA”NT

Une solution permettant de satisfaire la non-
trivialité, et donc d’assurer I'obtention d’un ensemble
d’extensions de W F non-nul, est d’utiliser les relazing
extensions [9].

Définition 13

U,bcst?,@

FUST v (AF) = best? (€2 (waf (AF), wa f(AF)))

ot waf(AF) = (A, R,w), avec :
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— A=X,
* R:U?:1Rif
— et w:w(a,b) = |{AF, € AF | (a,b) € R;}|.

Concernant la fonction d’agrégation utilisée pour les
relazing extensions, nous nous focalisons uniquement
sur la somme (® = X).

Proposition 6 Soient o € {comp,pref,sta,gr} une
sémantique, ® € {3, max} et ® = ¥ deux fonctions
d’agrégation. FUS oyt satisfait Anonymat (ANON),
o-fortement non-triviale (c-SNT), o-faiblement non
triviale (c-WNT) ainsi que les propriétés gr-Identité
(gr-ID), cag,-Identité (cag,-ID) et sag,-Identité (sag,-
ID) quelle que soit la méthode best utilisée. Les autres
propriétés ne sont pas satisfaites.

Cet opérateur est intéressant dans le cas ou 1’on veut
prendre en considération toutes les attaques données
par les agents. Cependant, le résultat ne représente pas
toujours 'opinion de la majorité. Par exemple, suppo-
sons qu’en entrée nous ayons neuf AF avec A = {a,b}
et R = {} et un AF avec les mémes arguments mais
R = {(a,b)}. Si on fusionne ces dix AF en utilisant un
des deux opérateurs d’agrégation proposés précédem-
ment, alors 'attaque (a, b), proposée seulement par un
agent, sera présente dans le systeme résultant. Cela va
clairement a l’encontre de l’opinion exprimée par la
majorité.

7.3 FUSyu,n7

Afin de contrer ce probleme d’agent « isolé » (ou
d’une minorité d’agents), une solution possible est
d’utiliser la majorité lors de la construction du weigh-
ted argumentation framework. En effet, au lieu de re-
présenter, dans le WAF, toutes les attaques ayant au
moins un agent en accord avec elle, nous sélectionnons
les attaques étant acceptées par une majorité stricte
d’agents.

Définition 14
® ~ —_— ~
FUS] i (AF) = best? (€ (mw f(AF), mw f(AF)))

ot mwf(AF) = (A, R,w), avec :
— A=2X,
— R={(a,b) | {AF; | (a,b) € Att(AF;)} > 5},
— et wla,b) = |{AF; € AF | (a,b) € R;}| si
(a,b) € R, et =0 sinon.

De la méme facon que pour les autres méthodes,
vérifions quelles sont les propriétés satisfaites par la
méthode FUS]VIajNT'

Proposition 7 Soient o € {comp,pref,sta,gr} une
sémantique, & € {X,max} et ® = X deux
fonctions d’agrégation. FUSpraiNT satisfait Anony-
mat (ANON), o-fortement non-triviale (o-SNT),o-
faiblement non-triviale (o-WNT) et les propriétés
gr-Identité (gr-ID), cag.-Identité (cagyr-ID) et sag,-
Identité (sagr-ID) quelle que soit la méthode best uti-
lisée. Les autres propriétés ne sont pas satisfaites.

Il est important de noter que malgré le fait d’uti-
liser la majorité lors de la construction du WAF,
les propriétés de majorité ne sont pas satisfaites par
FUSMajNT-

8 Discussion

La Table 1 résume les propriétés satisfaites par
toutes les méthodes d’agrégation étudiées dans cet ar-
ticle. Une croix x signifie que la propriété n’est pas
satisfaite, le symbole v signifie que la propriété est sa-
tisfaite pour toutes les sémantiques (gr, comp, sta et
pref), v'7 signifie que la propriété est satisfaite par la
sémantique o, et le symbole — signifie que la propriété
n’est pas applicable a I'opérateur (car le type de retour
de l'opérateur n’est pas compatible avec la contrainte
établie par la reégle).

‘ Properties ‘ A%, ‘ plpwimaz ‘ Qv ‘ FUSau ‘ FUSauntT ‘ FUSMmajNT
ANON v v X v v v
o-SNT ‘ X X X X ‘ v ‘ v
o-WNT X X v X v '

o-SD X X x X X X
o-WD X X v X X X

UA v v X - - -

o-U X X X X X X
cap-U X X X x X X
sa,-U X X X X X X

MAJ-A v X X -

o-MAJ X X X X X X
ca-MAJ X X X X X X
sas-MAJ X X X X X X

CLO X X X -

AC v v v -

o-C X X X x X 3
caqs-C X X X X X X
sas-C X X X X X X
A-ID v v X -
o-1D v v X v v v

caq-1D v v X var v v
saq-1D v v X v v v
PR v v ' -

TABLE 1 — Propriétés satisfaites par les opérateurs
d’agrégation étudiés

Il est clair que peu de propriétés sont satisfaites
par les opérateurs d’agrégation existants. Deux expli-
cations (non-exclusives) sont possibles : soit les opé-
rateurs existants ne sont pas satisfaisant du coté des
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propriétés de rationalité, soit les propriétés sont trop
fortes. Nous sommes d’avis que les deux sont vraies
dans une certaine mesure; cela signifie qu'une étude
plus approfondie est nécessaire a la fois dans la défini-
tion d’un ensemble de propriétés rationnelles qui cap-
ture plus adéquatement le comportement souhaitable
d’un opérateur d’agrégation, mais que ’on doit égale-
ment tenter de définir de meilleurs opérateurs d’agré-
gation de systemes d’argumentation.

Commengons par argumenter sur le fait que certaines
propriétés sont trop fortes. Pour cela, nous utilisons
un contre-exemple simple et intuitif qui contredit pas
moins de neuf propriétés.

Exemple 1 Soient AFy, AF, et AFj3 trois sys-
temes d’argumentation, représentés sur la Figure 1,

possédant tous la méme (unique) extension com-
pléte/préférée/stable/de base : {a,c,d,e}.

OO O ® OO @
Do To OO0

APy AF,
Résultat de I'agrégation souhaité :

- O
@ ©

FIGURE 1 — Exemple contredisant les propriétés de
majorité, d’'unanimité et de fermeture

Ce résultat peut paraitre, a premiere vue, illogique
si on regarde les extensions obtenues (et de ce fait les
arguments acceptés). En effet, chaque AF; possédant
la méme extension {a,c,d,e}, on pourrait s’attendre a
voir cette extension comme étant le résultat de 'agré-
gation. Cependant, en regardant plus attentivement
cet exemple, on remarque que cette méme extension
est obtenue pour des raisons différentes. Chaque agent
posséde une raison (argument) pour rejeter b, mais
cette attaque est contestée par tous les autres agents,
ce qui peut étre considéré comme une erreur pour cet
agent. Il semble donc plus naturel de rejeter toutes les
attaques de b du résultat de I’agrégation, ce qui a pour
conséquence d’obtenir ’extension {b,c,d,e} a la place
de {a,c,d,e}. De plus, ce résultat est obtenu en utilisant
la méthode majoritaire (vote majoritaire sur la rela-
tion d’attaque) : tous les AF; sont d’accord sur le fait
que b attaque a, alors que toutes les autres attaques ne
possedent au maximum qu’un agent qui les supporte.
C’est notamment le résultat obtenu en utilisant 1’'opé-
rateur FUSyq5nT. Néanmoins, ce raisonnement va a
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I’encontre des propriétés d’unanimité, de majorité et
de fermeture liées aux extensions et aux arguments
acceptés sceptiquement /crédulement 4. Donc si le ré-
sultat proposé dans l’exemple est jugé désirable, les
seules propriétés qui ne semblent pas problématiques
sont celles basées sur les relations d’attaque entre ar-
guments.

Nous voulons insister sur le fait que, sur cet exemple,
uniquement trois systéemes d’argumentation sont utili-
sés, mais il est possible de le généraliser a 100 agents
(et 102 arguments) soutenant tous que b attaque a, et,
pour chaque agent i, il existe une seule attaque sup-
plémentaire entre un argument a; et b (qu'il est le seul
a posséder). Dans ce cas, la notion de quasi-unanimité
(tous les agents sauf un sont contre les autres attaques)
est beaucoup plus flagrante.

Les propriétés décisives (0-WD et 0-SD) semblent
également trop fortes car elles vont a I’encontre de la
plupart des sémantiques retournant un ensemble d’ex-
tensions (et sont triviales pour celles qui acceptent au
plus une extension), ¢’est pourquoi nous proposons de
ne pas les inclurent dans la liste des propriétés de base.

Fondamentalement, nous pensons que les propriétés
proposées sont plus ou moins des traductions directes
des propriétés provenant de la théorie de choix social.
Cela représente en soi une premiere étape importante.
Cependant, les systemes d’argumentation possedent
une structure plus importante que les ensembles de
candidats utilisés dans les problemes de vote, et cette
structure doit étre prise en considération. Nous soute-
nons que ces spécificités structurales invalident la plu-
part des propriétés provenant de la théorie de choix
social. Cela ne veut pas dire qu’elles sont sans intérét,
puisqu’elles peuvent étre utilisées afin de caractériser
certaines méthodes d’agrégation (il est possible que
certaines méthodes les satisfassent), cependant elles
ne peuvent étre considérées comme absolument néces-
saires.

Les lignes grisées dans la Table 1 contiennent les pro-
priétés que nous jugeons indispensables lorsque 1’on
se concentre sur la relation d’attaque. Notons égale-
ment qu’aucune des méthodes existantes ne satisfait
pleinement 1’ensemble des propriétés souhaitées. Cela
signifie que la définition de bons opérateurs d’agréga-
tion est encore nécessaire. De plus, I'exemple 1 permet
de mettre en avant certaines incompatibilités entre
les propriétés de rationalité d’agrégation de systemes
d’argumentation basées sur les extensions et celles ba-
sées sur les attaques. Les deux approches étant raison-
nables, la définition de deux ensembles de postulats,
I'un basé sur les extensions et ’autre sur les attaques,
semble plus appropriée.

4. o-MAJ, car-MAJ, sax-MAJ, 0-U, cas-U, sas-U, CLO,
0-C, cas-C, and sas-C
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9 Conclusion

Dans cet article, nous avons d’abord décrit les tra-
vaux existants ol les auteurs proposent des méthodes
d’agrégation de systemes d’argumentation abstraits de
Dung. Nous nous sommes focalisés sur les méthodes
prenant en entrée un ensemble de systemes d’argu-
mentation abstraits et retournent un systeme d’argu-
mentation, un ensemble de systemes d’argumentation
ou un ensemble d’extensions.

Nous avons également étudié comment utiliser
les weighted argumentation frameworks (WAF) afin
d’agréger un ensemble de systemes d’argumenta-
tion, et proposons trois définitions possibles dont
FUSpqjnT semble la plus convaincante.

Nous montrons qu’il existe peu de propriétés satis-
faites par les opérateurs d’agrégation existants. L’ex-
plication semble incriminer deux suspects : les proprié-
tés et les opérateurs. D’un coté, certaines propriétés
semblent trop fortes dans le cas général. De l'autre,
les opérateurs existants ne satisfont pas les propriétés
jugées désirables.

Nos résultats semblent indiquer que beaucoup d’ef-
forts sont encore nécessaires sur les deux fronts. Que ce
soit sur une étude plus approfondie des propriétés de
rationalité pour les méthodes d’agrégation pour l'ar-
gumentation abstraite, que sur la définition d’autres
(meilleures ?7) méthodes d’agrégation.

Nous prévoyons d’étudier si I'utilisation des proprié-
tés provenant de la fusion en logique propositionnelle
[16] pourrait étre plus appropriée. En effet, ces proprié-
tés ont été définies pour un cadre (la logique propo-
sitionnelle) qui dispose d’une certaine structure. Nous
travaillons donc sur la traduction de ces propriétés afin
de les adapter au cadre des systemes d’argumentation,
de facon similaire a ce qui a été fait récemment pour la
révision des croyances [10], afin de définir si les proprié-
tés de rationalité peuvent étre jugées plus adéquates,
et ainsi obtenir quelques idées visant a définir de nou-
velles méthodes d’agrégation.
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Résumé

Le carré des oppositions est une structure inventée
du temps d'Aristote, qui met en jeu deux négations in-
volutives en reliant des énoncés quantifiés. Redécouvert
dans la seconde moitié du X X*™€ siécle pour son interét
dans la modélisation des structures conceptuelles et le
traitement de problémes en logiques paraconsistentes, le
carré des oppositions a été récemment complété en un
cube, ce qui correspond a l'introduction d'une troisieme
négation. Un tel cube se rencontre dans des cadres tres
différents de représentation des connaissances, comme
la logique modale, la théorie des possibilités dans sa ver-
sion tout-ou-rien, |'analyse formelle de concepts, la théo-
rie des ensembles approximatifs, ou I'argumentation abs-
traite. Aprés avoir rappelé ces resultats dans une pers-
pective unifiée, I'article propose une extension graduelle
du cube et montre comment plusieurs formalismes, qua-
litatifs aussi bien que quantitatifs, comme l'intégrale de
Sugeno utilisée en agrégation multi-critéres et en déci-
sion qualitative, ou encore les fonctions de croyance et les
intégrales de Choquet, obéissent a des transformations
qui forment des cubes d'oppositions graduelles. Cette dé-
couverte introduit une nouvelle perspective pour de nom-
breux formalismes de représentation des connaissances,
soulignant leurs traits communs. Le cube des opposi-
tions met en évidence de fructueux parallélismes entre
différents formalismes, ce qui peut conduire a mettre en
lumiere des composants présents dans un formalisme et
encore manquants ou négligés dans un autre.

Abstract

The square of opposition is a structure involving two
involutive negations and relating quantified statements,
invented in Aristotle time. Rediscovered in the second

half of the X X" century, and advocated as being of
interest for understanding conceptual structures and sol-
ving problems in paraconsistent logics, the square of op-
position has been recently completed into a cube, which
corresponds to the introduction of a third negation. Such
a cube can be encountered in very different knowledge
representation formalisms, such as modal logic, possibi-
lity theory in its all-or-nothing version, formal concept
analysis, rough set theory and abstract argumentation.
After restating these results in a unified perspective, the
paper proposes a graded extension of the cube and shows
that several qualitative, as well as quantitative forma-
lisms, such as Sugeno integrals used in multiple criteria
aggregation and qualitative decision theory, or yet belief
functions and Choquet integrals, are amenable to trans-
formations that form graded cubes of opposition. This
discovery leads to a new perspective on many knowledge
representation formalisms, laying their underlying com-
mon features. The cube of opposition exhibits fruitful
parallelisms between different formalisms, which leads
to highlight some missing components present in one
formalism and currently absent from another.

1 Introduction

On peut considérer que la premiere tentative de mo-
délisation du raisonnement humain remonte en Occi-
dent a ’étude des syllogismes, qui débuta dans I’Anti-
quité Grecque, et qui fut poursuivie tout au long des
siecles, jusqu’a Euler [20] qui en donna une représen-
tation diagrammatique, et & Gergonne [23] [21] qui
fut le premier a établir quels syllogismes étaient va-
lides, et lesquels ne I’étaient pas, et ce sur une base
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rigoureuse [26]. C’était donc bien avant les débuts
de Vintelligence artificielle (TA) qu’on s’est intéressé
a la formalisation du raisonnement. En méme temps
que les syllogismes, Aristote et son école introduisit
aussi le carré des oppositions [27], un schéma qui pré-
sente différentes formes d’opposition entre des énon-
cés universellement ou existentiellement quantifiés qui
peuvent apparaitre comme prémisses dans des syllo-
gismes. Les oppositions dans le carré résultent de I'in-
teraction entre une négation “externe” et une négation
“interne”, toutes deux involutives. L’interét pour ce
carré semble disparaitre avec les débuts de la logique
moderne & la fin du XIX®™® siecle. Un regain d’in-
terét pour les structures d’opposition voit le jour dans
les années 1950’s quand un logicien frangais, Robert
Blanché [6] découvre que le carré peut étre complété
en un hexagone contenant trois carrés d’opposition,
hexagone qu’on retrouve dans 'organisation de nom-
breuses structures conceptuelles, comme par exemple,
les comparateurs mathématiques, ou les modalités dé-
ontiques [7]. Cet intérét se confirmera plus tard, quand
les structures du carré et de I’hexagone s’avéront utiles
pour résoudre des questions délicates, en particulier en
logique modale paraconsistante [4, 5].

Plus récemment, il a été mis en évidence qu’'une
extension cubique particuliere du carré des opposi-
tions, mettant en jeu une troisieme négation, se ren-
contre dans différents formalismes de représentation
des connaissances utilisés en IA, a savoir la logique
modale, la théorie des possibilités dans sa version tout-
ou-rien, l'analyse formelle de concepts, la théorie des
ensembles approximatifs (“rough sets”) et Pargumen-
tation abstraite [15, 2, 9]. Cet état de fait est d’autant
plus remarquable que ces formalismes ont été déve-
loppé indépendamment les uns des autres, et en gé-
néral avec des objectifs tres différents en représenta-
tion des connaissances. Les bénéfices escomptés de la
découverte de telles analogies entre des formalismes
ayant des motivations différentes, sont de deux ordres.
La découverte que cette structure cubique d’opposi-
tion est a l'ceuvre dans un formalisme peut apporter
un autre éclairage sur sa compréhension, et ce qui est
plus important peut conduire a mettre en évidence de
nouveaux éléments, jusqu’alors négligés dans ce forma-
lisme, alors que leur contrepartie dans un autre forma-
lisme est bien connue et joue un role important.

Le carré et par suite le cube des oppositions sont
des structures ol les sommets sont traditionnellement
associés & des énoncés qui sont vrais ou faux, ou qui
comportent des modalités binaires. Dans la suite on
montre que cela fait sens d’étendre le carré et le cube
a des structures graduelles. On peut alors envisager
d’étudier d’autres formalismes a la lumiere du cube des
oppositions, tels que la théorie des possibilités (gra-
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duelles), les opérations qualitatives d’agrégation multi-
critere, et plus généralement les intégrales de Sugeno,
ou des notions plus quantitatives comme les fonctions
de croyance et l'intégrale de Choquet.

L’article est structuré comme suit. La Section 2 pré-
sente un rappel sur le carré, 'hexagone, et le cube des
oppositions. En Section 3, on propose une lecture tres
simple du cube en termes d’indicateurs ensemblistes,
qui s’avere tres proche de la théorie des possibilités
booléennes, et on montre la complémentarité des dif-
férentes informations apparaissant sur le cube. En Sec-
tion 4, une autre lecture essentielle, en termes de com-
position relationnelle est rappelée, qui explique pour-
quoi la logique modale, I’analyse formelle de concepts,
les “rough sets”, et 'argumentation abstraite ont pour
soubassement la structure du cube des oppositions. La
Section 5 discute comment le cube se généralise natu-
rellement & des structures graduelles. Ceci est exem-
plifié en Section 6 avec I’agrégation multi-critere et les
intégrales de Sugeno, et en Section 7 avec les fonctions
de croyance et les intégrales de Choquet.

2 Carré et cube

Le carré des oppositions traditionnel [27] est
construit a partir d’énoncés universellement et exis-
tentiellement quantifiés, de la maniere suivante. Consi-
dérons ’énoncé (A) de la forme “tous les P sont des
Q”, dont la négation est I’énoncé (O) “au moins un P
n’est pas un Q”, ainsi que 1’énoncé (E) “aucun P n’est
un @7, qui est clairement en une opposition plus forte
avec le premier énoncé (A). Ces trois énoncés, complé-
tés par la négation du dernier énoncé (E), c’est-a-dire
(I) “au moins un P est un @7, peuvent étre disposés
sur un carré dont les sommets sont traditionnellement
dénotés par les lettres A, I (moitié affirmative) et E,
O (moitié negative), comme montré sur la Figure 1
(ot @ signifie “non Q).

Contraires _
A : tous les P sont des (Q = E : tous les P sont des Q
wn Se, —"
Q . -~
& -\@c:'f"‘
) O . X0
= AON() N )]
E 4, 6 =3
& S8, =
o RNEY g
s <3 =
-~ RN =
L L )
4” . ~~§ w
Sous-contraires _
au moins un P est un Q =——— : au moins un P est un Q

F1GURE 1 — Carré des oppositions

Comme on peut le vérifier, des relations remar-
quables tiennent dans le carré :
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- (i) A et O (resp. E et I) sont les négations de
I'autre élément de la paire;

- (ii) A implique I, et E implique O (on suppose
qu’il y a au moins un P afin d’éviter les problemes
d*“import existentiel”) ;

- (iii) A et E ne peuvent étre vrais ensemble, mais
peuvent éventuellement étre faux ensemble ;

- (iv) I et O ne peuvent étre faux ensemble, mais
peuvent éventuellement étre vrais ensemble.

Blanché [6, 7] remarqua que si on ajoutait deux
autres sommets U et Y définis respectivement comme
la disjonction de A et E; et comme la conjonction de I
et O, on obtient un hexagone AUEOYT qui comprend
3 carrés d’opposition, AEOI, YAUO, YEUI chacun
satisfaisant les quatre types de relation ci-dessus. Un
tel hexagone est obtenu chaque fois qu’on part de 3
situations mutuellement exclusives, telles que A, E, et
Y [15]. Ces hexagones présentent un intérét particu-
lier pour ’argumentation abstraite, les “rough sets” et
Panalyse formelle de concepts [1, 9] notamment. Ce-
pendant, nous les laissons en dehors du cadre de cette
étude, pour se concentrer sur une autre extension du
carré, a savoir le cube des oppositions.

En utilisant les notations de la logique du premier
ordre, et en changeant P en =P, et (Q en —( on ob-
tient un autre carré des oppositions aeoi similaire, ot
on suppose aussi que ’ensemble des “non-P” est non-
vide. Les 8 énoncés, A, I, E, O, a, i, e, o peuvent étre
alors organisés en ce qui peut étre appelé un cube des
oppositions [15] comme en Figure 2. La face de devant
et la face de derriere du cube sont des carrés des op-
positions au sens traditionnel, ou les segments épais
sans fleche relient des contraires, les segments a lignes
doubles fines, sans fléche, des sous-contraires, les dia-
gonales en pointillés sans fléche des contradictoires, et
les lignes verticales avec une fléche vers le bas pointent
vers des subalternes, et expriment des implications.

a:Vz,-P(x) = -Q(z)—

— ~Q(x)

: dx, P(z) A —Q(x)

FI1GURE 2 — Cube des oppositions des énoncés quanti-
fiés

o:dx,—P(x) A Q(x)

On suppose non seulement qu’il y a au moins un P
et au moins un non-P, mais aussi qu’il y a au moins un
Q@ et au moins un non-@. On peut vérifier alors que A
implique i, a implique I, e implique O, et E implique
0. On peut noter aussi que les sommets a et E, ainsi
que A et e ne peuvent pas étre vrais ensemble (e.g.,
en effet avoir a la fois A et e vrais contredirait que
Jz, -Q(x)), tandis que les sommets i et O, ainsi que I
et 0 ne peuvent pas étre faux ensemble. Enfin, notons
qu’il n’y a aucun lien logique entre A et a, E et e, I
et i, ou O et o.

De maniere assez remarquable, on peut vérifier
que le groupe de transformations de Piaget I, N,
R, C [29] est & l'ccuvre dans les plans diago-
naux entre les deux faces latérales du cube de la
Figure 2. Les transformations de ce groupe s’ap-
pliquent a tout énoncé ®(p,q,---) et ont pour résul-
tats N((b(p7 q, - )) = ﬁ(I)(p7 q, - )7 R(q)(pu q, - )) =
(I)(ﬁpa g, )’ C((I)(]L q, - )) = ﬁCI)(ﬁpa g, )7 ol
P, q dénotent des littéraux, et I est I'identité. En effet,
onaa=R(A),o=N(a),o=C(a),et NoRoC = 1.
Dans ces transformations, deux négations involutives
interviennent, une externe IV, et une interne R. Dans
le carré initial, la négation “interne” s’applique seule-
ment & @, tandis qu’une seconde négation “interne”
s’applique seulement a P, quand on passe du carré
au cube. Cela devient encore plus clair avec 'interpré-
tation relationnelle du cube présentée dans la section
suivante. Il est clair que la propriété d’involution de
la négation est cruciale pour obtenir les propriétés du
cube (ainsi que la propriété de contraposition de I'im-
plication).

3 Le cube relationnel

Il a été récemment remarqué [9] que toute relation
binaire R sur un produit cartésien X x Y (on peut
avoir Y = X)), composée avec un sous-ensemble, don-
nait naissance a un cube des oppositions. On suppose
R # 0. Soit zR = {y € Y | (z,y) € R}. R dé-
note la relation complémentaire (zRy ssi (z,y) € R),
et R! la relation transposée (zR'y si et seulement
si yRx); yR! est aussi dénoté de fagon équivalente
Ry = {x € X | (z,y) € R}. De plus, on suppose
que Vz, TR # 0, ce qui signifie que la relation R est
sérielle, c’est-a-dire V, Jy t. q. (z,y) € R. De maniére
similaire R! est supposée sérielle, i.e., Yy, Ry # 0,
de méme pour sa R et sa transposée, on suppose
Ve, tR#Y et Vy, Ry # X.

Soit T un sous-ensemble de Y et T son complément.
On suppose T # () et T # Y. la composition est définie
de la facon usuelle : R(T) = {z€ X | It eT,(z,t) €
R}. A partir de la relation R et du sous-ensemble T,
on peut définir les quatre sous-ensembles suivants de
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X (et leurs compléments) :

R(T)={ze X | TNzR # 0}

? {reX |zRCT}

R(T)={x€ X | T CzR}
)

R(T)={zxe X |TUzR # X}

Ces quatre sous-ensembles et leurs compléments
forment un cube des oppositions remarquable (Fig.3).
On peut vérifier que les contreparties ensemblistes des
relations existant entre les énoncés logiques des som-
mets du cube de la Fig. 2 sont bien satisfaites :

i) les diagonales des faces de devant et de derriére
lient des compléments ;

ii) R(T) C R(T), R(T) C R(T), R(T) € R(T), et
T C

R(T) € R(T) de méme que R(T) € R(T), R(T) C
R(T), R(T)CR(T), et R(T)CR(T) grace aux hypo-
theses de sérialité ; ces inclusions sont figurées par des
fleches sur la Fig. 3;

iii) R(T) N R(T) = 0, R(T) N R(T) = 0, R(T) N
R(T) =0, et R(T)NR(S) = (; ces intersections vides
correspondent aux traits épais de la Fig. 3; de plus on
peut avoir R(T)U R(T) #Y, etc.;

iv) R(T)UR(T) = X, R(T)UR(T) = X, R(T) U
R(T) = X, et R(T)U R( ) = X ; de plus on peut
avoir R(T) N R(T) # 0, etc. ; ces unions “pleines” cor-
respondent aux doubles lignes fines de la Fig. 3.

Les conditions (iii)-(iv) tiennent grace a la sérialité.

FIGURE 3 — Cube induit par une relation R et un sous-
ensemble T

La face de devant du cube correspond exactement
a une lecture de type logique modale du carré, ou R
est vue comme une relation d’accessibilité définie sur
X x X, et T comme ’ensemble des modeles d’une pro-
position p. En effet, dire que Op (resp. Op) est vrai
dans le monde x signifie que p est vrai dans tous les
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(resp. dans au moins un) monde(s) possible(s) acces-

sible(s) & partir de x; ceci correspond & R(T) (resp.
R(T')) qui est ’ensemble des mondes ot Op (resp. Op)
est vrai. De plus, A implique I correspond a I’axiome
(D) de la logique modale, connu pour requérir la sé-
rialité de la relation d’accessibilité [8]. Construire une
logique modale incluant toutes les modalités apparais-
sant sur les sommets du cube entier fait sens en lo-
gique épistémique. On dispose alors de deux modalités
distinctes, une exprimant ce qui est connu au moins
(R(T)) et Pautre ce qui est connu au plus (R(T)) [10].
La conjonction de ces deux modalités permet d’expri-
mer “qu’on sait seulement que” [25]. Ces deux modali-
tés interviennent aussi quand on modélise a la fois des
croyances et des désirs [11].

En dehors de la sémantique des logiques modales, il
y a de nombreux formalismes en TA qui exploitent une
relation : notamment ’analyse formelle de concepts
[22], ou la relation représente un contexte formel R C
X x Y liant objets et leurs propriétés, les “rough sets”
[28] qui sont induits par une relation d’indiscernibi-
lité, ou largumentation abstraite basée sur une re-
lation d’attaque entre arguments [18]. Les concepts
formels sont définis par des paires (S,7) C X x Y
telles que R(T) = S et RY(S) = T, qui correspondent
a Dapplication de I'Eq. (3). Cependant, placer I'ana-
lyse formelle de concepts dans la perspective du cube,
conduit & considérer également les opérateurs définis
par les trois autres équations, ce qui s’avere fructueux
[15, 9, 16], e.g., I'Eq. (2) est & la base de la défini-
tion de sous-contextes indépendants [16]. Les approxi-
mations inférieures et supérieures qui constituent un
“rough set” sont définies a partir de la relation R sur
X x X au moyen des Eq. (1) et Eq. (2), ou zR est
I’ensemble des éléments qui sont indiscernables de =
w.r.t. R; voir [9] pour une discussion préliminaire de
lintérét de considérer également les autres équations
dans des cadres généralisant les “rough sets” au dela
du cas classique ol R est une relation d’équivalence.
En ce qui concerne ’argumentation abstraite, il est
avantageux de considérer le complément de la relation
d’attaque entre arguments, puisqu’alors la contrepar-
tie d’un concept formel est une extension stable, et que
les différents sous-ensembles d’arguments associés aux
sommets du cube sont dignes d’intérét [1].

4 Cube des indicateurs. Possibilité
tout-ou-rien

Une autre lecture simple, intéressante du cube, non
considérée juqu’a présent, n’est pas relationnelle, mais
est en termes d’indicateurs ensemblistes. Revenant au
cube de la Fig. 2, les sommets de la face de dessus
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peuvent étre réécrits en termes d’intersections vides
d’ensembles d’objets A, B, ou de leurs compléments
A, B, tandis que la face du dessous correspond & des
intersections non vides. Voir Fig.4. Il est a noter qu’on
suppose ici que A # (), A # (0, B # 0, et B # 0,
afin d’éviter la contrepartie des problemes d’“import
existentiel”, puisque maintenant les ensembles A et B
jouent des roles symétriques dans les expressions asso-
ciées aux sommets du cube.

e: ANB =1

I:ANnB#

O:ANB#0

FIGURE 4 — Cube des oppositions des indicateurs de
comparaison

Il est & noter que les faces latérales du cube de la
Fig. 4 exhibent les quatre indicateurs de comparaison
de base existant entre deux ensembles A et B, a savoir
ce qu'ils ont en commun de maniére positive (S =
AN B), ou négative (T = AN B), en quoi A differe de
B (U = ANB), et en quoi B differe de A (V = ANB).
Quand on compare deux sous-ensembles, considérant
qu’un indicateur ensembliste peut ou non étre vide, on
a 2% = 16 configurations qui sont résumées en Table
1.

configuration S = U= vV = T =
ANB#0 ANB#0 | ANB#0 | AnB#0
1 ANB#0,AYZ B; 1 1 1 1
BZ A;AUB #U
2 ANB #0,AZ B; 1 1 0
BYZ A;AUB=U

3 BCACU 1 1 0 1
4 BC A;A=U 1 1 0 0
5 ACBCU 1 0 1 1
6 ACB;B=U 1 0 1 0
7 A=BcCU 1 0 0 1
8 A=B=U 1 0 0 0
9 ANB=0;AUB#U 0 1 1 1
10 | AnNB=0;AUB=U 0 1 1 0
11 ACU;B=0; 0 1 0 1
12 A=U;B=0 0 1 0 0
13 A=0;BCU 0 0 1 T
14 A=0;B=U 0 0 1 0
15 A=B=0;UFD 0 0 0 1
16 A=B=0=1U 0 0 0 0

TABLE 1 — Configurations respectives de deux sous-
ensembles

Comme on peut le voir sur la Table 1, les lignes 1 et 2
correspondent a des situations de chevauchement sans
inclusion, avec couverture du référentiel (AU B = U)
ou non. Les lignes 3, 4, 5 et 6 correspondent a des

situations d’inclusion, avec couverture du référentiel
ou non. Les lignes 7 et 8 correspondent a des situa-
tions d’égalité, avec couverture du référentiel ou non.
Les lignes 9 et 10 correspondent a des situations de
non chevauchement, avec couverture du référentiel ou
non. Les 6 dernieres lignes correspondent a des situa-
tions pathologiques ou A ou B sont vides, avec couver-
ture du référentiel ou non. Ceci montre que les quatre
indicateurs de la Table 1 sont conjointement néces-
saires pour décrire toutes les situations possibles re-
latives aux positions possibles de deux sous-ensembles
A et B, qui peuvent étre vides, dans un référentiel U.
De plus on peut vérifier les propriétés suivantes sur la
Table 1 :

-SUTUUUV =U.

Cela signifie que les 4 ensembles ne peuvent étre
simultanément vides, sauf si le référentiel U est vide
ce qui est le cas en ligne 16 de la Table 1.

- Sous les condtions A # (0, B#0, A#U, B #U,
on a

si ANB = ou ANB = (), alors ANB # () et ANB # ().

Cela correspond aux lignes 1, 2, 3, 5, 7, 9, 10 de la
Table 1. Cela correspond aussi aux 5 configurations
possibles de deux sous-ensembles non-vides A et B
(lignes 1, 3, 5, 7, 9), identifiées pour premiere fois par
Gergonne [23, 21] dans sa discussion des syllogismes,
plus les deux configurations (lignes 2, 10) ou AUB = U
(mais ot A# U, B#U).

Un mérite du cube de la Fig. 4 est qu’il rend
évident que le cube des oppositions est compatible
avec une version tout-ou-rien de la théorie des pos-
sibilités, comme déja remarqué d’une autre maniere
dans [15]. En effet, soit B = E (E # 0, E # U) un
sous-ensemble qui représente I’information disponible,
c’est-a~dire qu’on sait que le monde réel est dans E. Si
on considere un événement A, les sommets A, I, aet i
correspondent respectivement exactement a N(A4) = 1
(défini par N(A) =1si A C E, et N(A) = 0 sinon),
II(A) = 1 (défini par II(A) = 1si ANE # 0, et
II(A) = 0 sinon), A(A) = 1 (défini par A(A) = 1
si E C A, et A(A) = 0 sinon), V(A) = 1 (défini
par V(A) = 1si AUE # U, et V(A) = 0 sinon),
ou N, II, A, et V sont respectivement la nécessité
forte, la possibilité faible, la possibilité forte, et la
nécessité faible. De plus la propriété suivante tient :
max(N(A), A(A)) < min(II(A4), V) qui exprime que si
un événement est fortement nécessaire ou fortement
possible, il doit étre a la fois faiblement possible et
faiblement nécessaire.
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5 Le cube graduel et la théorie des possi-
bilités

Certaines notions sont naturellement une question
de degré comme l'incertitude, la similarité, la satisfac-
tion, ou le niveau d’attaque en argumentation. Dans
les sections précédentes, tout était binaire dans le
carré et dans le cube des oppositions. Mais cela fait
sens d’avoir des modalités graduées, que la théorie
des possibilités soit graduelle, et plus générallement
d’avoir des relations graduées ou des sous-ensembles
flous dans les constructions précédentes du cube. Cela
permettrait aussi d’englober des extensions graduelles
de la théorie des “rough sets”, de l'analyse formelle
de concepts (comme, e.g., celle proposée dans [3]), ou
de largumentation abstraite [19]. Dans ce qui suit,
on définit une extension graduelle du cube des oppo-
sitions, et indiquons ensuite comment elle s’applique
a la théorie des possibilités graduelles, mais aussi a
d’autres cadres graduels comme l'agrégation multi-
critere et a l'intégrale de Sugeno d’une part, et aux
fonctions de croyance de Shafer d’autre part, laissant
pour des études détaillées futures les autres extensions
graduelles mentionnées ci-dessus.

Les extensions graduelles du cube doivent satisfaire
une version multi-valuée des contraintes (i)-(iv) du
carré des oppositions (voir Section 2) pour les faces de
devant et de derriére, ainsi que des contraintes d’im-
plication des faces latérales, des contraintes exclusion
mutuelle de la face de dessus, et des contraintes duales
de la face de dessous. Soient a, ¢, €, o, et &/, ¢/, €, o
les degrés dans [0, 1] associés respectivement aux som-
mets A, I, E, O et a, i, e, 0. Etant donné une né-
gation involutive n, une conjonction symétrique *, et
interprétant 'implication en logique multi-valente par
I'inégalité < (la conclusion est au moins aussi vraie que
la prémisse), les contraintes pour les faces de devant
et de derriere du cube s’écrivent alors

(i) a=n(0), e=n(L) et &/ =n(o) et € =n();

(i) a<i,e<oeta <V, € <o

(i) axe=0et o/ x€ =0;

(iv) n(e) *xn(o) =0 et n(’) * n(o") = 0.

Les contraintes associées aux faces latérales

(v) a<!/,d <iret € <o,e<0;
et pour les faces de dessus et de dessous, on a :

(vi) @/ xe=0, axe =0;

(vii) n(¢') *n(o) =0, n(t) *xn(o") = 0.

Le choix standard pour une négation involutive est
n(y) = 1 — ~. Plusieurs choix peuvent étre considé-
rés pour 'opérateur de conjonction *. Deux choix pré-
sentant un intérét particulier sont * = min, tel que
min(y,d) = 0 ssi v = 0 ou § = 0, et la conjonc-
tion de Lukasiewicz * = max(0,- 4+ - — 1), telle que
max(0,7+d —1) =0 ssi v < n(J) ssi min(vy,d) <0.5.
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Notons que si * est la conjonction de Lukasiewicz,
alors les conditions (vi-vii) du dessus et du dessous
sont équivalentes & celles des faces latérales (v). En
effet, de o/ xe = 0, on obtient o’ xn(r) = 0 qui tient ssi
o’ < 1. Les autres conditions s’obtiennent de maniére
similaire. Des résultats plus faibles peuvent étre établis
pour % = min : les conditions (v) sont plus faibles que
les conditions (vi-vii). En effet, min(o’, €) = 0 implique
o/ = 0 ou e = 0, et par conséquent o' < ¢ = n(e).
D’autre part, o’ peut étre plus petit ou égal & ¢ avec
a#0et# 1.

Un tel cube graduel peut recevoir différentes ins-
tanciations. Une est en termes de théorie des pos-
sibilités (graduelles) [14], comme indiqué briévement
ci-dessous. Considérons une distribution de possibi-
lités normalisée © : Q@ — [0,1], qui est aussi telle
que 1 — 7 est normalisée (i.e., Jw € Q,m(w) = 0),
soit A(A) = ming,e4 7(w) la quantité possibilité forte
d’une proposition dont A est I’ensemble des modeles,
et soit V(4) = 1 — A(A) sa conjuguée. On peut
instancier le carré des oppositions graduel en posant
o = A(A), € = A(A), / =V(A), o = V(A). Grace
a la dualité entre ¢/, o’ on a un carré des oppositions
pour % = min, et n(y) = 1 —~. En particulier, puisque
A(A) < TI(A) et V(A) < N(A), les contraintes des
faces latérales tiennent sous la forme (v).

I:1I(A)

FI1GURE 5 — Cube des oppositions en théorie des pos-
sibilités

En accord avec la logique épistémique, on peut ex-
primer qu’au moins C est slir & un certain degré (i.e.,
tous les éléments en dehors de C sont quelque peu
impossibles), ce qui est représenté par la contrainte
N(C) > v > 0; et qu’aucun énoncé plus précis que
D n’est stir (i.e., tous les éléments dans D sont pos-
sibles & un certain degré), ce qui est représenté par
la contrainte A(D) > § > 0. Notons que N,(C) =
A1_(C); cependant les quantités N, (A) et A, (A)
sont compléetement indépendantes I'une de I'autre.
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6 Agrégations pondérées. Intégrales de
Sugeno

Comme dit dans la partie précédente, la satisfac-
tion est généralement une question de degrés. C’est
le cas par exemple pour l'agrégation multicritéres ou
des objets sont évalués par rapport a des criteres
1 €{1,--- ,n}. L'évaluation d’un objet f par rapport
a un critere ¢ est notée f; et I'objet est représenté par
le vecteur f = (f1, -+, fi, -, fn). On suppose que
Vi, f; € [0,1]. f; = 1 signifie que 'objet satisfait plei-
nement le critere ¢, tandis que f; = 0 exprime une
totale absence de satisfaction. Soit 7; € [0, 1] le niveau
d’importance du critere i. Plus 7; est grand plus le
critere est important. De plus on suppose la double
normalisation 3i,m; = 1, et 3j,m; = 0.

T

Le minimum pondéré et le maximum pondéré sont
des opérateurs d’agrégation qualitatifs simples [13]. Le
premier mesure a quel niveau les critéres importants
sont satisfaits et correspond & l'expression A\_, m; =
fi, tandis que le second \/?:1 m; A f; est optimiste et
demande seulement que au moins un critere important
soit fortement satisfait. Ces opérateurs d’agrégation
correspondent aux sommets A et I du cube de la Fig.
6.

La condition (i) de la face de devant entraine s =
t = (1 —s) Vit quiest la forte implication associée
a A = min. On peut montrer facilement que le cube
de la Fig. 6 est juste la contrepartie multi valuée du
cube initial de la Fig. 2. La valeur de MIN,(f) =
N, m = fi est d’autant plus grande que tous les cri-
teres importants sont beaucoup satisfaits. L’opérateur
MINP(f) = N, (1—m;) = (1— f;) tolere de faibles
évaluations (1— f; est grand) quand les critéres ont une
importance faible. Les agrégations de la face de devant
du cube de la Fig. 6 sont des évaluations positives qui
se focalisent sur les critéres importants fortement sa-
tisfaits, tandis que les agrégations de la face de derriere
sont négatives car elles prennent en compte ’absence
de dissatisfactions pour les criteres importants. Ceux
sont deux points de vue complémentaires récemment
proposés pour l'agrégation multi-critéres [17]. Le cube
de la Fig. 6 satisfait toutes les propriétés (i-vii) du
cube des oppositions gradué if x = max(0,-4-—1) est
la conjonction de Lukasiewicz.

Les intégrales de Sugeno [31] [24] constituent une
importante famille d’opérateurs d’agrégation qualita-
tifs qui inclut les minimum et maximum pondérés
comme cas particuliers, et ou les sous-ensembles de
critéres peuvent étre pondérés (et pas seulement les
critéres) pour exprimer les synergies au sein de ces
sous-ensembles. L’intégrale de Sugeno est définie par :

$.(1)=Vace1(A) ANieaf;

a: A\,

: \/?:1(1 — T

FViz

(=)= fi

Vi (L =m) A fi

: \/?:1 i

A1 —f;)
FIGURE 6 — Cube des agrégations pondérées qualita-
tives

ou le niveau d’importance des sous-ensembles de cri-
teres A est représenté par une fonction d’ensemble, ap-
pelée capacité, qui est une application v : 2¢ — L telle
quey(0) =0,v(C) =1, et si A C Balorsy(A4) < v(B).
Les mesures de possibilité II, ou les mesures de néces-
sité N sont des exemples de capacités. Notons que si
f est la fonction caractéristique de ’ensemble F' C C,
alors §_(f) =~(F).

L’implication de A vers I dans le cube de la Fig.
5, qui exprime que N(A) < II(A) pour tout A, re-
flete le fait que N donne une évaluation pessimiste,
tandis que II(A) est une évaluation optimiste. Afin
de généraliser cette situation a toute capacité v, on
a besoin d’introduire la partie pessimiste v, et la par-
tie optimiste v* de 7. Pour cela on a besoin de dé-
finir la conjuguée v¢(A) d’une capacité v, i.e. la ca-
pacité v¢(A) = 1 — v(A),VA C C, ot A est le com-
plémentaire du sous-ensemble A. En raison de la dua-
lité N(A) = 1 —TI(A), N et II sont conjuguées I'une
de lautre. Alors, soit v.(A) = min(y(A),7°(A)) et
7*(A) = max(y(4),7°(4)). On a 7.(A) < y*(A). No-
tons que v, (A) = 1—~*(A4) (7« et v* sont conjuguées).
On peut alors construire la face de devant du cube de
la Fig. 7, ol v, est utilisée sur les sommets A et E, tan-
dis que v* apparait sur les sommets I et O. On peut
montrer que cette face satisfait toutes les propriétés
(i)-(iv) d’un carré des oppositions avec la conjonction
de Lukasiewicz * = max(0, -+ - — 1).

Le face de derriere du cube de la Fig. 7 est obte-
nue en changeant l'intégrale fv en une désintégrale
[17] f;(f) = §_,.(1 —f), ot v est appelée une
anti-capacité, car c’est une fonction d’ensemble dé-
croissante (alors 1 — v° est une capacité, on v¢(A) =
1 — v(A)). Etant donnée une capacité pessimiste -,
Panti capacité associée v est définie par v(A4) =
~(A) & partir du complément pessimiste de la capa-
cité 7, lui méme défini de la maniére suivante. Tout
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d’abord rappelons ce qu’est la transformée de Moe-
bius qualitative 74 d’une capacité v : v(E) = v(F)
si 7(E) > maxpcey(B) et y(E) = 0 sinon. Alors
v(A) = maxgcavy(E) (c’est la contrepartie quali-
tative de la définition des fonctions de croyance a
partir de la fonction de masse). On peut alors défi-
nir la complémentaire 7, de 7y par ﬂ(E) = (E)
pour tout E. A partir de la compléméntaire on définit
F(A) = maxpca¥y(E) = maxgc,v(E), ceci rend
évident que J(A) généralise A(A) de la théorie des
possibilités (en effet F(A) = maxacp v (F)). Alors
$ () =4 (1= f) = $(1—f)car 1 —v(A) =
V() = 7(A).

Lorsque v est une mesure de nécessité, v(A) devient
A(A) = Ni_(A). Les désintégrales généralisent 1'opé-
rateur qualitatif M TN qui se focalisent sur les dis-
satisfactions des objets lors du processus d’évaluation.
11 est alors possible de vérifier que toutes les proprié-
tés (i)-(vil) du cube des oppositions gradué pour la
conjonction de Lukasiewicz x = max(0,- + - — 1) sont
satisfaites dans le cube de la Fig. 7, qui généralise le
cube Fig. 6.

a:f‘ﬁ*(]‘*f)

s,

I:¢.(f) O:¢.(1-1)
F1GURE 7 — Cube des oppositions induit par une inté-
grale de Sugeno

7 Cube des oppositions des fonctions de
croyance

Dans la théorie de I'évidence de Shafer [30], une
fonction de croyance et sa duale la fonction de plausi-
bilité sont définies a partir d’une fonction de masse
m : Bel,(A) = Y pcam(E) pour A C U. et
Pl,,(A) = 1- Bel,,(A) = > pnazp M(E). On suppose
que m(0) =0 et > o m(E) = 1. La fonction de masse
complémentaire m est définie par : m(E) = m(FE) [12].
La condition de normalisation m(f)) = 0 impose que
m(U) = 0. La fonction de communalité @Q et sa dualité
O sont définies par Q. (A) =" 4,c y m(E) = Belm(A)
et Om(A) = Yz m(E) =1 - Qm(A) = Ply(4).
11 est facile de vérifier que la transformation m — m
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revient a la transformation m — 1—x dans le cas d’élé-
ments focaux emboités (i.e. les ensembles F tels que
m(E) > 0). Cela montre que la théorie des possibilités
et le cube Fig. 8 sont la contrepartie du cube Fig. 5. De
plus, les fonctions de croyance s’étendent a des fonc-
tions caractéristiques d’ensembles flous sous la forme
Bel,,(A) =3 pm(E)-min,cp p1a(u), ce qui est un cas
particulier de I'intégrale de Choquet, comme la neces-
sité d’un événement flou MIN,(f) est un cas particu-
lier de l'intégrale de Sugeno. 1l est évident que dans le
cube Fig. 8, les fonctions d’ensemble s’étendent a des
évenements flous, et que plus généralement on peut
considérer son extension aux intégrales de Choquet.

a:Qm(A)

e : Qm(A)

I: Pl,(AY:

FiGURE 8 — Cube des oppositions des fonctions de
croyance

8 Conclusion

Nous avons vu que le cube des oppositions fait sens
pour une grande variété de situations incluant des
cadres qualitatifs graduels et des cadres quantitatifs
de modélisation. Les 4 entités associées aux faces laté-
rales du cube ne sont que faiblement liées entre elles
et sont toutes nécessaires pour décrire ou évaluer com-
plétement une situation. L’existence de la face de der-
riere complémente sur un mode renversé ce qui qui
est a I'ceuvre dans le carré des oppositions de devant.
Prendre conscience de l'existence d’'un cube des op-
positions pour un cadre de modélisation donné, peut
aider a introduire de nouvelles notions utiles de facon
a avoir un cube complet. Le cube des oppositions peut
aussi aider a faire de fructueux paralleles entre des
théories, ou a les hybrider. L’auto-dualité des probabi-
lités (Prob(A) = 1 — P(A)) empéche leur association
avec un carré et un cube des oppositions non dégé-
nérés; la possibilité de I'introduction des probabilités
supérieures et inférieures générales (au deld des fonc-
tions de croyance) dans un cube d’opposition reste a
étudier.
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Résumé

Nous présentons une logique épistémique dynamique
basée sur ce qu’un agent peut observer, y compris les
observations jointes et I'observation de ce que les autres
observent, généralisant ainsi les logiques ECL-PC(PO)
et LRC de van der Hoek, Wooldridge et al. ou les va-
riables propositionnelles que chaque agent observe sont
connaissance commune. Dans notre logique, les propo-
sitions ainsi que la visibilité de ces propositions peuvent
étre modifiées par des programmes d'affectation. Nous
montrons comment les opérateurs épistémiques peuvent
alors étre interprétés. Nous proposons une axiomatisa-
tion adéquate et compléte et prouvons que le probleme
de satisfiabilité est PSpace-complet. Enfin, nous mon-
trons comment les annonces publiques et privées peuvent
étre exprimées dans notre logique.

1 Introduction

Dans son livre pionnier de 1962 [11], Hintikka pro-
posa d’analyser les phrases de la forme “I’agent i sait
0 dans un monde possible w” par “p est vrai dans tous
les mondes que ¢ ne peut pas distinguer de w”. De telles
logiques épistémiques ont recours a la sémantique des
mondes possibles de Kripke. Elles sont été populari-
sées en informatique par Fagin et al. dans les années
90 [4].

Au cours des dernieéres années, plusieurs auteurs ont
étudié comment la logique épistémique pourrait plutot
se baser sur la notion de visibilité (ou observabilité) de
variables propositionnelles. Les approches les plus re-
marquables sont Epistemic Coalition Logic of Proposi-
tional Control with Partial Observability ECL-PC(PO)
[17] et Logic of Revelation and Concealment LRC [16].

Ces logiques trouvent leur origine dans les langages
utilisés dans des vérificateurs de modele tels que MO-
CHA pour la description des systemes distribués [2].
L’idée de base est que la phrase “I’agent i sait que le
fait atomique p est vrai” peut étre réduit a (1) p et vrai
et (2) lagent i observe la valeur de vérité de p. De la
méme fagon, “l’agent i sait que p est faux” peut étre
réduit & (1) p et faux et (2) 'agent i observe la valeur
de vérité de p. On suppose donc que chaque agent a
un ensemble de faits atomiques (alias variables pro-
positionnelles) qu’il peut observer, dans le sens ou il
connait leurs valeurs de vérité. A l'inverse, toute com-
binaison des valeurs de vérité des variables non obser-
vées est possible pour ’agent. Ces informations d’ob-
servabilité permettent de reconstruire la sémantique
de Hintikka : une relation d’accessibilité kripkéenne
~; entre les mondes possibles w et w’ peut étre asso-
ciée & ’agent i par la définition suivante : w ~; w’ si et
seulement si chaque variable observée par ¢ dans w a
la méme valeur de vérité dans w et dans w’. Cela per-
met de donner la sémantique de phrases de la forme “i
sait que ¢” ol ¢ est une formule complexe arbitraire
(et pas seulement une variable propositionnelle ou sa
négation).

A la fois ECL-PC(PO) et LRC, et plus généralement
toutes les logiques épistémiques existantes basées sur
la visibilité dans la littérature, supposent que ce que
chaque agent peut voir est connaissance commune.
C’est une hypothese forte que nous allons relacher dans
ce papier : nous allons permettre des situations ou
I’agent ¢ voit la variable p, mais I'agent j ne voit pas
si ¢ voit p. Ceci permet de modéliser de fagon natu-
relle des scénarios tels que le probleme de bavardage
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ol six amis échangent leurs secrets via des appels télé-
phoniques ou le probleme des deux généraux ou deux
agents doivent se coordonner via une communication
asynchrone non fiable. Dans notre approche, nous mo-
délisons les informations de visibilité non seulement
en termes de variables associées a des agents (comme
cela est fait dans ECL-PC(PO) and LRC), mais plus
généralement en termes de variables associées a des
séquences d’agents. Syntaxiquement, nous représen-
tons ceci au moyen de formules atomiques que nous
appelons des atomes de wvisibilité. Ils sont de la forme
Si, Siy,...Si, D, ou p est une variable propositionnelle, et
11,12, ...,1, sont des agents. Si n=0, alors on a seule-
ment une variable propositionnelle. Si n=1, ’atome
Si, p se lit “I’agent i; voit la valeur de la variable p”,
et si n=2, 'observation du second ordre S;, S;, p se lit
“I’agent i1 voit si iy voit la valeur de p”; etc.

Notre sémantique est basée sur des évaluations, qui
sont simplement des ensembles d’atomes de visibi-
lité. Afin de garantir I'introspection positive et néga-
tive, nous devons veiller a ce que I'agent soit toujours
conscient des variables propositionnelles qu’il voit :
pour chaque agent i et chaque variable proposition-
nelle p, nous exigeons que S; S; p soit dans chaque éva-
luation. Plus généralement, on considere que 1’évalua-
tion V est introspective si elle contient chaque atome
de visibilité ayant deux S; consécutifs. Ainsi, dans une
évaluation introspective, I’agent est conscient de ce
qu’il voit, et tout agent voit cela, et tout agent voit que
tout agent voit cela, etc. Les informations de visibilité
permettent d’interpréter les opérateurs épistémiques :
pour les variables propositionnelles p, la formule K;p
est vraie dans une évaluation V si V' contient a la fois p
et S; p. Plus généralement, la condition de vérité pour
K¢ est basée sur une relation entre les évaluations
qui peut étre construite grace a nos atomes de visibi-
lité : V ~; V' si chaque atome que 4 voit dans V a la
méme valeur de vérité dans V et dans V’. Alors que
les relations ~; sont toujours réflexives, elles sont sy-
métriques et transitives — et sont donc des relations
d’équivalence — sur I’ensemble des évaluations intros-
pectives seulement.

Une autre nouveauté de notre approche par rapport
aux logiques épistémiques existantes fondées sur la vi-
sibilité est que notre langage comprend une formule
atomique spéciale pour l'attention conjointe, de la
forme JSp, qui signifie “tous les agents voient conjoin-
tement la valeur de p”. Métaphoriquement, ’attention
conjointe peut étre comprise comme un contact visuel
entre les agents lors de I’observation de quelque chose.
Tout comme la visibilité individuelle, nous permettons
les observations jointes d’ordre supérieur, et ajoutons
une contrainte sur les évaluations qui garantit I’intros-
pection de la connaissance commune. Nous exigeons
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en outre que la visibilité conjointe implique la visi-
bilité individuelle en imposant que S;p € V lorsque
JSp € V. Ceci permet d’interpréter un opérateur de
connaissance commune CK modal de la méme fagon
que celui de la connaissance individuelle.

Comme plusieurs propositions existantes, nous nous
inspirons des logiques épistémiques dynamiques DEL
[18] et ajoutons un cbdté dynamique & notre logique
épistémique basée sur 'observation. Plus précisément,
nous adaptons la logique LRC de van der Hoek et al.
qui dispose de deux opérations de mise a jour modi-
fiant la visibilité : révéler et cacher la valeur d’une
variable & un agent. Ces deux primitives ne peuvent
toutefois pas étre utilisées en 1’état car la mise a jour
naive d’une évaluation peut la rendre non introspec-
tive. Nous évitons ceci par une définition appropriée
de la mise a jour d’une évaluation. Nous utilisons les
mémes programmes d’affectation que ceux de Dynamic
Logic of Propositional Assignments DL-PA [10] [3], qui
est un dialecte de Propositional Dynamic Logic PDL
[6] ou les programmes atomiques abstraits de PDL sont
instanciés par des affectations de valeurs de vérité a
des formules atomiques. L’avantage de ceci est d’obte-
nir une borne supérieure de la complexité PSPACE, a
la fois pour le probleme de satisfiabilité et celui de vé-
rification de modele. Nous montrons aussi comment les
mises a jour de visibilité peuvent capturer les annonces
publiques et privées des atomes et de leur négation.

Nous appelons notre logique DEL-PAO : Dynamic
Epistemic Logic of Propositional Assignment and Ob-
servation.

Le papier est organisé comme suit : les sections 2
et 3 introduisent le langage et la sémantique de DEL-
PAO. Les sections 4 et 5 contiennent un axiomatisa-
tion et le résultat de complexité. La section 6 illustre
notre logique par deux applications : I’encodage des
annonces et une modélisation du probléme des géné-
raux. La section 7 traite des travaux connexes et la
section 8 conclut. !

2 Langage

Soit Prop un ensemble non vide dénombrable de va-
riables propositionnelles et soit Agt un ensemble fini
non vide d’agents. Les formules atomiques de notre
langage sont des séquences d’opérateurs de visibilité
suivies de variables propositionnelles. La définition for-
melle est la suivante.

L’ensemble des opérateurs d’observabilité est

OBS ={S; :i € Agt} U{JS},
ou S; représente de visibilité individuelle de I’agent i et
JS représente la visibilité conjointe de tous les agents.

1. Une version compléte de ce papier incluant les preuves (en
anglais) est disponible & http://tinyurl.com/03q86ay.
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L’ensemble de toutes les séquences d’opérateurs de
visibilité est noté OBS™ et Iensemble de toutes les
séquences non vides est noté OBS™T. Nous utilisons
o,0’,...pour les éléments de OBS™. Enfin, ’ensemble
des formules atomiques est

ATM ={op:0 € OBS*,p € Prop}.

Les éléments de cet ensemble sont également ap-
pelés atomes de wisibilité, ou simplement atomes.
Par exemple, JS S5 ¢ signifie “tous les agents voient
conjointement si 'agent 2 voit la valeur de ¢”; en
d’autres termes, il est attention conjointe dans le
groupe de tous les agents concernant la visibilité sur
g de 2. Nous utilisons o, o’,..., 5,5, ... pour les élé-
ments de ATM.

Le langage de DEL-PAO est alors défini par la gram-
maire suivante :

Ti=+4a|—a|mr|TUT | e?
pu=al-plpNe | Kip| CKe | [r]e
ou « prend ses valeurs dans ATM et i dans Agt.

Nos programmes atomiques sont des affectations de
valeurs de vérité a des atomes de ATM : 4+« rends
« vrai et —a le rend faux. Les programmes complexes
sont construits avec les opérateurs de PDL : 7; 7" est la
composition séquentielle, 7 L7’ est le choix non déter-
ministe, et p? est le test. Comme dans PDL, la formule
[7]¢ signifie “apres chaque exécution de 7, ¢ est vrai”.
La formule K;y signifie “i sait que ¢ est vrai sur la base
de ce qu’il observe”, et CK y signifie “tous les agents
savent conjointement que ¢ est vrai sur la base de ce
qu’ils observent conjointement”. Nos opérateurs épis-
témiques captent des formes de connaissances indivi-
duelles et communes qui sont respectivement obtenus
par observation individuelle et ’observation conjointe
des faits. Cela differe donc conceptuellement des opé-
rateurs classiques de la connaissance individuelle et
commune comme étudié dans le domaine de la logique
épistémique [4]. Nous reviendrons sur ce point dans la
section 3.4.

Les autres opérateurs booléens T, 1, V, — and «>
sont définis comme d’habitude, et ~K;—¢ est abrégé
par K;p. Le programme T7 est abrégé par skip (“ne
rien faire”) et L? par fail.

Nous notons ATM(¢) (respectivement ATM (7))
I’ensemble des atomes apparaissant dans la formule
¢ (respectivement le programme 7). Par exemple,
pour ¢ = [7]S1JSp — ¢ avec m = ¢7;+Sap, on a
JS p n’est donc pas un atome de ¢. La longueur des
formules ¢ et des programmes 7, notée length(y) et
length(r), est le nombre de symboles utilisés pour
les écrire, ot nous ne comptons pas [, ] et les pa-
rentheses et considérons que la longueur de JS, CK,
les noms des agents et des variables propositionnelles

est de 1. Ainsi, les symboles 5; et K; ont une lon-
gueur de 2. Par exemple, on a length(Ss Sap) = 5 et
length([+S2 p]JS p — ¢) = 8. On note que ATM (p) <
length(p).

3 Sémantique

Nous définissons les évaluations et précisons les
contraintes qui sont motivées par le fait que les in-
formations de visibilité devrait étre introspectives et
que la visibilité commune devrait impliquer la visibi-
lité individuelle. Nous définissons ensuite les relations
d’indistinguabilité entre évaluations ainsi que l'inter-
prétation des formules et des programmes.

3.1 Evaluations introspectives

Definition 1. Une évaluation est un sous-ensemble
de l’ensemble des atomes ATM . Une évaluation V €
24TM o5t introspective si et seulement si elle respecte
les propriétés suivantes pour tout « € ATM et i €
Agt :

S;SiaeV (C1)
JSJISaeV (C2)
JSS;SiaeV (C3)
si JSa eV, alors S;a eV (C4)
si JSa eV, alors JS S;a €V (C5)

L’ensemble des ¢évaluations introspectives est noté
INTR.

(C1) concerne I'introspection de la vue individuelle :
un agent voit toujours s’il voit la valeur de n’importe
quel atome. (C2) requiert la méme propriété pour la
vue commune ; en effet, si JS « est vrai, alors JS JS «
doit étre vrai par introspection, et si JS a est faux
alors tous les agents voient conjointement qu’au moins
un d’entre eux a perdu le contact visuel. (C3) oblige la
premiere propriété a étre connaissance commune. (C4)
garantit que la visibilité conjointe implique la visibi-
lité individuelle. (C5) garantit que JS « € V implique
JSoa €V pour o € OBS™.

Ensemble, les deux derniéres contraintes assurent
que lorsque JS « € V, alors ca € V pour o € OBS™.
Ceci motive la relation de conséquence introspective
entre les atomes comme suit :

a~[f ssi soit a = f,
soit a = JSa' et =00 pour o € OBS™
Ainsi, un atome de la forme JS p a un nombre infini de
conséquences : JS p lui-méme; S; p, JSS;p et S; JSp
pour tout agent 7; S; S; p pour tout ¢ et j, et ainsi de

suite. Les atomes qui ne sont pas de la forme JS o ont
seulement comme conséquence eux-meémes.
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Nous pouvons caractériser évaluations introspec-
tives comme les évaluations qui sont fermées par consé-
quence introspective.

Proposition 1. Une évaluation V. C ATM est in-
trospective si et seulement si, pour tout o € ATM et
i€ Agt :
08S;S;a €V pour tout 0 € OBS™
o JSa €V pour tout o € OBS™
sia €V eta~ [ alors eV

(1)
(2)
(3)

Ainsi, tout atome contenant une séquence S;S;
est dans une évaluation introspective, ainsi que tout
atome contenant un JS (en supposant qu’il n’est pas
le premier élément). Enfin, toute conséquence est éga-
lement présente. Ces trois éléments sont équivalents
aux cing contraintes (voir la preuve dans la version
compléte du papier), mais sont techniquement plus fa-
ciles & manipuler.

On dit qu'un atome o« € ATM est valide dans INTR
si et seulement si a appartient a toute évaluation de
INTR. Par la proposition 1, a est valide dans INTR
si et seulement s’il est de la forme soit o S; S; o avec
o € OBS* ou o JS o avec 0 € OBS™.

On observe que nous n’imposons pas la contrainte
“si o € V pour chaque ¢ € OBS™, alors JS«a € V7,
qui correspond a la définition du plus grand point fixe
de Vopérateur de connaissance commune. Nous com-
menterons ceci dans la section 3.4.

3.2 Relations d’indistinguabilité

Nous définissons les relations ~; entre évaluations,
une par agent i. Deux évaluations sont liées par ~; si
chaque « que 7 voit a la méme valeur dans I’évaluation
liée. De la méme facon, nous définissons une relation
~Agt-

On note V(o) = V() lorsque soit « € Vet a € V7,
oua¢Veta¢V' On définit :

V ~; V' ssi S;a €V implique V(a) = V()
V ~oage V'ossi JSa € Voimplique V(a) = V()

Par exemple, supposons que l’ensemble des variables
propositionnelles Prop est le singleton {p}. Alors une
évaluation contenant S; p et p est liée a toute évalua-
tion contenant p, alors que ’évaluation avec S; p mais
sans p est liée a toute évaluation ne contenant pas p.
Les relations ~; et ~44 sont réflexives, mais ni
transitives ni symétriques. Cependant, ces deux pro-
priétés sont vérifiées sur les évaluations satisfaisant les
contraintes (C1) et (C2) de la définition 1.

Proposition 2. La relation ~aq4 et chaque relation
~; sont des relations d’équivalence sur INTR.
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Lemma 1. Soit V € INTR, V ~; Vi et V ~aq4 Va.
Alors Vi € INTR et Vo € INTR.

Ce dernier lemme établit que, si nous sommes dans
une évaluation introspective, alors une relation épis-
témique ne permet jamais d’accéder a une évaluation
non introspective.

3.3 Conditions de vérité et validité

Etant donné une évaluation introspective V', nos
opérations de mise a jour ajoutent ou enlévent des
atomes de V. Cela demande une certaine prudence :
nous voulons que I’évaluation résultante soit intros-
pective. Par exemple, quand V ne contient pas S; p,
alors V' U {JS p} viole (C4). Donc, lors de I'ajout d’un
atome a V', nous devons aussi ajouter toutes ses consé-
quences introspectives positives. Symétriquement, lors
du retrait d’un atome, il faut aussi de supprimer ses
conséquences introspectives négatives. Nous définissons
les éléments suivants :

Efft(a) ={B € ATM : a~ B}
Eff (a)={8€ ATM : B~ a}

Par exemple, Eff ~(S; S;p) = {JSp,JSS;p} car ces
deux atomes impliquent S;S; p. Les variables propo-
sitionnelles n’ont pas de conséquence positive ou né-
gative, a part eux-mémes. De toute évidence, quand
V est introspective alors & la fois V U Eff () et
V' \ Eff  («) le sont aussi, (sauf si « est valide).

Les conditions de vérité sont les suivantes :

VEao ssiaeV

VE-¢ siViEe

VEepAy ssiVEpetV EY

VEK;p ssiV'E ¢ pour tout V' tel que V ~; V'
V= CKy ssi V' ¢ pour tout V' tel que V ~ 44 V'
V E[r]e ssi V' | ¢ pour tout V' tel que VRV’

ou R, est une relation binaire sur les évaluations dé-
finie (par récurrence mutuelle avec la définition de =)
par :

VR V' ssiV' =VUEf(a)
VR_,V' ssi V' =V \ Eff ~ (a)

and a n’est pas valide dans INTR
VRy ., V' ssiil existe U tel que

VR U et UR,,V’
VRBeun, V' ssi VR, V' ou VR, V'
VRV ssiV=V'etVigp
La relation R, est définie comme dans PDL pour
la opérateurs ;, LI et 7. L’interprétation des affecta-

tions est concu de telle maniere que nous restons dans
INTR : lors de l'exécution +c«, on ajoute toutes les
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conséquences positives de a; pour —a, le programme
devrait échouer si « est valide dans INTR et sinon,
enlever toutes les conséquences négatives de «. Par
exemple, nous n’avons jamais VR_g, s, ,V’, ie., le
programme —S7 S1 p échoue toujours. En revanche, le
programme —S7 Sy p réussit toujours, et on a
VRfsl Sap (V \ {Sl SQ p, JS SQ D, JSP})

car JSSop ~ S1S2p et JSp ~ S1Syp. Donc V
V [ [—S1 S2p]JS p quel que soit V.

Lemma 2. SiV € INTR et VRV’ alors V' € INTR.

Proposition 3. Pour tout V € INTR, i € Agt et ,
V' est seulement liée a des évaluations de INTR par
~i, ™ Agt et R7r-

Lorsqu’'on a V' |= ¢, on dit que V' est un modéle de
. L’ensemble des modeles (pas nécessairement intros-
pectifs) de ¢ est noté ||¢|.

Une formule ¢ est satisfiable dans INTR si ¢ a un
modele introspectif, & savoir, si ||¢|| N INTR # (). Par
exemple, JS pA—S; p a un modele, mais n’a pas de mo-
dele introspectif et est donc insatisfiable dans INTR.

Une formule ¢ est valide dans INTR si INTR C |¢||.
On dit aussi que ¢ est DEL-PAO-valide. Par exemple,
—[—S1 S2 p]JSp est valide dans INTR. On note que
-8 = [+a]=3 est valide dans INTR si et seulement si
a4 B.

La proposition suivante exprime le fait que, quand ¢
ne contient aucun opérateur épistémique, alors la va-
leur de vérité de ¢ ne dépend que des atomes présents
dans ¢.

Proposition 4. Soit ¢ sans opérateurs épistémiques.
Soit V,V' € 24T™ telles que que V(a) = V'(a) pour
chaque atome o € ATM (o). Alors V = ¢ si et seule-
ment si V' | .

Cette proposition sera déterminante pour le reste du
papier. On remarque qu’elle n’est pas nécessairement
correcte quand la formule contient des opérateurs épis-
témiques. Par exemple, considérons K;p : sa valeur de
vérité dépend de la valeur de vérité de 'atome de vi-
sibilité S; p, qui ne fait pas partie ATM (K;p).

3.4 Discussion

Les opérateurs de la connaissance individuelle de
DEL-PAO satisfont tous les principes de S5. Ils sont
plus forts que ceux de la logique épistémique stan-
dard S5. On peut le voir avec la formule invalide de S5
K;(pVvq) — (K;pV K;q) qui est valide dans INTR (voir
la proposition 5). Pour donner un exemple, cela signifie
que si l'on sait que le maitre d’hotel ou le jardinier est
le meurtrier alors on sait lequel d’entre eux l'est ; elle
implique aussi que 'on ne peut pas connaitre une dis-
jonction exclusive de deux variables propositionnelles

p et g. C’est un principe fort, qui est toutefois égale-
ment validé par toutes les autres logiques épistémiques
basées sur la visibilité.

Notre opérateur de connaissance commune satisfait
I’axiome de point fixe de la connaissance commune

CKp—pA ( A KiC’Kp).
i€Agt
Cela correspond au fait que par des contraintes (C2) et
(C4), JSpAp — ( A S;JS p) est valide dans INTR.
icAgt
Notre notion de conngaissance commune est toutefois
plus faible que la connaissance commune standard car
I’axiome d’induction
(Lp/\ CK(@ - A Kﬁp)) — CKyp
i€ Agt

n’est pas valide dans INTR. Au-dela de la justification
technique de ce choix (une telle contrainte ne peut pas
étre capturée par une formule finie constituée d’atomes
de visibilité) nous nous alignons sur [14, 9] et suppo-
sons que ce principe est trop fort pour une logique de
la connaissance commune.

4 Axiomatization

Nous présentons maintenant une axiomatisation
adéquate et complete de DEL-PAO.

4.1 Axiomes de réduction pour les opérateurs mo-
daux

La proposition suivante sera utilisée pour élimi-
ner les opérateurs épistémiques d’une formule qui ne
contient pas d’opérateurs dynamiques.

Proposition 5. Les formules suivantes sont DEL-

PAO-valides, avec At et A~ des ensembles d’atomes
tels que ATNA= =0 :

K,a+ S;aNa
CKa+ JSaha

(Red i
(Red cx o
(RedK -
(Red ¢k
(Red g A
(Red ci n

Ki—~a < S;a N«

CK-a < JSa A -«
Ki(pAN¢') & Kip ANKip
CK(pN¢') < CKoACKY'

)
)
)
)
)
)
Ki<\/a\/ \/ﬁa><—><\/Kioz> (\/Kﬁa>
)

RedK\/
>H(A CKQ)VQ K-
€At €A~

(RedCK’\/)

La proposition suivante permet d’éliminer les opéra-
teurs dynamiques de formules ne contenant pas d’opé-
rateurs épistémiques.

CK <D\/oz\/ \/ o

€EAT acA-
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Proposition 6. Les formules suivantes sont DEL-
PAO-valides.

mi )i © (][ (Red,)
[runle < [x]e Alr']e (Red,,)
[p?]e" o = ¢ (Red-)
[+a]-p ¢ =[+a]p (Red o -)

T st « est valide dans INTR
[Falme e {—'[—a]go sinon (Red_o -)
[+e](p A ¢') < [+ale A+aly’ (Redta,n)
[—a](p A ¢') & [—ale A-aly! (Red—q,n)
el { e (R

T st « est valide dans INTR
1L st a n'est pas valide dans INTR
and B~ «

B sinon (Red_)

Theorem 1. Pour toute formule @, il existe une for-
mule sans opérateurs modauz @' telle que p < ¢’ est
DEL-PAO-valide.

4.2 Axiomes d’introspection

Proposition 7. Les formules suivantes sont DEL-
PAO-walides, pour tout i € Agt et « € ATM :

S; S; a (Visca)
JS JS o (Visea)
JS S; S; a (Viscs)
JSa— S;a (Visca)
JSa — JSS;a (Viscs)

On appelle T,;s la collection des formules ci-dessus,
i.e.,

Tois = {S; S;a:i € Agt,a € ATM }
U{JSJSa:ae€ ATM}
U{JSS;Sia:ie€ Agt,a € ATM}
U{JSa— S;a:i€ Agt,a € ATM}
U{JSa— JSS;a:ic Agt,a € ATM}
Proposition 8. Pour ¢ sans opérateurs modaux, ¢
est DEL-PAO-valide si et seulement si Tyis FEcpL @,

ot E=cpL est la conséquence logique en logique proposi-
tionnelle classique.

4.3 Adéquation et complétude

L’axiomatisation de DEL-PAO est donnée par :
— les axiomes de CPL (logique propositionnelle
classique) ;
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— les axiomes de réduction de la proposition 5;
— les axiomes de réduction de la proposition 6;
— les axiomes d’introspection de la proposition 7;
— la regle du Modus Ponens et les regles d’équiva-
lence pour K;, CK et [r] :
o ¢
Kip < Ky’
oy
CKyp < CKy'
g ¢
[rle < [m]¢’

Proposition 9. Pour les formules p sans opérateurs
modauzx, FpeLpao @ si et seulement si Tyis FepL ©-

Theorem 2. L’aziomatisation de DEL-PAO est adé-
quate et compléte.

5 Complexité

Theorem 3. Les problemes de satisfiabilité et de
vérification de modéle de DEL-PAO sont PSPACE-
complets.

Nous consacrons le reste de la section a la preuve
de ce résultat. Nous commencgons par observer que les
problemes de satisfiabilité et de vérification de modele
ont la méme complexité.

Proposition 10. Soit ¢ une formule de DEL-PAO
sans opérateurs épistémiques telle que ATM (@) =
{a1,...,an}. Alors ¢ est satisfiable dans INTR si et
seulement si la formule

(a1l —ar);...;(+an U —an))e
est valide dans INTR.

On voit que (+a3 U —aq);...;(+a, U —ay) a
une longueur linéaire dans length(p) car ATM () <
length(p).

Dans le reste de la section, nous établissons les
bornes inférieures et supérieures du probleme de vé-
rification de modele.

5.1 Borne inférieure

La borne inférieure du probleme de vérification de
modele est établie au moyen d’'un encodage de for-
mules booléennes quantifiées (QBF), dont le probléeme
de satisfiabilité est PSPACE-complet. Plus de détails
sont disponibles dans la version complete du papier.

Il est un peu plus difficile d’établir la borne supé-
rieure. Nous allons encoder notre logique dans le frag-
ment sans étoile (*) de Dynamic Logic of Propositional
Assignments DL-PA [10, 3], dont le probléme de satis-
fiabilité est PSPACE-complet. D’abord, nous rappelons
brievement que cette logique.
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5.2 Dynamic Logic of Propositional Assignments

Tout comme le langage de DEL-PAO, le langage de
DL-PA est constitué de formules et de programmes. Ils
sont définis par la grammaire suivante :

Tu=+a|—a|mr|TUT |7
pu=al-plene]|[re
ou « prend ses valeurs dans ATM et i dans Agt. Ce
langage ne contient pas d’opérateurs épistémiques, et
est constitué des mémes atomes que DEL-PAO.

Les formules sont interprétées dans des évaluations
V € 24TM oxactement de la méme maniere que dans
DEL-PAO, sauf que l'interprétation des programmes
atomiques ne prend pas en compte les conséquences
introspectives. Donc :

VR oV' ssiV/ =V U {p)
VR_,V' ssi V' =V \ {p}

On a un équivalent de la proposition 4 dans DL-PA.

Proposition 11 ([3], Proposition 1). Soit V.V’ €
24TM telles que V(o) = V'(a) pour tout atome
a € ATM (). Alors V [=pLpa ¢ si et seulement si
V' EbLpa ¢.

5.3 Borne supérieure

Nous transformons d’abord nos opérateurs épisté-
miques en programmes équivalents ; il suffira alors de
donner une borne supérieure pour le probleme de vé-
rification de modele pour les formules sans opérateurs
épistémiques. Nous établissons ensuite la complexité
en traduisant nos formules et programmes en formules
et programmes DL-PA. Ce faisant, nous prenons en
compte les contraintes d’introspection de DEL-PAO sur
les évaluations.

Tout d’abord, nous définissons les programmes :

Tia =S a? (=S a?; (+al —a))

Le premier programme vérifie si ¢ voit a, et si ce n’est
pas le cas, fait varier la valeur de vérité de « ; le second
fait la méme chose mais pour la visibilité conjointe.
Etant donné un ensemble d’atomes A = {a1,...,an},
on définit :

Ti,A = T a5+ T,

T Agt,A = T Agt,ay +-+3 TAgt,au,

oll nous supposons que les atomes sont ordonnés de
telle sorte que k < [ implique que length(ay) <
length(ay). De plus, nous supposons que le programme
correspond a skip si l'ensemble A est vide. Par
exemple,

Ti (s, ppy = (Sip? U (=S p?; (+p U —p)));

(S 8j p? L (=8: S 75 (+5;p U =5, p)))
car length(p) < length(S; p).

Proposition 12. Soit ¢ une formule de DEL-PAO
sans opérateurs épistémiques. Alors les équivalences

Kip < [Wi,ATM(g;)]SO
CK()D Ans [T(Agt,ATM(Ap)]%O
sont DEL-PAO-valides.

La proposition 12 peut étre transformée en une pro-
cédure éliminant opérateurs épistémiques : il suffit
d’appliquer plusieurs fois les équivalences, a commen-
cer par les opérateurs les plus intérieurs.

Procedure 1. Tant qu’il y a un opérateur épistémique
dans ¢ :
1. sl existe une sous-formule K;¢' telle que ¢’ ne
contient pas les opérateurs épistémiques, rempla-
cer © par [T ara(p))e’ 5
2. s’il existe une sous-formule CK ' telle que ¢’ ne
contient pas les opérateurs épistémiques, rempla-
cer o par [T ag ATM ()%

Proposition 13. Pour chaque formule DEL-PAO ¢, il
existe une formule DEL-PAO ¢’ sans opérateurs épis-
témiques telle que @ + ' est DEL-PAO-valide. La
longueur de ¢’ est polynomiale dans length(p).

11 suffit donc de considérer le probleme de vérifica-
tion de modeéle pour les formules sans opérateurs épis-
témiques. La prochaine étape est de traduire en temps
polynomial les formules et les programmes de DEL-
PAO en formules et programmes DL-PA. Nous allons
en méme temps capter les contraintes d’introspection
par des affectations DL-PA.

Etant donné d’un atome « et un ensemble d’atomes
pertinents A C ATM, soit Eff "(a) N A = {B1, ..., Bn}
et Eff (a)NA={pB1,...,5,} On traduit les affecta-

tions de v comme suit :

tr(+a, A) = +51; ...; +0n

fail si « est valide dans INTR
t’f’(—Oé, A) = .

—B4;...; =B, sinon

Encore une fois, nous supposons que les atomes sont
ordonnés de telle sorte que k < [ implique que
length(Br) < length(B;) et que le programme devient
skip si ensemble {f1, ..., B} est vide.

Nous étendons ¢r de fagon homomorphique aux pro-
grammes et formules complexes, avec tr(a) = « et

tr([ml) = [tr(m, ATM ()))tr().

On note que ATM (tr(m, A)) C Aet ATM (tr(p)) C

ATM ().

Proposition 14. Soit ¢ une formule DEL-PAO sans
opérateurs épistémiques. Alors V' EpeLpao @ i et
seulement si V |=pL.pa tr(p).

— 89 —
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La grande finale résulte de propositions 10, 13 et
14 et de l'observation que la longueur de tr(yp) est
polynomiale dans length(y).

Corollary 1. Dans DEL-PAQ, les problémes de sa-
tisfiabilité et de vérification de modéle sont PSPACE-
complet.

6 Applications

Nous montrons maintenant comment exprimer les
annonces publiques et privées des atomes et des for-
mules épistémiques. Cela nous permet de formaliser le
probléme de bavardage et des deux généraux.

6.1 Annonces publiques et privées

Public Announcement Logic PAL [15] est une logique
de la famille DEL étendant la logique épistémique stan-
dard avec un opérateur [¢!], de sorte que [¢!]p signifie
“aprés que le fait réel v ait été annoncé publiquement,
@ est vrai”. Ses validités sont axiomatisées au moyen
des axiomes de réduction suivants :

[l]p > p—p
[Yl]=p < p—=[ylle
[ A¢") < [Wen!]e’
[V Kip < p—=Ki[Pl]p
Nous pouvons exprimer les annonces publiques de
littéraux dans DEL-PAO comme suit :
pl=p?+JSp
-pl = —-p?+JSp
ainsi que celle de la connaissance des atomes :
Kip! = K;p?;,+JSp

Il peut étre vérifié qu'avec ces définitions, tous les
axiomes de réduction de PAL sont valides dans notre
logique lorsque 1) est soit un littéral soit la connais-
sance d’'un atome (voir la version longue).

Un supplément intéressant est le fait que nous pou-
vons également modéliser facilement les annonces pri-
vées du méme type de formules. Avec j : ¢! signifiant
“1) est annoncé en privé a 'agent 57, on a :

Jipl=ph+Sip
j:opl=-ph+S;p
J o Kipl = Kip?,4+5;p;+5; Sip

6.2 Le probleme de bavardage

Six amis ont chacun un secret. Quand ils s’appellent
les uns des autres, ils échangent tous les secrets qu’ils
connaissent. Le probleme est de trouver combien d’ap-
pels sont nécessaires pour diffuser tous les secrets
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parmi tous les amis. Il a été prouvé [12] que le nombre
minimal d’appels est 8; par exemple, si nous écrivons
ij le fait que i appelle j (ou j appelle 7), la séquence
suivante propage tous les secrets : 12, 34, 56, 13, 45, 16,
24, 35. Une étude détaillée de ce probleme peut étre
trouvée dans [18]. Le probleme est également abordé
dans [19] avec une logique spécifique aux réseaux de
communication.

Nous modélisons ce probléme avec des annonces pri-
vées. Avec Agt = {i:1<i<6}et Prop=1{s;:i¢€
Agt} (s; signifiant que i a le secret s;), on définit le
programme Call;;, pour ¢, j € Agt, par :

Callij =
(Sz 81?,j : 81! (] _|Si 81?); ceey (Sz 86‘?,] : 86! U _\Si 86?),
(Sjs170 511U 817)5..5(S; 86757 1 sg! LIS s67)

En exécutant notre programme, i raconte tout ce qu’il
sait & j, et inversement. Par conséquent, on a :

{a : « est valide dans INTR} U Prop U {S;s; :i € Agt} =

[Calllg; C(lll34; Call56; Ca,lllg;

Callys; Callyg; Callyy; Callss) [\ K;
i€ Agt

A
JEAgt

Notre évaluation contient tous les secrets, et le fait
que chaque agent connait son secret. Elle est intros-
pective, puisque nous avons tous les atomes valides et
nous n’ajoutons pas d’autre atome de la forme JS a.

Intuitivement, chaque appel va ajouter la visibilité
de chaque atome connu par 'un des deux agents aux
deux; une annonce de la forme j : s;! est égale, dans
DEL-PAO, a s;7;+S5; s;, et puisque s; est vrai dans
notre évaluation, cela va se réduire & +5; s;. En fin de
compte, S; s; sera mis a vrai seulement si S; s; est vrai.
Donc Callyo est réduit a +55 s1;+S57 s2, et apres son
exécution, Si 81, S S0, S1 82 et Sy 81 sont tous vrais,
et donc K1 (s1 A s2) A Ka(s1 A s2) est également vrai,
ce qui est le résultat attendu. En continuant ainsi, et
puisque cette séquence d’appels conduit & une solution
dans le probleme initial, la formule sera vraie a la fin
du programme.

6.3 Le probleme des deux généraux

Nous avons vu que dans le probleme de bavardage,
chaque ami finira par connaitre chaque secret. Cela ne
signifie pas toutefois qu’il y a connaissance commune
de tous les secrets. La difficulté d’obtenir la connais-
sance commune par communication asynchrone non
fiable est mis en évidence par le ‘probleme des deux
généraux’ [1] [7]. Sa généralisation est le célébre pro-
bleme de généraux byzantins [13].

En bref, deux généraux ont besoin de coordonner
une attaque; ils ne peuvent gagner que s’ils attaquent
en méme temps. Pour communiquer, ils doivent en-
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voyer un messager qui peut étre capturé. Ils doivent
décider du moment de I'attaque, se mettre d’accord sur
ce moment, et chaque général doit savoir que l'autre
est d’accord. Pour ce faire, un général envoie un mes-
sage avec ’heure de 'attaque, mais comme il ne peut
pas étre sur que le message ait été regu, 'autre géné-
ral doit envoyer un accusé de réception. Bien str, tout
comme le message d’origine, I’accusé de réception peut
étre perdu, le premier général doit donc envoyer un
accusé de réception, et ainsi de suite. Pour étre par-
faitement coordonnés, a savoir, pour garantir qu’il y a
connaissance commune de ’heure de l'attaque, les gé-
néraux doivent envoyer un nombre infini de messages.

Formellement, avec Agt = {1,2} et Prop = {ta},
nous définissons I'atome av, par :

— ap = 5159551 ...55 ta si n est pair;

—_—

n alternations .
— ap = 595152 ...55 ta si n est impair.
—_—

n alternations
Ensuite, nous définissons le programme
T, = +ta; +S7 ta; +52 ta; +ao; +asg; ...; +ay,
qui formalise le fait que le moment de l'attaque a été
défini, que chaque agent le sait, que 1 sait que 2 le sait,
et ainsi de suite jusqu’a n.
L’illustration du probleme de deux généraux est
alors le suivant. Pour chaque n > 0,
{a: « est valide dans INTR} = [m,]-CKta.
Intuitivement, pour avoir V' | CKta, il faut avoir
ta € V et JSta € V. Comme aucun d’entre eux est
présent dans notre évaluation, les deux devraient étre
ajoutés par le programme 7,. En outre, et parce que
JS ta est une conséquence introspective de lui-méme
seulement, il devrait étre ajouté explicitement par m,.
Cependant, alors que 7,, ajoute ta quelle que soit la va-
leur de n>0, ’'atome JS ta n’est jamais ajouté. Ainsi,
CKta n’est jamais vrai quel que soit n > 0.

7 Travaux connexes

Ce travail est lié a plusieurs autres logiques dévelop-
pées au cours des dernieres années. La logique Episte-
mic Coalition Logic of Propositional Control with Par-
tial Observability ECL-PC(PO) [17] utilise le langage de
la logique épistémique standard ; mais les formules sont
interprétées sur des évaluations. La principale diffé-
rence avec DEL-PAO est que la visibilité est représentée
par un ensemble d’atomes pour chaque agent, conte-
nant les variables dont ’agent peut percevoir la valeur.
Par conséquent, ils n’est pas possible d’exprimer des
perceptions d’ordre supérieur telles que “I’agent i voit
si 'agent j pergoit p”. Au lieu de cela, et comme cela
a déja été mentionné, la perception de chaque agent
devient connaissance commune parmi tous les agents.
Par conséquent, nous conjecturons que ECL-PC(PO)

peut étre encodé dans DEL-PAO.

Une autre logique proche de la nétre est la Logic of
Revelation and Concealment LRC [16]. Cette logique
permet d’exprimer, par des programmes, qu'une va-
riable est révélée ou cachée a un agent. Sémantique-
ment, les formules sont interprétées dans des modeles
pointés avec un ensemble de visibilité pour chaque
agent. Révéler une variable & un agent ’ajoute a son
ensemble, alors que la lui cacher la supprime de son
ensemble. Cependant, comme dans [17], les ensembles
de visibilité sont connaissance commune parmi tous les
agents.

Nous pouvons également citer la logique ‘knowing
whether’ [5] qui ajoute un opérateur signifiant “i sait
si ¢” au langage de la logique épistémique standard,
interprété comme “@ a la méme valeur dans tous les
mondes indistinguables pour i”. Cela peut étre com-
paré a nos atomes de visibilité S; qui expriment la
méme idée sur les atomes.

8 Conclusion

Nous avons introduit une logique épistémique dy-
namique avec affectations et observations DEL-PAO
qui permet d’exprimer des observations d’ordre supé-
rieur et conjointes ainsi que leurs mises a jour. Elle
évite I’hypothese forte des autres logiques épistémiques
basées sur les observations, ot qui voit quoi qui est
connaissance commune. On remarque que l'ajout de
Pordre supérieur des observations et en particulier des
observations communes se fait sans cout supplémen-
taire : la satisfiabilité et la vérification de modele res-
tent PSPACE-complet. Cela contraste avec les logiques
standards de connaissance commune ou la satisfiabilité
est ExpTIME-difficile [8].

Une extension simple de notre logique serait de gé-
néraliser 'opérateur de connaissance commune CK
a des sous-ensembles de Agt. 11 faudrait ajouter des
atomes de visibilité JSjo, un par groupe d’agents J.
Une autre généralisation intéressante serait de consi-
dérer la croyance a la place de la connaissance. Un
moyen d’y parvenir pourrait étre de remplacer S; par
deux opérateurs O; et C};, signifiant respectivement
que 7 a une opinion sur quelque chose et que l'opi-
nion de 7 est correcte sur quelque chose. Cela nécessite-
rait d’autres contraintes sur les évaluations qui doivent
correspondre aux propriétés de la croyance. D’autres
extensions possibles concernent la partie dynamique :
comme [10], on peut ajouter des atomes représentant le
controle de ¢ sur une variable propositionnelle p, dans
le sens ou 7 peut changer la valeur de vérité de p a vo-
lonté. On peut alors associer a chaque affectation un
auteur, qui est 'agent exécutant 'affectation. Comme
montré dans [10], cela permet d’intégrer la Coalition

- 01 —
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Logic of Propositional Control [17]. 11 reste & savoir
comment ceci se combine avec les observations d’ordre
supérieur.
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Résumé

Les systemes de recommandation ont pour vocation
de fournir des suggestions intéressantes a leurs utilisa-
teurs. On distingue deux principaux types d'approche
pour construire un systéme de recommandation : les mé-
thodes dites “content-based” et les méthodes dites colla-
boratives. Encouragés par les bons résultats obtenus par
les techniques de classification basées sur les proportions
analogiques, nous nous intéressons ici a la conception
de techniques de recommandation elles aussi basées sur
les proportions analogiques. La qualité d'un systeme de
recommandation peut étre évaluée selon différents as-
pects, parmi lesquels la précision, qui mesure la capacité
d'un systéeme a évaluer avec justesse l'intérét d'un uti-
lisateur pour un objet donné. D'autres dimensions sont
aussi a prendre en compte, notamment la couverture, ou
la capacité du systeme a faire découvrir des articles a la
fois intéressants et qui n'auraient pas pu étre découverts
autrement (surprise). Dans ce papier, nous comparons
deux approches basées sur |'analogie avec d'autres ap-
proches classiques du probléme de la recommandation.

Abstract

Recommender systems aim at providing suggestions
of interest for end-users. Two basic types of approach
underlie existing recommender systems, namely content-
based methods and collaborative filtering. In this paper,
encouraged by the good results obtained with analogi-
cal proportion-based classification techniques, we inves-
tigate the possibility of using analogy as the main under-
lying principle for implementing prediction algorithms.
We study two variants of this idea. The quality of a
recommender system can be estimated along diverse di-
mensions, among which the accuracy to predict user’s
rating for unseen items is clearly important. Still other
dimensions like coverage and surprise are also of great
interest. In this paper, we compare the proposed ap-
proach with well-known recommender systems.

1 Introduction

Dans un monde ot le volume de données disponibles
ne cesse de croitre, les outils de filtrage automatique
sont essentiels pour extraire efficacement de I'informa-
tion et des connaissances. Dans le domaine du com-
merce électronique, les systéemes de recommandation
(SR) jouent le role de moteur de recherche : ils filtrent
les articles disponibles pour fournir aux clients des
recommandations intéressantes. Avec 'essor du com-
merce en ligne, les systemes de recommandation de-
viennent de plus en plus populaires [24, 1]. Ils aident
a répondre a des questions aussi diverses que “quel
film louer 7", “quel article acheter ?”, ou encore “dans
quel restaurant diner?”. Pour ce faire, les SR four-
nissent aux utilisateurs une liste de recommandations.
Evidemment, le systeme est d’autant meilleur que les
recommandations sont personnalisées : un SR ne re-
commandant que les articles les plus populaires est
vraisemblablement inutile, puisque les utilisateurs sont
susceptibles de déja connaitre ces articles.

Un moyen tres classique de fournir des recomman-
dations pour un utilisateur cible est d’estimer son in-
térét (ou son gotit) pour les articles dont le systéme
dispose. Le golit d’un utilisateur w pour un article ¢
(i pour langlais item) est communément représenté
par une note (ou score) que u donnerait a i. L’échelle
des notes peut varier, mais U'intervalle entier [1,5] et
léchelle binaire aime/n’aime pas sont trés communs
dans les systemes réels.

Une fois que ces estimations sont calculées, une op-
tion simple est de recommander a ’'utilisateur les ar-
ticles pour lesquels 'estimation de sa note est la plus
haute. On utilise ici 'hypothese implicite que 'utilisa-
teur sera intéressé par les articles avec un score élevé.

Avoir une idée précise de la qualité globale d’un SR,
n’est pas une chose triviale, et plusieurs points de vue
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doivent étre pris en compte (voir [24] pour une étude
exhaustive).

Le raisonnement par analogie est largement re-
connu comme un élément clef de 'intelligence humaine
[8, 11, 9, 16]. C’est un moyen puissant pour établir des
paralleles entre des objets a priori non apparentés, et
ainsi inférer des relations ou des propriétés sur la base
des similarités/dissimilarités observées. Aussi, il est
envisageable de concevoir un systeme de recomman-
dation utilisant le raisonnement par analogie comme
moyen d’inférence dans le but de proposer des recom-
mandations pertinentes, et si possible surprenantes.
Nous avons choisi d’explorer cette piste dans ce pa-
pier.

Les “proportions analogiques” permettent d’expri-
mer une relation analogique en faisant intervenir
quatre éléments a, b, c,d, ou I'on pose que “a est a b
ce que c est a d”. Une telle proportion exprime le fait
que les éléments a et b different de la méme maniere
que les éléments c et d : cela permet une approche plus
riche que de simplement considérer les plus proches
voisins d’un élément, car on va chercher de I'informa-
tion au-dela de leur voisinage. L’utilisation des propor-
tions analogiques permet de concevoir des classifieurs
trés performants [2, 23, 5], mais I’analogie s’est aussi
montrée efficace sur d’autres taches d’intelligence ar-
tificielle [6, 21].

Les taches de prédiction et de classification peuvent
étre considérées comme similaires, puisque les n notes
possibles peuvent étre vues comme autant de classes (&
ceci pres que dans le cas de la prédiction, ces “classes”
sont ordonnées). En s’inspirant des travaux effectués
en classification, mais aussi en essayant de s’adapter a
ce qui semble étre des spécificités propres aux SR, deux
algorithmes basés sur ’analogie sont proposés dans ce
papier, chacun reposant sur des définitions légerement
différentes du principe d’inférence analogique.

Notre papier est organisé comme suit. Dans la pro-
chaine section, nous établissons une breve revue des
techniques et outils pour la recommandation, ainsi que
pour I'évaluation des SR. Dans la section 3, nous four-
nissons les prérequis nécessaires sur les proportions
analogiques, et expliquons comment elles peuvent ser-
vir de principe d’inférence. Dans la section 4, nous
nous intéressons a 'utilisation des proportions analo-
giques pour la conception d’un systeme de recomman-
dation, en proposant deux implémentations. Dans la
section 5, nous reportons les résultats obtenus sur une
base de test et nous les comparons avec ceux de tech-
niques existantes bien connues. Enfin, nous concluons
et fournissons des pistes de recherche dans la section
6.

— 94 —

2 Prérequis sur les systemes de recom-
mandation

L’objectif d'un systeme de recommandation est de
fournir & un utilisateur une liste personnalisée d’ar-
ticles pertinents. Nous formalisons ici le probleme.

2.1 Formalisation du probleme de la recommenda-
tion

Soit U un ensemble d’utilisateurs et I un ensemble
d’articles. Pour certaines paires (u,i) € U x I, on
connait la note r;, qui exprime l'intérét que 'utili-
sateur u porte a ’article 7.

11 est assez commun d’avoir 7,,; € [1,5], ou 5 signifie
un intérét prononcé pour ’article ¢, 1 signifie un rejet
et 3 une certaine indifférence, ou une note moyenne.
Nous dénotons ’ensemble des notes connues du sys-
teme par R. Bien sur, dans les systemes réels, le car-
dinal de R est tres petit en comparaison du nombre
total de notes possibles qui vaut |U| x |I], puisque de
nombreuses notes sont inconnues. Nous notons U; ’en-
semble des utilisateurs qui ont noté 'article 7, et symé-
triquement I,, représente I’ensemble des articles que u
a notés.

Pour recommander des articles aux utilisateurs, un
systeme de recommandation procede ainsi :

1. Avec un algorithme A, estimer les notes r,; in-
connues (c.a.d. ry; ¢ R). Cette estimation A(u,1)
est communément notée 7,;.

2. Avec une stratégie de recommandation S et a la
lumiere des notes précédemment estimées, recom-
mander des articles aux utilisateurs. Par exemple,
une stratégie tres basique mais assez courante est
de suggérer a u les articles i pour lesquels 7,,; est
le plus grand.

On distingue trois principales familles de systemes
de recommandation, chacune se distinguant par les
techniques employées par l'algorithme de prédiction
A : les systémes basés sur le contenu (content-based),
le filtrage collaborative et les systemes hybrides. Les
méthodes hybrides sont en fait une combinaison des
méthodes content-based et collaboratives. Nous nous
intéresserons ici a ces deux dernieres, sans trop nous
attarder sur les méthodes content-based car elles se
sont montrées moins performantes que les méthodes
collaboratives.

2.2 Techniques content-based

Les algorithmes basés sur le contenu utilisent les mé-
tadonnées des utilisateurs et des articles pour estimer
une note. Les métadonnées sont des informations ex-
ternes qui peuvent étre collectées, typiquement :
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— pour les utilisateurs : le genre, ’age, la profes-
sion, ’adresse, etc;

— pour les articles : cela dépend bien sur de la na-
ture des articles, mais dans le cas de films on
peut penser a leur genre, les acteurs principaux,
le réalisateur, etc.

A partir de ces métadonnées, un systeme basé sur
le contenu va essayer de trouver des articles similaires
a ceux pour lequel I'utilisateur a déja exprimé son in-
térét (en donnant un score élevé par exemple). Cela
suppose 'utilisation d’une mesure de similarité entre
les articles. De nombreuses options sont envisageables
pour une telle mesure. Elles ne seront pas discutées ici,
car notre méthode est de nature collaborative.

Un inconvénient bien connu des techniques content-
based est leur tendance a seulement recommander
des articles que les utilisateurs connaissent déja, et
les recommandations sont ainsi peu surprenantes et
manquent de diversité.

2.3 Le filtrage collaboratif

Les algorithmes de filtrage collaboratif reposent sur
I’ensemble des notes connues R pour faire une pré-
diction : pour une prédiction r,; (ry; ¢ R), A pro-
duira 7,; en se basant sur un sous-ensemble de R soi-
gneusement selectionné. La différence principale entre
les méthodes collaboratives et les méthodes content-
based est que dans les premieres les métadonnées ne
sont pas utilisées, et dans les secondes les seules notes
qui sont prises en compte sont celles de 'utilisateur
cible. Deux approches collaboratives populaires sont
I’approche basée sur le voisinage et ’approche par fac-
torisation de matrice, que nous décrirons ici dans leur
forme la plus simple.

L’approche par voisinage est une technique extreé-
mement basique, mais qui se montre néanmoins tres
efficace. Pour estimer la note d’un utilisateur uw pour
un article i, on sélectionne NF(u), I'ensemble des k
utilisateurs les plus proches de w et qui ont noté 1.
La aussi, on a besoin d’une mesure de similarité entre
les utilisateurs. L’estimation de r,; est calculée comme
suit :

ager  Tui,
veENF (u)

Tui =

ou l'agrégat est habituellement une moyenne pondé-
rée par la similarité entre v et v. Une prédiction un
peu plus sophistiquée, popularisée par [3] est calculée
ainsi :

’Fui = buz + aggr (T'Ui - bvi)a

vENE (u)
ou by,; est un biais lié a 'utilisateur u et a 'article . Le
biais caractérise la tendance de u & donner des notes
au dessus ou en dessous de la moyenne générale p et

la tendance des utilisateurs a noter ¢ au dessus ou en
dessous de p. Comme elle utilise le voisinage des in-
dividus pour produire une prédiction, cette technique
tend a modéliser les relations locales sous-jacentes aux
données.

Notons qu’il est tout a fait possible d’adopter un
point de vue centré sur les articles plutot que sur les
utilisateurs. En effet, plutot que de chercher des utili-
sateurs similaires a u, on pourrait plutot chercher des
articles similaires a ¢, ce qui conduira & des formules
duales de celles ci-dessus.

L’approche par factorisation de matrice est forte-
ment inspirée par la décomposition en valeurs singu-
lieres : on suppose l'existence de f facteurs (ou cri-
teres) dont la nature n’est pas nécessairement connue
et qui déterminent la valeur de chaque note r,;. Un
utilisateur u est modélisé par un vecteur p, € R/, ou
chaque composante de p,, caractérise I'importance du
facteur correspondant pour u. D’une facon similaire,
un article i est modélisé par un vecteur ¢; € R/, on
chaque composante de ¢; caractérise a quel point 7 sa-
tisfait le critere en question. A partir de la, une pré-
diction ,; est calculée comme le produit scalaire des
deux vecteurs p, et ¢; :

~ t
Tui = Dy qi-

Une fois le nombre de facteurs f fixé, le probleme est ici
d’estimer les vecteurs p,, et ¢; pour tous les utilisateurs
et tous les articles. Deux méthodes sont fréquemment
utilisées pour cela : la régression des moindres carrés
alternée et la descente de gradient stochastique, popu-
larisée par [7].

Contrairement a la méthode de voisinage, la facto-
risation de matrice a tendance a modéliser et capturer
les aspects globaux et généraux des données. Les deux
méthodes ont été combinées avec succes dans les tra-
vaux de [13].

2.4 L’évaluation des systemes de recommandation

Avoir une idée précise de la qualité globale d'un SR
n’est pas une chose évidente, et plusieurs points de
vue doivent étre pris en compte (voir [24] pour une
étude exhaustive). La précision des prédictions de I’al-
gorithme est capitale, mais d’autres propriétés sont re-
quises pour déployer un systeme efficace. Par exemple
la couverture, qui mesure I’étendue des articles du sys-
temes qui peuvent faire I’'objet d’une recommandation,
ou encore la surprise qui renseigne sur le caractere in-
attendu d’une recommandation.

Exactitude
La performance de I'algorithme de prédiction A est
généralement évaluée du point de vue de I'exactitude
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(accuracy en anglais), qui mesure & quel point les es-
timations de notes 7,; sont proches de leurs vraies va-
leurs 7,;. Pour évaluer 'exactitude d’un algorithme
de prédiction, on utilise généralement la technique de
validation croisée bien connue en apprentissage artifi-
ciel : 'ensemble R des notes est divisé aléatoirement en
deux ensembles disjoints Rgppr €t Ryest, €t I'algorithme
A prédit les notes de Ries; en se basant uniquement
sur les notes de I’ensemble d’apprentissage Rirqin -

La racine de la moyenne du carré des erreurs (RMSE
pour Root Mean Squared Error), est un indicateur treés
commun de I'exactitude d’un algorithme. On la calcule
comme suit :

1
RMSE(A) = \/|Rt ] E (Pui — Tui)?.
€S i€ Reest

Un autre indicateur de 'exactitude est la moyenne des
erreurs absolues (MAE pour Mean Absolute Error), ot
les grandes erreurs ne sont pas plus pénalisantes que
les petites :

1 .
MAB(4) = D [fus = ruil

Tui € Riest

Précision et rappel

La précision et le rappel permettent de mesurer la
capacité d'un systeme a fournir des recommandations
pertinentes. Dans ce qui suit, on notera Is I’ensemble
des articles que la stratégie S suggerera a n’importe
quel utilisateur, & partir des prédictions venant de 1’al-
gorithme A. Pour des notes appartenant a l'intervalle
[1,5], une stratégie simple serait par exemple de re-
commander 'article ¢ a l'utilisateur u si ’estimation
Twi €st supérieure a 4.

Is ={ieI|FueUrt, >4}.

Soit I,er+ 'ensemble des articles qui sont effective-
ment pertinents pour les utilisateurs (c.a.d. 'ensemble
des articles qui auraient été recommandés si toutes les
prédictions de A étaient exactes) :

Tpert ={i € I|Fu € U, ry; > 4}.

La précision du systéme est définie comme la frac-
tion d’articles recommandés qui sont pertinents pour
les utilisateurs :

|IS N Ipert|

Précision =
[Is| ~

et le rappel est défini comme la fraction d’articles re-
commandés qui sont pertinents, parmi tous les articles
pertinents possibles :

|IS N Irelev|

Rappel =
|Irelev |
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Si des prédictions précises sont cruciales, il est larg-
ment admis que cela reste insuffisant pour déployer un
systeme de recommandation efficace. D’autres mesures
sont nécessaires [15, 10, 12].

Par exemple, on peut naturellement attendre d’un
systeme de recommandation qu’il soit non seulement
précis, mais aussi surprenant, et étre capable de re-
commander le plus d’articles possible.

Couverture

La couverture, dans sa forme la plus simple, est utili-
sée pour mesure la capacité d’un systeme a recomman-
der une grande quantité d’articles. Il est assez commun
en effet de tomber dans 1’écueil classique qui consiste
a ne recommander que des articles tres populaires. Un
tel systéme n’apporterait aucune information intéres-
sante a ses utilisateurs.

La couverture peut étre définie comme la proportion
d’articles recommandés par rapport a tous les articles
du systeme :

15|

Coverage = ——.
1]

Surprise

Les utilisateurs attendent d’un systéme de recom-
mandation qu’il soit surprenant, c’est a dire qu’il sug-
gere des articles qu’ils n’auraient pas pu découvrir sans
son aide. Selon les travaux de [12], la surprise d’un sys-
teme de recommandation peut étre évaluée avec ’aide
de l'information mutuelle ponctuelle (PMI pour Point-
wise Mutual Information). La PMI entre deux articles
i et j est définie ainsi :
- p(i, J) .
PMI(i, j) = —log, p(i)p(j)/logz p(i, j),
ou p(i) et p(j) représentent les probabilités pour les
articles ¢ et j d’étre notés par n’importe quel utili-
sateur, et p(7,j) est la probabilité que 7 et j soient
notés ensemble : p(i) = ||ll]j|| et p(i,j) = %
rappelle que U; est ’ensemble des utilisateurs qui ont
noté larticle ¢). Pour estimer la surprise apportée par
la recommandation d’un article ¢ a un utilisateur u,
nous avons deux choix :

— soit prendre le maximum des valeurs de PMI

pour ¢ et tous les autres articles notés par u :

Surp™®*® (u,i) = max PMI(i, §)
jel,

(on

— soit prendre la moyenne de ces valeurs de PMI :

Zje[u PMI('L?])
| L]

Surp®®9(u,i) =

Alors, la capacité globale du systéeme a surprendre ses
utilisateurs est la moyenne de toutes les valeurs de
surprise sur I’ensemble des prédictions.
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3 Prérequis sur les proportions analo-
giques

Une proportion analogique “a est a b ce que ¢ est
a d’ exprime une relation analogique entre les paires
(a,b) et (c,d), ainsi qu’entre les paires (a,c) et (b,d).
On peut trouver de nombreux exemples naturels de
telles proportions analogiques, comme par exemple “le
veau est a la vache ce que le poulain est a la jument”,
ou encore “le pinceau est au peintre ce que la craie
est au professeur”. Cependant, ce n’est que récem-
ment que des définitions formelles ont été proposées
pour les proportions analogiques, dans des cadres diffé-
rents [26, 14, 18]. Dans cette section, nous donnons un
bref résumé de la formalisation des proportions analo-
giques qui nous aideront a décrire nos algorithmes par
la suite. Pour une introduction générale, nous invitons
le lecteur & se référer a [20, 19, 22].

3.1 Cadre formel

Il est entendu depuis I’époque d’Aristote qu'une pro-
portion analogique T' est une relation quaternaire qui
satisfait les trois axiomes suivants :

1. T(a,b,a,b) (reflexivité)
2. T(a,b,¢,d) = T(c,d,a,b) (symétrie)

3. T(a,b,c,d)
trale)

= T(a,c,b,d) (permutation cen-

1l existe plusieurs modeles de proportions analogiques,

dépendant du domaine de définition. Lorsque le do-

maine est défini, T'(a, b, c,d) s’écrit plus simplement

a :b:: c:d. Dans ce papier, on s’intéresse a évaluer des

proportions analogiques sur des notes, qui peuvent étre

soit booléennes (aime/n’aime pas), soit dans notre cas

d’étude des valeurs entieres (dans l'intervalle [1,5]).

L’idée de proportion analogique est similaire a celle de

proportion numérique pour les nombres :

— Domaine R :
a:bucid <= § =45
(proportion géométrique).

— Domaine R :
a:bic:d < a—b=c—d < a+d=b+c
(proportion arithmétique).

— Domaine R"” :

G:buéc:d < d—b=2¢—d Cest sim-
plement une extension de la proportion arithmé-
trique aux vecteurs réels. Dans ce cas, les quatre
vecteurs d, (_): c, d forment un parallélogramme.

— Domaine B = {0,1} :
a:buc:d <= (aNnd=bAc)AN(aVd=bVe).

— Domaine B" :

G:bc:d = Vi e [lL,n], a;:b;:e:d.
C’est une extension directe du cas booléen.

ad = be

D’autres définitions existent pour les matrices, les
concepts formels, les treillis, ete. (voir [26, 14, 17]).

Résolution d’équation

A partir de trois éléments a, b, ¢, le probleme de la
résolution d’équation consiste & trouver un quatrieme
élément x de telle sorte que la proportion a : b::c: x
soit valide.

Dans le cas des proportions booléennes, le probleme
n’est pas toujours soluble : bien qu’il soit facile de
compléter 1 : 0 :: 1 : z pour construire une pro-
portion valide, il n’existe pas de solution a 1’équation
1:0::0: 2t

Inférence analogique

Le raisonnement analogique peut étre vu comme un
moyen d’inférer de nouvelles connaissances a partir de
proportions analogiques observées. Nous formalisons
ici ce raisonnement dans le cas ou les éléments d, 5, c, d
sont, des vecteurs de R™ ou de B”. Le saut analogique
est un principe d’inférence non str qui postule que
pour quatre vecteurs @, 5, c, d tels que la proportion est
vraie sur certaines composantes, alors elle reste vraie
aussi sur les composantes restantes. On peut formuler
cela de la maniere suivante (ot @ = (a1, a2, -a,) et
JC[l,n]):

Vi€ Jaj:b; ey id
Vie[l,n]\ Joa;:b;ci:d;

(inférence analogique)

Ce principe amene a une regle de prédiction dans le
contexte suivant :

— On a 4 vecteurs da, 5, E’,Joﬁ d west que partiel-
lement connu : seules les composantes de d dont
les indices sont dans J sont connues.

— En utilisant I'inférence analogique, on peut pré-
dire les composantes manquantes de d en résol-
vant l'ensemble des équations (dans le cas ol
elles sont solubles)

ViE[l,n]\LL a;:b;cid;=1.

Dans le cas ou les éléments sont tels que leur derniere
composante est une classe (ou label), appliquer ce rai-
sonnement sur d revient & prédire une classe candidate
pour d. Lorsque 'on peut trouver plusieurs triplets
a, 5, ¢ qui satisfont la proportion analogique sur les in-
dices dans J, il est possible d’obtenir plusieurs classes
candidates et il est alors nécessaire de faire un choix
(par une procédure de vote ou n’importe quelle tech-
nique d’agrégation), afin d’obtenir une seule et unique
classe. Comme évoqué dans l'introduction, ce principe
d’inférence a été appliqué avec succes a des problemes
de classification.

1. Dans le cadre booléen, la proportion a : b :: ¢ : d est vraie
pour seulement six quadruplets (contre 24 possibles).
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4 Recommandation analogique

Nous avons développé deux algorithmes pour la re-
commendation, chacun étant inspiré par deux vues dif-
férentes du principe d’inférence analogique. Dans les
deux cas, I'idée principale est que si une proportion
analogique est satisfaite entre trois utilisateurs a, b, ¢, d
(c.a.d. que pour chaque article j qu’ils ont noté en com-
mun la proportion analogique 745 : 1p; i i rg; est
vraie), alors la proportion doit aussi étre vraie pour
un film 7 que a, b, ¢ ont noté mais que d n’a pas noté :
la valeur rg; est la composante manquante. Cela nous
conduit & estimer r4; comme la solution 74; de 1’équa-
tion analogique suivante :

ch

Tai “Thi i T¢ci © X

Etant donnée une paire (u, ), telle que r,; ¢ R (on ne
connait pas la note de u pour ) la procédure principale
est la suivante :

1. Trouver l’ensemble des triplets d’utilisateurs
a, b, c tels qu’une proportion analogique est vraie
entre a, b, c, et u et tels que I’équation

Tai *Thi 2 Tei + T

est soluble.

2. Résoudre ’équation ry; : 7p; i Te; : T, et considé-
rer que la solution 7 est une note candidate pour
Twi-

3. Définir 7,,; comme un agrégat de toutes les notes
candidates.

La premiere étape stipule simplement que dans I’es-
pace vectoriel de dimension |Igpey|, les utilisateurs
a,b,c et u, considérés comme des vecteurs de notes
sur Igpew, forment un parallélogramme. Evidemment,
cette condition est relativement stricte et il peut étre
nécessaire de la relaxer, en permettant au parallélo-
gramme de se déformer. On peut donc remplacer la
condition 3 par ||(a — b) — (¢ — d)|| < A, ol A est un
seuil adéquat et ou ||.|| correspond & la norme eucli-
dienne.

Une autre modification de l’algorithme serait de
chercher les utilisateurs a, b et ¢ uniquement dans un
sous-ensemble de U. On peut penser a I’ensemble des k
plus proches voisins de d, en utilisant I’hypothese que
ce sont les voisins de d qui sont les plus & méme d’es-
timer correctement sa note pour i. Cela permet aussi
de réduire la taille de I’espace de recherche des triplets
et ainsi le temps d’exécution.

Evidemment, I'analogie peut étre appliquée avec une
approche basée sur les articles plutot que sur les uti-
lisateurs, comme c’est le cas pour les techniques clas-
siques. Les deux approches seront étudiées dans ’ex-
périmentation.
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4.1 Algorithme utilisant les proportions analo-
giques

Ici, on utilise la définition de la proportion analo-
gique basée sur la proportion arithmétique :

a:bc:d < a—-b=c—d.

Etendue aux vecteurs, cette définition indique que
(@, 5, c, cf) sont les sommets d’un parallélogramme. Une
implémentation directe de la procédure ci-dessus mene
a l'algorithme 1, ou I;pe, désigne I'ensemble des ar-
ticles j que les utilisateurs a, b, c et u ont conjointe-
ment notés (rq; € R,1pj € R,7cj € Ret ry; € R).

Algorithm 1
Entrée : Un ensemble de notes connues R, un uti-
lisateur u et un article i tels que r,; ¢ R
Sortie : 7,; : une estimation de r,;
Initialisation :
C=0 // liste de solutions candidates
for all utilisateurs d, 5, ¢ voisins de u tels que

1. Tai GR,Tbi GR,TM' GR

2. Tai —Thi = T'ej — & est soluble

3. |[(@=b)—(c—d)|| <X //Vanalogie est presque
vérifiée entre a,b,c et u

do
T Te; — Tai + Thi
C + CuU{z} // ajouter x comme une solution
candidate

end for

Tui = aggr
zeC

Nous avons considéré une condition stricte de réso-
lubilité pour I’équation r,; — 7p; = Te; —  : comme le
résultat exact x = rq;+1rp; —74; n’appartient pas néces-
sairement & lintervalle [1,5], nous considérons 1’équa-
tion soluble uniquement lorsque 74; = 7rp; OU T'q; = T'¢i-
Cela assure que la solution sera bien dans [1, 5].

Chaque utilisateur d’un triplet (a,b,c) est repré-
senté comme un vecteur de notes de dimension m. Il
est clair que cette dimension m varie en fonction du
triplet considéré, puisqu’il est tres probable que les ar-
ticles conjointement notés par les utilisateurs de deux
triplets distincts soient eux aussi différents. Aussi, il
est nécessaire que le seuil \ soit une fonction de m,
car 1'étendue des valeurs que [|.|| peut prendre dé-
pend de m. Nous avons observé expérimentalement
que A = 3 . \/m permettait d’obtenir des résultats
optimaux.
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4.2 Algorithme avec principe d’inférence reposant
sur des motifs

Une idée intuitive sous-jacente a la recommandation
par filtrage collaboratif est que des utilisateurs ayant
exprimé des gotuts similaires sur plusieurs articles de-
vraient, de méme, avoir des gofits similaires sur de nou-
veaux articles. Cependant, on peut observer que dans
un groupe d’utilisateurs ayant des gotuts similaires, les
avis peuvent diverger sur certains articles donnés.

Avec l'algorithme précédent, il peut se produire la
situation (non désirée) suivante :

i quatre utilisateurs a, b, c,u ont des gotuts assez si-
milaires sur tous les articles qu’ils ont conjointe-
ment notés (avec peut-étre quelques divergences
négligeables et permises par la déformation du pa-
rallélogramme), alors que

ii I’équation a résoudre 74;, 7'pi, Tei, © OU ¢ est Particle
que u n’a pas noté est telle que r,; est a peu pres
égal a r; mais differe fortement de rp; (par exemple
1:4:1:2,ouencoreb:2::5:x).

Dans ce cas précis, le motif de I’équation a résoudre
ne se retrouve pas dans les analogies construites par
les articles conjointement notés, qui sont du type 1 :
1::1:1,4:4::4:5, ete.

Or, il semble naturel de souhaiter éviter le genre de
situation ou le motif de I’équation & résoudre ne se re-
trouve pas (ou peu) parmi les composantes. En effet,
dans ce cas, on peut considérer que ’on ne dispose pas
suffisamment d’information pertinente pour appliquer
I'inférence analogique puisque ’on n’a pas observé sur
les composantes un motif identique a celui de 1’équa-
tion a résoudre.

Cette observation amene a la conception d’un se-
cond algorithme ou le principe d’inférence est légere-
ment modifié, comme expliqué ci-dessous.

Tout comme pour Palgorithme précédent, on
cherche des triplets d’utilisateurs a, b, ¢ tels que 1’équa-
tion analogique 74; @ Tp; :: Te; T soit soluble.

Pour chaque article j € Iypcy, On assigne le quadru-
plet (Tajmbj,rcj,ruj) a trois catégories :

1. accord : (ra;,7bj,Tcj, Tuj) € Cat 1 ssi trois d’entre
eux sont égaux et le quatrieme différe avec au plus
un écart de 1.

Ex : (4,4,4,4) € Cat 1, (4,3,4,4) € Cat 1, mais
(4,3,4,3) ¢ Cat 1

2. Changement dans la méme direction :
(Taj,ThjsTejs Tuy) € Cat 2 ssi
(a) 7y, differe de rp; avec une différence d’au
moins 2, et de méme pour r¢; et ry; ;

(b) le changement entre 74, et ry; est fait dans
la méme direction que celui entre r¢; et ry;.

3. autres (Cat 3) : tous les quadruplets qui n’appar-
tiennent pas aux deux premiéres catégories appar-
tiennanet a la troisieme.

Il est clair que lorsque |Cat 3| est négligeable par
rapport & |Cat 1| + |Cat 2|, la proportion analogique
est vraie (au moins approximativement) entre les
quatre ensembles de notes.

Résolution d’équation et filtrage des solutions can-
didates

On observe trois cas différents, selon le motif de
I’équation analogique 74; @ 7p; 2 T¢i : T ¢

l.a:aza:z = z=a.
x est candidat ssi |Cat 1| > |Cat 2| + |Cat 3|.

2.a:bra:x,la-b>2 = x=b.
x est candidat ssi |Cat 2| > |Cat 3|.

.abra:za—bl=1 = x=0
x est candidat ssi |Cat 1| > |Cat 2| 4 |Cat 3| ou
|Cat 2| > |Cat 3.

La aussi, toutes les solutions candidates sont agré-
gées pour obtenir une seule et unique estimation 7.

5 Expérimentations et résultats

Nous avons implémentés en Python et testés nos
deux algorithmes, auxquels nous nous référons par
Paral et par Pattern. Pour ces deux algorithmes, nous
cherchons les utilisateurs a, b, ¢ dans ’ensemble des k
plus proches voisins de v avec k = 20. Ils sont com-
parés avec les algorithmes de voisinage décrits dans
la section 2.3, auxquels nous nous référons par k-NN
pour le modele de base et k-INN Biais pour le mo-
dele sophistiqué utilisant un biais. Pour ces deux algo-
rithmes, nous avons choisi d’utiliser k& = 40.

Pour chaque algorithme, nous avons calculé les me-
sures suivantes (décrites dans la section 2.4) :

— L’exactitude mesurée par la RMSE : une bonne
exactitude correspond a une valeur de RMSE
proche de 0.

— Précision et rappel : de bonnes valeurs corres-
pondent & un pourcentage élevé.

— Couverture : idem.

— Surprise : ce sont en fait des mesures de non-
surprise. Aussi, plus le nombre est faible, plus
les recommandations sont surprenantes. Ces me-
sures sont notées Spaz €t Savg-

— Le temps utilisateur nécessaire pour effectuer les
recommandations (on ne prend pas en compte le
temps d’apprentissage qui est le méme pour les
différents algorithmes).

— Pourcentage de prédictions impossibles.

— 99 —
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Pour chaque algorithme, la stratégie de recommanda-
tion S est de recommander 'article ¢ a 'utilisateur «
si ’Fui > 4.

5.1 Jeu de données et protocole d’évaluation

Jeu de données

Nous avons comparé les algorithmes sur la base de
données Movielens-100K 2, qui contient 100.000 notes
venant de 1000 utilisateurs pour 1700 films. Chaque
note appartient & U'intervalle [1, 5]. La base de données
propose des métadonnées sur les films et les utilisa-
teurs, mais nous ne les avons pas utilisées.

Protocole d’évaluation

Afin d’obtenir des mesures légitimes, nous avons
procédé a une campagne de validation croisée a cing
plis : pour chaque pli, I’ensemble des notes R est scindé
aléatoirement en deux sous-ensembles disjoints Rqppr
et Riest, 01l Roppyr contient cing fois plus de notes que
Riest. Les mesures reportées sont des moyennes sur les
cing plis.

5.2 Résultats et analyse

La table 5.2 illustre les performances des algo-
rithmes. Des expériences similaires ont été menées en
raisonnant sur des articles plutot que sur des utili-
sateurs, montrant des résultats tres semblables mais
légerement moins bons en RMSE (environ 5% plus
grand).

RMSE | Prec | Rap | Couv | Spaz | Savg | Time | Imp

Paral .898 89.1 | 43.3 | 31.2 | 0.433 | 0.199 2h 1.1
Pattern 927 | 84.9 | 50.0 | 47.7 | 0.433 | 0.198 | 5h 1.2
k-NN .894 89.1 | 44.1 | 27.8 | 0.432 | 0.198 10s 0.1
k-NN Biais .865 88.4 | 44.0 | 44.7 | 0.431 | 0.199 10s 0.1

TABLE 1 — Performance des algorithmes

Comme attendu, l'algorithme k-N N Biais est plus
performant que l’algorithme de filtrage collaboratif ba-
sique k-NN. Cependant, ces deux algorithmes clas-
siques sont supérieurs aux algorithmes analogiques
proposés en en ce qui concerne la RMSE. I semble
néanmoins qu'une certaine marge de progression soit
envisageable pour ces deux nouveaux algorithmes, a la
condition d’une analyse minutieuse de leur comporte-
ment. Pour les mesures autres que la RMSE, les ré-
sultats obtenus sont assez proches pour les quatre al-
gorithmes. FEn ce qui concerne la surprise, qui est une
notion délicate a quantifier, on peut se demander si la
mesure utilisée ici est vraiment appropriée.

Des deux algorithmes analogiques, c’est étonnam-
ment le premier qui donne les meilleurs résultats. Ceci

2. http ://grouplens.org/datasets/movielens/
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peut étre di au fait que le second est trop permissif
dans la maniére ou les proportions analogiques sont sa-
tisfaites. De plus, le nombre de prédictions impossibles
est supérieur, puisque les conditions de résolubilité des
équations analogiques sont plus strictes. Une option
envisageable serait d’hybrider les deux procédures.
Les deux algorithmes analogiques souffrent de leur
complexité cubique, caractéristique de ce type d’ap-
proche. Dans le cas des systemes de recommandation
ou des millions d’utilisateurs et d’articles entrent en
jeu, cela devient un inconvénient non négligeable qui
devra étre contourné d’une manieére ou d’une autre.

6 Conclusion et futures pistes

Nous en sommes clairement & un stade d’études pré-
liminaires sur ’approche analogique pour la prédiction
dans les systemes de recommandation, qui est un su-
jet qui n’a jamais été exploré auparavant. Nos premiers
résultats ne sont pas meilleurs que ceux obtenus avec
les approches standards. Méme s’ils ne semblent pas
en étre trop éloignés, les différences restent suffisam-
ment grandes pour avoir un impact sur l’expérience
utilisateur du systéme. Cependant, il est intéressant
d’observer que des approches basées sur des idées as-
sez différentes menent & des résultats comparables.

De plus, il doit étre noté que le probleme de la pré-
diction pour la recommandation, bien que similaire a
un probleéme de classification (pour lequel les classi-
fieurs analogiques sont performants), présente des dif-
férences significatives, puisque les notes des articles qui
jouent ici le réle de composantes descriptives peuvent
étre assez redondantes et en quelque sorte incompletes
pour fournir un profil cohérent d’un utilisateur. Ceci
pourrait expliquer le fait que I’application d’une ap-
proche analogique est moins performante pour la re-
commandation que pour la classification.

Des méthodes basées sur la proportion analogique
ont aussi été utilisées récemment pour prédire des va-
leurs booléennes manquantes dans des bases de don-
nées [4]. Le probléme de la recommandation peut aussi
étre vu comme un probleme de valeurs manquantes,
mais ici la proportion de données inconnues est consi-
dérable, et les données ne sont pas nécessairement boo-
léennes. Cela aussi suggere que la tache de recomman-
dation est plus difficile.

Il reste cependant un certain nombre de pistes a ex-
plorer, tel que comprendre dans quelles situations une
approche analogique serait plus performante que les
approches classiques, et dans quelles autres situations
une autre approche est préférable.

Enfin, 'exploitation du potentiel créatif de 1’analo-
gie pour proposer des articles jamais considérés par un
utilisateur mais possedant des caractéristiques com-
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munes avec des articles qu'il apprécie [25] ainsi que  [11]
I’exploitation de son pouvoir explicatif pour suggérer
pourquoi un article peut étre intéressant, restent en-
tierement a explorer.
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Résumé

Le probleme de la représentation et du raisonnement
dans l'incertain est un sujet important en Intelligence
artificielle. Dans ce papier, nous étudions les transfor-
mations probabilistes-possibilistes (dans le sens des pro-
babilités vers les possibilités) a travers plusieurs ques-
tions telles que I'inférence et les modeles graphiques. Les
travaux qui traitent des transformations sont principale-
ment centrés sur les propriétés intéressantes a satisfaire
et proposent des transformations les satisfaisant. Peu de
travaux ont été développés en ce qui concerne |'analyse
du comportement de ces transformations face a des opé-
rations comme le conditionnement et la marginalisation.
Ce papier s'intéresse a la commutativité des transforma-
tions lors de taches de raisonnement telles que margi-
naliser et conditionner. Un autre probléme abordé dans
ce papier est celui des transformations dans les modeles
graphiques, plus précisément |'indépendance des événe-
ments et des variables.

Abstract

Representing and reasoning with uncertain infor-
mation is a common topic in Artificial Intelligence. In
this paper, we focus on probability-possibility transfor-
mations (from probability to possibility) in the context
of changing operations and graphical models. Existing
works mainly propose probability-possibility transforma-
tions satisfying some desirable properties. Regarding the
analysis of the behavior of these transformations with
respect to changing operations (such as conditioning and
marginalization), only few works addressed such issues.
This paper concerns the commutativity of transforma-
tions with respect to some reasoning tasks such as mar-
ginalization and conditioning. Another crucial issue ad-
dressed in this paper is the one of probability-possibility
transformations in the context of graphical models, es-
pecially the independence of events and variables.

1 Introduction

De nombreux cadres existent pour représenter 1’in-
formation en présence d’imprécision, d’incertitude et
de contradictions, tels que la théorie des probabilités,
la théorie des possibilités, les probabilités imprécises
ou encore la théorie de Dempster-Shafer. La théorie
des probabilités est la plus connue et par conséquent
la plus développée mais lorsqu’on fait face a des cas
d’ignorance totale ou partielle, ou a des informations
incompleétes en général, cette théorie n’est peut-étre
pas la plus adaptée. C’est pour cela que des cadres de
représentation alternatifs tels que la théorie des possi-
bilités ont été proposés.

Les premiers travaux meélant la théorie des probabi-
lités et la théorie des possibilités ont essayé de trou-
ver les connections entre ces théories en définissant des
transformations pour passer d’un cadre a un autre. On
peut voir plusieurs raisons pour lesquelles les trans-
formations seraient utiles. Par exemple, pour fusion-
ner des informations multi-sources, plusieurs agents
peuvent fournir des informations mais dans différents
formalismes. La question est de savoir comment fu-
sionner ces informations. Une solution serait de trans-
former toutes les informations dans un seul cadre. Un
autre exemple serait celui ou on est en présence d’infor-
mations statistiquement pauvres. En effet, les proba-
bilités sont appropriées dans un cadre empirique, mais
cela requiert une quantité d’informations importante.
Et quand ces informations ne sont pas disponibles
en quantité suffisante, les possibilités peuvent combler
ce manque comme dans [13]. On trouve dans [1] un
exemple de propagation probabiliste (stochastique) et
d’information possibiliste en analyse de risques. Une
motivation supplémentaire aux transformations est de
pouvoir utiliser des outils développés dans un cadre
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(comme les algorithmes d’inférence, les logiciels) sans
avoir a tout réimplémenter ou reprogrammer pour le
cadre que l'on utilise. Par exemple, de nombreux ou-
tils existent pour faire de I'inférence dans les réseaux
Bayésiens (comme Javabayes). Dans ce cas, il serait
utile de pouvoir passer des possibilités aux probabi-
lités, avec un minimum de perte d’information, pour
utiliser ces outils.

Les transformations probabilistes-possibilistes ont
fait I'objet de plusieurs travaux [20, 12, 15], mais ces
derniers se sont plus concentrés a trouver de bonnes
propriétés a satisfaire et les transformations les satis-
faisant. Un exemple de telles propriétés est le prin-
cipe de consistance dont le but est de préserver autant
d’information que possible. Dans [20, 12, 15], plusieurs
principes de consistance ont été définis. Parmi les tra-
vaux sur les transformations, 'auteur du papier [18]
s’est intéressé, précisément, a la commutativité des
taches de raisonnement. Un autre papier [16] a étu-
dié les transformations dans le cadre des modeles gra-
phiques en transformant un réseau Bayésien en réseau
possibiliste. Dans [5], les auteurs proposent des trans-
formations des probabilités imprécises vers d’autres
formalismes incertains. Un travail plus récent [19] uti-
lise les transformations probabilistes-possibilistes pour
passer d’un réseau Bayésien a une carte cognitive floue
avec une application en analyse causale.

Dans le présent travail, nous étudions les trans-
formations probabilistes-possibilistes et leur compor-
tement lors de taches de raisonnement et dans les
modeles graphiques. Il est & noter que nous nous
sommes intéressés uniquement aux transformations du
cadre probabiliste vers le cadre possibiliste. Etant don-
née une distribution encodant des informations in-
certaines, qu’elles soient probabilistes ou possibilistes,
nous somimes SUppoOSés pouvoir raisonner & propos
d’événements d’intérét. Ce travail s’intéresse a des
problématiques complémentaires telles que préserver
la marginalisation, le conditionnement et les relations
d’indépendance. Nous étudions ces questions lorsque
les informations sont représentées & l'aide de distri-
butions ou de modeles graphiques. Nous montrons
qu’il n’existe pas de transformation, du cadre proba-
biliste vers le cadre possibiliste, qui préserve la plu-
part des taches de raisonnement présentées dans ce
travail. Par exemple, pour la préservation de la mar-
ginalisation, nous montrons qu’aucune transformation
ne peut préserver I'ordre relatif des événements méme
si 'ordre relatif des interprétations est préservé. De
méme, l'ordre des interprétations ne peut étre pré-
servé lorsqu’on transforme les modeles graphiques pro-
babilistes en modeles possibilistes. Rappelons, avant
de présenter nos résultats, les principaux concepts des
transformations.
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2 Théorie des probabilités, théorie des
possibilités et modeles graphiques

Les probabilités sont le cadre le plus connu et le plus
ancien pour représenter et raisonner avec des informa-
tions incertaines. Le principal concept des probabilités
est la notion de distribution de probabilités p qui as-
socie & chaque état élémentaire (ou interprétation) w;
du monde 2, un degré de probabilité. La théorie des
probabilités est régie par les axiomes de Kolmogorov
(non-négativité, normalisation et additivité) et peut
s’interpréter de deux maniéres (de maniere fréquen-
tiste ou de maniére subjective).

Parmi les alternatives a la théorie des probabilités,
il y a la théorie des possibilités [20, 8]. Cette théorie,
tres répandue, est basée sur la notion de distribution
de possibilités m qui pour chaque état, de I'univers du
discours, associe un degré dans 'intervalle [0, 1] expri-
mant une connaissance partielle sur I’état du monde.
Elle est aussi régie par trois axiomes qui sont la norma-
lisation (il doit exister un état du monde qui soit tota-
lement possible, ¢’est a dire avec un degré de 1), la non-
négativité et la maxitivité. Par convention, m(w;)=1
correspond a un état completement possible alors que
m(w;)=0 correspond & un état impossible. Notons que
nous pouvons interpréter les possibilités soit i) quali-
tativement (de maniére ordinale) ou seul lordre des
interprétations a de I'importance, soit ii) quantitative-
ment ou les degrés prennent un sens sur l'intervalle
comme en probabilités.

Une notion est présente dans ces deux théories, celle
de mesure de probabilités (resp. de possibilités), elle
est définie comme étant le degré de probabilités (resp.
de possibilités) d’un ensemble d’interprétations (états
du monde). Cette mesure, notée P en probabilités
et II en possibilités se calcule a l'aide de l'axiome
d’additivité (en probabilités, ol 'on somme les de-
grés des interprétations appartenant a 1’ensemble) et
avec l'axiome de maxitivité (en possibilités, ou le de-
gré de ’ensemble est le degré maximal des interpré-
tations de l’ensemble). La différence principale entre
la théorie des probabilités et la théorie des possibi-
lités se trouve donc dans la fagon de calculer le de-
gré d’une disjonction de deux événements. En effet,
V6, YCQ avee grup—i, P(Ui)=P(9)+P(1) alors que
(¢ U ) =max(I1(), I1(1)).

Le conditionnement est un important opérateur de
changement de croyances qui consiste a mettre a jour
les connaissances actuelles, encodées soit par une dis-
tribution de probabilités soit par une distribution de
possibilités, lorsqu’un nouvel événement sur est ob-
servé. Alors que le conditionnement quantitatif en
possibilités et le conditionnement probabiliste se res-
semblent (en effet, ils sont définis de maniére simi-
laire), le conditionnement qualitatif, quant a lui, differe
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de maniere significative. Remarquons que les deux dé-
finitions de conditionnement possibiliste suivantes sa-
tisfont la condition : Ywe@, m(w)=n(w|¢)RI1(¢) ol @
est soit le produit soit I'opérateur min. Dans le cadre
quantitatif, la régle de conditionnement (aussi connue
comme la régle de Dempster) est définie comme suit :

(1)

m(w;)

n(wi|p¢>—{ (e SHws €9

0 sinon.

Le conditionnement qualitatif est défini de la maniere
suivante [11] :

1 si m(w;)=11(¢) et w; € ¢;

m(ws) st w(w)< (@) et w; € @5 (2)

0 sinon.

T(wilme) =

Travailler directement sur les distributions (de proba-
bilités ou de possibilités) n’est pas pratique en terme
de complexité (spatiale et temporelle). En effet, la
taille de la distribution peut vite devenir trop volumi-
neuse, nous avons donc besoin de représentations com-
pactes. Les modeles graphiques [4] nous fournissent un
outil efficace pour la représentation d’informations. Et
parmi eux, on trouve les réseaux Bayésiens qui sont
I'une des représentations compactes les plus utilisées.

Réseaux Bayésiens

Un réseau Bayésien [4] est défini par :

— Une composante graphique : Les variables
et les arcs forment un graphe orienté acyclique
(DAG). Chaque sommet du DAG représente une
variable du probleme modélisé et les arcs en-
codent les indépendances entre les variables.

— Une composante numérique : Chaque lien
dans le DAG est quantifié par une distribution
conditionnelle p(A;|par(A;)) pour chaque noeud
A; dans le contexte de ses parents par(A4;). Pour
les variables sans parents, on associe aussi une
table locale a priori (sans parents).

Un réseau Bayésien code une distribution jointe qui se
calcule avec la regle de chainage.

n

p(Alv"'vAn) = Hp(A,|par(Al)) (3)

=1

Les réseaux Bayésiens ne servent pas uniquement a
la représentation mais aussi au raisonnement (calcu-
ler des probabilités d’intérét). Les modeles graphiques
sont dotés de mécanismes d’inférence [4] pour répondre
a des questions d’intérét afin de réaliser certaines
taches comme l’explication, le diagnostic, la classifi-
cation, etc.

Réseaux possibilistes

Un réseau possibiliste [3] est aussi spécifié par une
composante graphique et une autre numérique mais ol

les tables locales sont des distributions de possibilités.
La regle de chalnage est définie comme suit :

7T(A1, ceey An) = ®i:1..n7T(Ai | par(Ai)) (4)
ol ® est, selon le cadre possibiliste choisi, soit le
produit soit l'opérateur min (autrement dit, ®=x% ou
®=min).

A moins qu’il en soit précisé autrement, par la suite
les résultats valent dans les deux cadres, quantitatif et
qualitatif.

3 Transformations probabilistes - possibi-
listes

Dans cette section, nous présentons en pre-
mier les principaux principes des transformations
probabilistes-possibilistes. En particulier, puisque la
théorie des probabilités et la théorie des possibilités
représentent différentes sortes d’incertitude, il faut se
focaliser sur le principe de consistance défini par Za-
deh [20] et redéfini par plusieurs auteurs comme Du-
bois et Prade [7].

3.1 Principes des transformations

Principe de consistance de Zadeh. Zadeh [20]
décrit le principe de consistance entre probabilités et
possibilités comme "a high degree of possibility does
not tmply a high degree of probability, and a low de-
gree of probability does not imply a low degree of possi-
bility”. Le degré de consistance entre une distribution
de probabilités p et une distribution de possibilités m
est défini par :

C,(m,p) = Z 5 % Ds (5)

i=1..n

Cependant, Zadeh signale que C,(m,p) n’est pas une
loi précise ou une relation entre les distributions de
probabilités et de possibilités. “Rather it is an approxi-
mate formalization of the heuristic observation that a
lessening of the possibility of a event tends to lessen
its probability, but not vice-versa”.

En effet, le degré de consistance calculé est discu-
table [7, 12] puisqu’il est d’autant plus proche de 1 que
w; a une probabilité non nulle (Vw; € Q, si p(w;) >0
alors m(w;) = 1). Nous pouvons donc avoir plusieurs
distributions (différentes) mais ayant le méme degré
de consistance.

Principe de consistance de Dubois et Prade.
Dubois et Prade ont défini le principe de consistance,
différemment, utilisant ces trois postulats : [7]

P(¢)<IL(¢),

— La condition de consistance

V.
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— La préservation de la préférence : ¥(wy,ws)€N?,
si p(wi)>p(ws) alors mw(wy)>m(we) et si
p(w1)=p(w2) alors m(wy)=n(w2).

— Le principe du mazimum de spécificité : 11 faut
chercher la distribution la plus spécifique qui sa-
tisfait les deux postulats précédents.

La notion de spécificité permet de sélectionner une
distribution de possibilités en fonction de la quantité
d’informations contenue dans cette distribution. Pour
rappel, soient 7 et my deux distributions de possibi-
lités, w1 est dite plus spécifique que 7o si Vw; € ,
1 (w;) <ma(wi).

3.2 Regles de transformations

Il existe plusieurs transformations dans la lit-
terature. On peut citer : Optimal transformation
(OT) 7], Klir transformation (KT) [12], Symmetric
transformation (ST) [10] et Variable transformation
(VT) [14]. La transformation dite “optimale” a été dé-
finie par Dubois et Prade [7] et garantit que la distri-
bution de possibilités résultante est la plus spécifique.
OT est définie par :

=) D (6)

J/pi<pi

Il est a noter qu’il existe des transformations du cadre
possibiliste vers le cadre probabiliste [10, 12]. Il existe
aussi des transformations vers d’autres cadres incer-
tains [5], en particulier des transformations des pro-
babilités imprécises vers d’autres théories, le but étant
de diminuer la compléxité des calculs. Dans cet article,
nous ne nous focalisons pas sur une transformation
en particulier mais sur les transformations des pro-
babilités vers les possibilités en général. On parlera
de transformations probabilistes-possibilistes pour dé-
signer des probabilités aux possibilités.

4 Transformations et raisonnement

Le but de ce papier est d’étudier la commutativité
des transformations sur les taches de raisonnement.
Un premier papier [18] a étudié cette question mais
cherchait seulement a savoir si les distributions résul-
tantes étaient identiques. Il a été montré qu’il n’existe
pas de transformations qui donnent les mémes distri-
butions par rapport au conditionnement et a la mar-
ginalisation. Nous utilisons >(p)=n pour désigner la
transformation de la distribution de probabilités p en
distribution de possibilités 7 satisfaisant le principe de
préservation de préférence de Dubois et Prade. Dans
la suite de ce papier, nous étudions la commutativité
des transformations par rapport a i) 'ordre des évé-
nements quelconques et ii) deux opérations de raison-
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nement qui sont la marginalisation et le conditionne-
ment. Nous étudions ces questions particulieres pour
des raisons pratiques. En effet parmi les requétes les
plus utilisées dans les modeles probabilistes, on trouve
les requétes MPE (la recherche de l'explication (ins-
tanciation de toutes les variables) la plus probable
étant donnée une observation) et les requétes MAP
(ou étant donné une ou plusieurs observations, 1’ob-
jectif est de trouver ’hypothese la plus probable sur
certaines variables) [4]. Pour étre plus explicite, déve-
loppons deux petits exemples.

Exemple 1. Soit p(ABC) une distribution de proba-
bilités sur trois variables binaires A, B et C. Q, len-
semble des états possibles, est le produit carthésien des
domaines D o, Dg, D¢ . Etant donnée une observation,
par exemple, C==c, une requéte MPE serait “quelle
est linstanciation des variables la plus probable étant
donnée 'observation C=—c ?”. Ceci s’écrit en terme
de probabilités : argmaz,,cq(p(w;,—c)). En d’autres
termes, parmi les états de ) ou C=—c, ie. l’ensemble
{ab—c, a—b—c, ~ab—ec, ~ma—b—c}, quelle est linterpréta-
tion qui a le plus haut degré ?

Exemple 2. Soit p(ABC) une distribution de pro-
babilités sur trois variables binaires A, B et C (I’en-
semble des variables est noté A). Etant donné un sous-
ensemble de variables ECA qui représente [’observa-
tion, et e une instanciation de E. Etant donné un
sous-ensemble de variables QCA\E qui représente les
variables de requétes. Alors, si e=—c, une requéte MAP
serait “quelle est instanciation (I’hypothése) des va-
riables de @ la plus probable étant donnée [’observa-
tion e=—c ?”. Ceci s’écrit en terme de probabilités :
argmazrqeep, (p(gle)). En d’autres termes, parmi les
états du domaine de @QQ apreés conditionnement par
l’évidence e, quelle est linterprétation qui a le plus
haut degré ?

Par conséquent, pour répondre a ces ques-
tions en utilisant les transformations probabilistes-
possibilistes, il est nécessaire d’étudier la commuta-
tivité des transformations par rapport & la margina-
lisation et le conditionnement. En particulier, il est
nécessaire d’analyser 'impact des transformations sur
lordre des événements.

Nous considérons les opérations de changement sur
les distributions comme décrit par la Figure 1. La pre-
miere distribution de possibilités 7"/ est obtenue en
appliquant 'opération (marginalisation, conditionne-
ment...) puis en transformant par >. Et nous obtenons
la seconde distribution de possibilités 7’ en transfor-
mant puis en appliquant 'opération. Notre objectif est
de comparer ces deux distributions de possibilités et
vérifier si elles encodent le méme ordre entre les évé-
nements.
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Opération de changement

p P’
pération de changement
7 = () w7 =p(p)
FIGURE 1 — Commutativité des taches de raisonne-
ment.

Considérons en premier 'opération de marginalisa-
tion qui consiste a construire les distributions margi-
nales a partir d’une distribution jointe.

4.1 Transformations et marginalisation : préserva-
tion de I'ordre des événements

Dans la section précédente, nous avons vu que
I'un des principes de Dubois et Prade requiert que
Pordre des interprétations doit étre préservé, mais
qu'en est-il de lordre des événements (ensemble
d’interprétations) 7 Par exemple, est-ce que le prin-
cipe de préservation de préférence suffit-il pour que
la transformation préserve l'ordre d’événements
arbitraires ? Pour rappel, la marginalisation consiste a
calculer le degré de probabilité ou de possibilité, d’un
sous-ensemble de variables. Ainsi, soit A={A;..A;}
un sous-ensemble de variables de A, la marginalisation
en probabilité se calcule, grace a ’axiome d’additi-
vité, par : P(A1,., Ap)=>"4,,, 4, (P(A142..4y)).
Quant a la marginalisation en possibilités, elle
se calcule via l'axiome de maxitivité. Ainsi,
(Ay, .., Ay)=maxy, . .a,(7T(A1A2..Ay)). 11 s’agit de
sommer ! (ou maximiser) sur les variables restantes.

La Proposition 1 établit qu’il n’y a pas de transfor-
mation qui préserve 'ordre des événements.

Proposition 1. Soit > wune transformation
probabiliste-possibiliste®.  Alors il existe p une
distribution de probabilités et >(p)=m ou il existe
¢ CQ, Y CQ, avec ¢ # Y tel que :

P(¢) < P(¢y) # 1(¢) <II(y)
La perte de lordre est due a la différence de com-

portement de ’axiome d’additivité du cadre probabi-
liste et de ’axiome de maxitivité du cadre possibiliste.

1. Si p(ABC) est une distribution de probabilités conjointes
aux trois variables binaires A, B et C, alors la distribution mar-
ginale p(A) s’obtient depuis p(ABC') en sommant pour obtenir
P(A=-a) = p(—abc) + p(—ab—c) + p(—a—bc) + p(—a—b—c). Et
de maniére similaire on obtient P(A=a).

2. > est toujours supposée satisfaire les principes de préser-
vation de préférence et de consistance de Dubois et Prade.

En conséquence de la Proposition 1, si 'univers du
discours 2 est le produit cartésien de I’ensemble des
domaines des variables, alors la marginalisation sur un
sous-ensemble de variables ne préservera pas I’ordre re-
latif des événements apres la transformation. Prenons
un exemple afin d’illustre notre propos.

Exemple 3. Soient deuzr variables binaires A et B.
On considére la distribution de probabilités telle que
représentée par la Table 1a. Nous pouvons marginali-

B | p(A,B) A | B | n(A,B)
a b 0.4 a b 1
a —b 0.1 a —b T1
—a b 0.3 —a b T2
—a | —b 0.2 —-a | —b T3
(a) (b)

TABLE 1 — Distribution de probabilités et sa transfor-
mée par > pour l'illustration de la Proposition 1

ser sur A ou B, ainsi p(a)=0.5 et p(—a)=0.5 et pour
B, p(b)=0.7 et p(—b)=0.3. En transformant les mar-
ginales avec >, nous obtenons ww(a)=1 et w(—a)=1 et
pour B, w(b)=1 et m(—=b)=y < 1. Notons x1,za,x3 les
degrés de possibilités (avec xo>x3>x1) qui varient se-
lon la transformation utilisée.

Maintenant, considérons la construction des dis-
tributions de possibilités marginales a partir de la
transformation de la Table 1a, que l'on trouve dans
la Table 1b. Les x; sont ordonnées telles que
r1<xz<ze<l. En marginalisant sur B, 7'"(b)=1
et 7" (=b)=max(x1,23). En marginalisant sur A,
7" (a)=1 et 7" (—a)=max(xa,x3). Par conséquent, en
transformant les marginales, on a 7'(a)=n"(-a)=1
alors qu’en marginalisant la transformée, on a
7' (a)>7'(—a). Donc aucune transformation > préser-
vant ’ordre des interprétations ne peut préserver la
marginalisation.

4.2 Transformations et conditionnement

Dans cette partie, nous essayons de répondre a la
question suivante : Etant donnée une distribution de
probabilités p, une distribution de possibilités w (obte-
nue par transformation) et une observation, trouvons
nous le méme ordre aprés conditionnement en proba-
bilités et en possibilités ¢ La Proposition 2 montre que
l'ordre des interprétations élémentaires est préservé
apres le conditionnement si la transformation utilisée
préserve l'ordre des interprétations.

Proposition 2. Soit ¢CQ) une évidence, et > une
transformation probabiliste-possibiliste. On  suppose
que p' est la distribution de probabilités obtenue en
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conditionnant p par ¢, " =v(p') et ©’ est la distribu-
tion de possibilités obtenue en conditionnant ™ = >(p)
par ¢. Alors, Yw;,w;€Q,

W/(wi) < 71'/(0)]') <~ w”(wi) < ’RJI(CUJ')

et
m'(w;) = 7' (w;) & 7 (ws) = 7" (wy)

La Proposition 2 est valide dans les deux cadres pos-
sibilistes, quantitatif et qualitatif.

Idée de la preuve. Dans le cadre quantitatif comme
dans le cadre qualitatif, la preuve est simple. Il suf-
fit de considérer deux interprétations appartenant a
I’ensemble des modeéles de ¢. Ainsi, soient deux inter-
prétations wy, wa€¢ (puisque si w;€¢ alors p(w;)=0, de
méme en possibilités) avec p(wi)<p(wsz), nous regar-
dons apres conditionnement ’ordre des deux interpré-
tations, qui est préservé et puisque la transformation
probabiliste-possibiliste > préserve 1'ordre des interpré-
tations, m(wy)<m(wa). O

Voyons-en un exemple dans le cadre quantitatif.

Exemple 4. Soit la distribution de probabilités de la
Table 2, décrivant les croyances sur 8 variables A, B
et C. Nous souhaitons conditionner par ¢p=-a.

A B C | pAB,C) | m(AB,C)
-a —-b —=c 0.216 ag
-a b c 0.27 1
—a b —c 0.144 Qi
-a b c 0.27 1
a -b e 0.012 as
a —-b c 0.048 a3
a b —c 0.028 Qy
a b c 0.012 as

TABLE 2 — Distribution de probabilités et sa transfor-
mée par > oll 1>aq >ao>a3>ay>a5>0.

On wutilise la définition du conditionnement donnée
dans la Section 2. Les résultats sont décrits par la
Table 3, ot on trouve dans la Table 3a, la distribu-
tion résultant du conditionnement puis de la trans-
formation (ie. ©"); Et dans la Table 3b, on trouve
la distribution résultante de la transformation puis du
conditionnement, autrement dit n'. Maintenant si l’'on
regarde la Table 3, nous pouvons voir que l'ordre est
respecté puisqu’on a : o < ag et B < Ba.

Comme conséquence immédiate de la préservation
de P'ordre des interprétations par I'opération de condi-
tionnement, nous pouvons déduire de la Proposition 2
que pour les requétes MPE, les réponses aux requétes
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ABC | n"(ABC|-a) | ABC | n'(ABC|-a)
—a—b—c ﬂl —a—b—c (651
—a-b ¢ 1 —a—b ¢ 1

—a b—e B2 —a b—e Qa2
—abc 1 —abc 1
a—b—e 0 a—b—e 0

a—b c 0 a—b c 0

a b—c 0 a b—c 0

abc 0 abc 0

(a) (b)

TABLE 3 — Conditionnement quantitatif de la Table 2.

seront les mémes en probabilités et en possibilités
apres la transformation, comme le stipule la propo-
sition suivante :

Proposition 3. Soit p une distribution de probabilités
et > une transformation préservant l'ordre des inter-
prétations alors VpCQ,

argmaz,eo(p(wi, 9)) = argmazy,ca(m(wi, ¢))

Idée de la preuve. L’idée de la preuve tient au fait que
la réponse aux requétes MPE dépend uniquement de
I'ordre des interprétations qui est préservé par la trans-
formation par hypothese. U

La Proposition 3 affirme que les requétes MPE ont
les mémes réponses dans les deux cadres. Toutefois,
lorsqu’on s’intéresse a des requétes de type MAP, nous
n’obtenons pas les mémes réponses, cette perte est due
a la marginalisation. En effet, les requétes MAP sont
évaluées en utilisant le conditionnement et la margi-
nalisation. La réponse aux requétes MAP n’est pas la
méme a cause de la marginalisation qui ne préserve
pas lordre des événements (voir Proposition 1).

Proposition 4. Soit A={A;, As, .., A,,} un ensemble
de variables discrétes. Soit ECA, un sous-ensemble de
variables observées et soit e la valeur observée pour E
(E=e). Soit un autre sous-ensemble de variables QCA
tel que QN E=0 et QUE#A. Il existe p une distribu-
tion de probabilités et w la distribution de possibilités
résultant de la transformation >, tel que :

argmazrqep, (p(qle)) # argmazqep, (m(qle))
avec Dg le domaine associé aux variables de Q (pro-
duit cartésien des domaines des variables A; € Q).
4.3 Relations d’'indépendance et transformations

La nature incomplete et incertaine des informations
que ’on traite nous amene a nous intéresser a la notion
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d’indépendance, qui est une notion trés importante
dans les modeles graphiques. Pour rappels, soient §, ¢
et 1 trois événements, en probabilités (resp. en possibi-
lités), ¢ est dit indépendant de ¢ sachant § si et seule-
ment si P(¢]1)8)=P(9]0) (resp. TL(¢}d)=TI(]9)).
Cette section analyse si les relations d’indépendance
entre événements sont préservées lors des transforma-
tions. Bien évidement, le concept d’indépendance est
lié & ceux du conditionnement et de la marginalisation.
La Proposition 5 montre qu’il n’existe pas de transfor-
mation > préservant les relations d’indépendance.

Proposition 5. Soient 8 événements ¢, et §CQ.
Soit > une transformation probabiliste-possibiliste,
alors il existe une distribution de probabilités p et
m=1>(p) tel que,

P(¢|pd) = P(416) # I(¢|p1d) = TI(¢]e0)

Dans la Proposition 5, |g représente soit le condi-
tionnement quantitatif soit le conditionnement quali-
tatif. Les deux exemples suivants démontrent la perte
des relations d’indépendance.

Exemple 5 (Cadre qualitatif). Soit p une distribution
probabiliste et m = >(p) la distribution possibiliste. La
Table 4 décrit les deux distributions ot :

A et B sont indépendants : P(A|B)=P(A) et

P(B|A)=P(B).
A | B | p(A,B) | n(A,B)
a | b | 012 Ba
a —b 0.18 ﬂg
-a | b 0.28 B2
—a | —b 0.42 1

TABLE 4 — Distribution de probabilités et la distribu-
tion de possibilités obtenue par transformation.

Puisque la transformation > préserve ’ordre des in-
terprétations alors 1 > By > B3 > 4.
Il s’agit maintenant de vérifier si II(A|minB)=I1(A).
En particulier, pour II(a|minb) et II(a) on trouve :

- H(a|mznb):54

— Il(a)=Ps
On peut conclure que puisqu’il n’y a pas d’égalité, 1’in-
dépendance n’est pas préservée.

Exemple 6 (Cadre quantitatif). Soit p une distribu-
tion probabiliste et m = >(p) la distribution possibiliste.
La Table 5 décrit les deux distributions ot :
— les événements ¢ = {ws,ws,ws} and ¢ =
{wa, w3, wq,ws} sont indépendants en probabili-

tés. En effet, P(¢ | ¢) = 2808 = 0.3 = P(g).

wi | p(w:)
w1 0.42 1
w2 0.18 (5]
w3 0.12 a2
Wy 0.10 a3
ws | 0.08 Qyq
We 0.05 (0%
w7 0.05 (0751

TABLE 5 — Distribution de probabilités et distribution
de possibilités obtenue par transformation.

Puisque la transformation > préserve l'ordre des in-
terprétations alors 1 > a1 > ag > ag > a4 > Qs.
Le caleul de TI(¢ | ¢) et de TI(¢) nous donne :

— (o | v) = At = 5

1

— I(¢) = a2
Mais, o> # o puisque oy < 1. Alors I’équation
(¢ | wi = TI(¢) ne tient pas, donc la préservation
des événements non plus.

On peut déduire que puisque les indépendances
d’événements ne sont pas préservées, alors les indépen-
dances de variables ne sont pas préservées non plus.

La perte des relations d’indépendance entre les va-
riables dans la distribution jointe pose un vrai pro-
bleme en terme de perte d’informations, c’est pour cela
que 'on s’intéresse maintenant & transformer directe-
ment un modele graphique, le but étant de préserver
ces relations d’indépendance.

5 Transformations dans les modeles gra-
phiques

Transformer un modele graphique probabiliste, ici
un réseau Bayésien, vers un réseau possibiliste [16]
consiste a transformer les tables locales et conserver
la structure qui encode les relations d’indépendance
conditionnelle.

Définition 1. Soit un réseau Bayésien BN sur un
ensemble de variables A={A1, .., A}, le réseau possi-
biliste PN sur le méme ensemble de variables A est le
réseau résultant de la transformation, il est composé
de :
— Une composante graphique qui est la méme que
le réseau BN .
— Une composante numérique, qui est telle que
Iensemble des tables locales de PN sont celles
de BN transformées par .

L’avantage de transformer directement un réseau
Bayésien en réseau possibiliste utilisant la Définition 1,
est que 'on préserve les indépendances, et que calcu-
latoirement cela est moins cotiteux de transformer un
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conditionnement, inférence et modeles graphiques

ensemble de tables locales que de transformer une dis-
tribution jointe. Le probléeme maintenant est qu’il n’y
a pas de garantie que ’ordre des interprétations et des
événements soient préservés dans le réseau possibiliste
résultant et sa distribution jointe. La Figure 2 illustre
la question de la transformation d’un réseau probabi-
liste (Bayésien) en réseau possibiliste.

Réseau possibiliste PN

regle de chai- régle de chai-

nage probabi- nage possibi-
liste liste

Réseau Bayésien BN

e

p(A,B,C) | — % (A, B,C)

FIGURE 2 — Transformation de modeles graphiques

Nous nous intéressons donc a la différence entre
Pordre induit par la regle de chainage probabiliste et
Pordre induit par la transformation puis le chainage
possibiliste. La Proposition 6 répond a la question :
Est-ce que Uordre induit par la distribution ppy (dis-
tribution jointe encodée par BN') est préservé dans la
distribution mpp (la distribution jointe encodée par le
réseau possibiliste PN') ¢

Proposition 6. Soit > une transformation
probabiliste-possibiliste. Alors il existe un réseau
Bayésien BN tel que Jw; € Q, Jwa € Q o1 -

7' (w1) < 7' (w2) & 7’ (w1) < 7’(w2)

ot : i) ' (w) =>(p(w)), et p est la distribution jointe
induite par BN et ii) 7" est la distribution jointe in-
duite par PN en utilisant la Définition 1.

Le contre-exemple qui suit prouve la Proposition 6
dans le cadre qualitatif.

Exemple 7. Soit BN le réseau Bayésien de la Fi-
gure 3 sur les variables A et B. Notons que la distri-
bution de probabilités p(A) dans BN est une permu-
tation® de la distribution de probabilités p(B). Ainsi,
la transformation de p(A) et p(B) par > nous donne
respectivement m(A) et w(B) ot w(B) est aussi une
permutation de w(A). Dans cet exemple, puisque >
est supposé préserver l’ordre des interprétations, nous
avons 1>a1>as>ag3.

3. La propriété de permutation dans les transformations
probabiliste-possibiliste est discutée dans [18].
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A [ p(4) | n(4) B | p(B) | n(B)
ay 0.4 1 b1 0.15 (e %:3
a2 0.2 (6% @ bg 0.2 (6%)
as 0.25 (e5) b3 0.25 (e5)
ag 0.15 [0 % b4 0.4 1

F1GURE 3 — Exemple de transformation de réseaux
Bayésiens-possibilistes.

Regardons de prés les degrés de probabilités et de
possibilités des interprétations a1by et asbsy :
— p(a1by) =0.4%0.15 = 0.06
— plagby) =0.2%0.2 =0.04
alors, p(aibr) > p(azbs)
— 7r(a1b1) = Q3
— W(agbg) = Qg
alors, m(a1b1) < w(azbs) (*2)
A partir de (x1) et (x2) il est clair que ordre de ces
deuz interprétations est inversé peu importe la trans-
formation qui sera utilisée.

(*1)

De la méme maniere, dans le cadre quantitatif,
nous pouvons prouver que ’ordre ne sera pas préservé
quelque soit la transformation utilisée.

Pour résumer, si on transforme une distribution de
probabilités jointe induite par BA/, on préserve l’ordre
des interprétations mais cela est cotiteux (la taille ie. le
nombre d’interprétations de la distribution jointe est
exponentielle dans le nombre de variables de BA) et on
perd les relations d’indépendance. Si on transforme di-
rectement un réseau Bayésien selon la Définition 1, on
préserve les indépendances, c¢’est moins cotiteux mais
on risque de perdre l'ordre des interprétations.

6 Discussions et conclusions

Ce travail préliminaire traite des problemes des
transformations probabilistes-possibilistes, plus préci-
sément des problemes lors du raisonnement et des
probléemes des transformations dans les modeles gra-
phiques. Nous avons montré qu’il n’existe pas de trans-
formation préservant l'ordre des interprétations qui
puisse préserver 'ordre des événements. En plus de
cela, nous avons montré que pour 'opération de mar-
ginalisation, nous ne pouvons pas trouver de transfor-
mation qui nous donne le méme ordre sur les événe-
ments, lorsqu’on transforme puis marginalise ou 'in-
verse (que 'on marginalise puis que ’on transforme).
Quant a la question des relations d’indépendance entre
variables ou événements, le papier montre que les
transformations ne préservent pas les indépendances.
Enfin, dans la derniére partie, nous nous sommes pen-
chés sur les transformations au sein des modeles gra-
phiques. Malgré le fait que les relations d’indépen-
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dance soient préservées, si nous regardons les distri-
butions jointes, I'ordre des interprétations ne sera pas
toujours le méme.

Dans la littérature, il existe principalement deux
travaux qui traitent des mémes problemes que dans
le présent article. Dans le premier travail [16], les au-
teurs étudient les transformations de réseaux Bayé-
siens vers les réseaux possibilistes. Ils étendent la dé-
finition du principe de consistance, afin de préserver
Pordre des interprétations dans les distributions obte-
nues apres transformation. Notons que ce travail s’inté-
resse plus aux transformations existantes (comme OT
et ST) alors que nous avons essayé de travailler de
maniere générale en considérant toutes les transfor-
mations vérifiant le principe de préservation de pré-
férences de Dubois et Prade. Le second travail [18],
quant a lui, a étudié cette question des transformations
a travers les taches de raisonnement. Son objectif était
de montrer que les distributions résultantes n’étaient
pas identiques (au niveau des degrés de possibilités).
Dans notre travail, nous nous sommes plus concentrés
a montrer qu’en plus d’étre différentes, les distribu-
tions n’induisent pas le méme ordre entre les événe-
ments. Certaines de ces questions ont été étudiées dans
le contexte de I'analyse d’intervalles flous [9].

Une question qui mérite d’étre développée est de sa-
voir s’il existe des formes particulieres de distributions
de probabilités qui pour n’importe quelles transforma-
tions > préserveraient 'ordre des événements (apres la
marginalisation, par exemple). L’idée la plus triviale
concerne les distributions de probabilités uniformes.
En effet, toute transformation > doit préserver la nor-
malisation, ce qui donne une distribution de possibi-
lités uniforme (ol chaque état est associé & un de-
gré de possibilité égal & 1). Par conséquent, les taches
de raisonnement appliquées aux réseaux ou aux dis-
tributions ne modifieront pas les connaissances (e.g.
le sens des interprétations). Entre autres, les distribu-
tions marginales que 'on pourra calculer seront des
distributions uniformes. Dans les modeles graphiques,
Iordre des interprétations dans les distributions jointe
sera le méme. Un autre type de distributions de proba-
bilités est appelé : “atomic bound system” [17] ou en-
core “big-stepped” [6, 2] ou “lexicographic probability
distributions”, une telle distribution p est définie par :
Vw; € Q, p(w;) > D> {p(w;) : wj € Q et p(w;) < p(w;i)}
Clairement, si p est une distribution “big-stepped”
alors la transformation > préserve l'ordre entre les in-
terprétations apres marginalisation. Notons que pour
les deux types de distributions décrits ci-dessus (uni-
forme et big-stepped), l’ordre entre les événements non
élémentaires n’est pas préservé.

Il est connu que les transformations probabilistes-
possibilistes souffrent d’une perte d’informations puis-

qu’on passe d’un cadre additif & un cadre qualitatif
ou semi-qualitatif. Mais I'impact sur les taches de rai-
sonnement sur les distributions n’était pas complete-
ment étudié. Les résultats obtenus confirment cette
perte d’information & plusieurs niveaux. Ce n’est pas
pour autant qu’on ne peut rien faire avec les trans-
formations. En particulier, les réponses aux requétes
MPE ne sont pas affectées par les transformations,
contrairement aux requétes MAP. Nos travaux futurs
étudieront en particulier I'inférence MAP dans les ré-
seaux crédaux (basés sur les probabilités imprécises et
connus pour leur tres grande complexité en compa-
raison avec les réseaux Bayésiens ou possibilistes) en
les transformant en réseaux possibilistes. Cette piste
peut apporter une bonne et efficace approximation
pour 'inférence MAP avec un meilleur cout de calcul.
D’autres perspectives sont envisageables, notamment
concernant la commutativité des transformations avec
d’autres définitions de conditionnement et d’indépen-
dances dans le cadre possibiliste.
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Résumé

Cet article se place dans le contexte des logiques
modales pondérées et étudie la définition d'extensions
pondérées des axiomes classiques. Il propose une séman-
tique reposant sur un comptage relatif des mondes, qui
présente I'avantage de fournir des informations permet-
tant de guider la définition des poids. Il discute la notion
de valeurs de poids pertinentes, exploitant a la fois la
structure des axiomes et leur interprétation sémantique,
pour des cadres de Kripke dont la relation vérifie des
contraintes comme la réflexivité ou la transitivité par
exemple. |l établit une typologie d'axiomes pondérés, se-
lon 4 catégories, dépendant de I'enrichissement apporté
a la version classique de |'axiome ainsi que de I'éventuelle
équivalence avec les contraintes sur la relation.

Abstract

In the framework of weighted modal logics, this pa-
per studies the definition of weighted extensions for the
classical modal axioms. It discusses the notion of relevant
weight values, in a particular weighted Kripke's seman-
tics and exploiting the properties satisfied by the acces-
sibility relation. Different generalisations of the classical
axioms are constructed and, from these, a typology of
weighted axioms is built, that distinguishes between four
types depending on their relations to classic axioms and
to the, possibly equivalent, frame conditions.

1 Introduction

Les extensions pondérées des logiques modales
visent & en accroitre l'expressivité et, par exemple, a
permettre de raisonner sur des notions affinées comme
les croyances graduelles. Elles rendent ainsi possible
la représentation et la manipulation de degrés de
croyance en des informations, pour déterminer a quel

point on les croit. Cette problématique clé s’inscrit
dans le cadre de la représentation de croyances et de
la modélisation du raisonnement sur celles-ci, mise en
ceuvre par exemple dans le cadre de nombreuses ap-
plications, notamment basées sur des agents intelli-
gents. Le principe des logiques modales pondérées re-
pose généralement sur I’enrichissement des opérateurs
modaux, [ et {, par 'intégration d’un degré a valeurs
entieres ou réelles. Les modalités pondérées ainsi pro-
posées sont notées [, et O, ol a représente la valeur
numérique du degré. Les variantes different principa-
lement par le cadre théorique auquel les coefficients
sont rattachés et leur interprétation, comme détaillé
en section 2.

Dans ce cadre, cet article considere les axiomes
des logiques modales classiques interprétés comme des
regles de manipulation et combinaison des modalités :
il en propose des extensions pondérées, établissant des
relations entre des formules contenant ces modalités.

Ainsi, l'axiome classique (4), qui s’écrit F Op —
U0, établit une implication entre une simple occur-
rence et une répétition de 0. De méme, 'axiome (D),
F Oe — O, induit une relation entre les deux opéra-
teurs modaux. Cet article s’intéresse a la transposition
de ces axiomes au cas de la logique modale pondérée,
afin de proposer des régles de manipulation adaptées
aux modalités O, et O.

L’article propose d’abord une sémantique pour [,
et O, dans le cadre de la sémantique de Kripke, repo-
sant sur un comptage relatif des mondes, établissant
ainsi un relachement de la quantification universelle
de la modalité classique [. Cette sémantique présente
l’avantage d’étre suffisamment informative pour gui-
der la définition des axiomes pondérés. Ceux-ci sont
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établis a partir des axiomes classiques, en remplagant
chaque modalité classique par une modalité pondérée,
chacune ayant un poids qui lui est propre. Nous pro-
posons alors une discussion sur les valeurs possibles de
ces poids et leurs liens. Ce principe peut par exemple
étre illustré dans le cas de l'axiome (D) : sa version
pondérée s’écrit - U, — Opyp, la problématique est
alors d’établir une valuation pertinente de 8 dépen-
dant de celle de a.

Nous proposons de traiter cette problématique selon
une approche sémantique, dans le cadre de la séman-
tique de Kripke étendue proposée. Cette approche per-
met d’identifier des liens entre les poids en fonction de
la relation d’accessibilité et de ses propriétés. Récipro-
quement, nous nous intéressons ensuite a la caractéri-
sation de la relation dans le cas ou 'axiome est vérifié
dans un modele I'utilisant. Ainsi nous considérons la
problématique des axiomes pondérés dans le contexte
de la théorie de la correspondance. L’objectif n’est ce-
pendant pas de construire une axiomatisation a partir
de la sémantique proposée pour la modalité pondérée
mais d’étudier la transposition des axiomes classiques
au cas pondéré, c’est-a-dire la conséquence de l'intro-
duction des pondérations sur regles de manipulation
des modalités.

Cet article établit une typologie des axiomes mo-
daux pondérés et distingue quatre catégories selon
I’enrichissement apporté par la pondération et les pro-
priétés de la relation sur laquelle se base sa valuation.
Le type (1) regroupe les axiomes pour lesquels le rela-
chement de la modalité classique ne peut pas exploiter
les poids tels que définis dans la sémantique proposée.
Le type (11) comporte les axiomes dont la variante pon-
dérée préserve la propriété de la relation classiquement
associée a l'axiome. Les types (III) et (IV) regroupent
les axiomes pondérés pour lesquels la propriété clas-
sique doit étre enrichie, respectivement avec ou sans
conservation de la correspondance.

L’article est organisé comme suit : la section 2 pré-
sente une étude comparative de modeles existants pour
les logiques modales pondérées. La section 3 présente
la sémantique que nous proposons pour les modali-
tés pondérées, qui est exploitée dans la section 4 pour
construire les axiomes pondérés. La section 5 présente
la typologie résultante des axiomes ainsi établis.

2 Modeles existants pour des logiques
modales pondérées

Apres une présentation des notations utilisées dans
cet article, cette section décrit brievement des exten-
sions pondérées de la logique modale existantes. Les
approches basées sur des modifications du modele de
Kripke sont d’abord exposées dans les sections 2.2
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et 2.3 : la pondération porte soit sur la relation, soit sur
les mondes possibles. La section 2.4 présente ensuite
les approches fondées sur un comptage des mondes, qui
préservent la définition d’un modele de Kripke mais
modifient la quantification utilisée dans 'interpréta-
tion sémantique des modalités classiques.

2.1 Notations

Selon la notation usuelle (voir [1] par exemple), un
cadre F = (W, R) est un couple composé d’un en-
semble non vide W de mondes possibles et d’une re-
lation binaire d’accessibilité entre les mondes, R. Un
modele de Kripke M = (F)s) est un couple composé
d’un cadre F' et d’une valuation s qui, pour chaque
monde de W, affecte une valeur de vérité a tous les
atomes.

Etant donné un modele M et un monde w de W, on
note R,, I’ensemble des mondes accessibles depuis w :

Ry, = {w' € WwRuw'} (1)

De plus, selon la définition usuelle du symbole de
conséquence sémantique F, pour toute formule ¢ nous
définissons 1’ensemble R, () des mondes accessibles
depuis w et dans lesquels ¢ est vraie :

Ry(p) = {w' € WM, wF ¢} (2)

L’interprétation des formules Oy et Oy = ——¢p est
basée sur la quantification, respectivement universelle
et existentielle, des mondes accessibles validant . En
utilisant les notations précédentes, cette interprétation
est notée :

MwEDp & VYuw € R, M,wFp (3)
& Ry(p) =Ry

MuwEOp & Fw € Ry, M,w'F (4)
& Ry(p) #0

2.2 Pondération de la relation d’accessibilité

Un premier ensemble d’extensions pondérées de la
logique modale est basé sur une modification des mo-
deles de Kripke : la relation d’accessibilité R est rem-
placée par un ensemble de relations indexées R®, avec
a € [0, 1]. Cet ensemble permet de définir les modalités
pondérées [, respectivement associées a chaque rela-
tion R*, et interprétées selon les équations (3) et (4).
Trois approches sont distinguées selon le cadre formel
d’interprétation du degré a, qui peut étre la théorie
des probabilités, la théorie des possibilités [17] ou la
théorie des sous-ensembles flous [16].

Dans le cas probabiliste [13], 'interprétation asso-
ciée a la pondération de la relation d’accessibilité re-
pose sur la probabilité d’une transition entre mondes.
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La combinaison de poids se fait alors selon les proprié-
tés de la théorie des probabilités.

Dans le cas flou [2], le poids sur la relation repré-
sente son intensité, exprimant qu’un monde est plus ou
moins accessible depuis un autre : il décrit une impré-
cision quant a l'accessibilité entre les mondes. Il faut
noter que de telles relations d’accessibilité imprécises
correspondent, dans le formalisme flou, aux a-coupes
d’une relation floue. Elles satisfont donc une propriété
d’inclusion : en notant RS = {w’ € W|wR*w'}, on a

Ya,B € [0,1],w € W, si a > 3, alors R® C R?

Par conséquent, au niveau logique, les modalités pon-
dérées dans le cas flou vérifient une propriété que nous
appelons gradualité décroissante :

Va,B €10,1], sia> B alors FOup — Oge  (5)

L’interprétation floue du degré o conduit donc a une
logique multi-modale dont les modalités sont inter-
dépendantes.

Dans le cas possibiliste [7], le poids sur la relation
représente l'incertitude concernant 1’accessibilité entre
les mondes. Cela revient a exprimer un doute sur 1’exis-
tence de cette accessibilité tandis que I'imprécision du
modele flou traduit une information sur son intensité.
Au contraire du cas flou, 'approche possibiliste [7] in-
duit un ensemble de modalités indépendantes.

2.3 Pondération des mondes

Une deuxieme catégorie de logiques modales pon-
dérées existantes fait porter la pondération sur les
mondes accessibles plutot que sur la relation. I1 faut
noter que, par conséquent, les poids ont un effet global
sur le modele : ils ne dépendent pas d’un monde de ré-
férence, ni de ses mondes accessibles. Au contraire, une
relation pondérée produit un effet local car les poids
sont, spécifiques a chaque couple de mondes.

Les modeles de pondération possibiliste des
mondes [6, 3] enrichissent les modeles de Kripke a
laide d’une distribution de possibilités [17] sur l'en-
semble W, notée 7 : les mondes sont alors considérés
comme plus ou moins possibles.

T peut étre généralisée aux formules, en définissant
() = maxyew{r(w)|M,w F ¢} [6]. Ce modele
permet essentiellement de généraliser la logique possi-
biliste et en propose une interprétation épistémique.

La distribution de possibilités 7 peut aussi étre uti-
lisée pour définir la relation d’accessibilité [3] :

Ry = {w' € Wir(w) < m(w)}

La sémantique de O et { est alors identique au cas
classique, rappelé par les équations (3) et (4), utili-
sant cette relation d’accessibilité. Par conséquent, la

formule Oy est vraie dans un monde w si et seulement
si ¢ est vraie dans tous les mondes au moins aussi
possibles que w. Il faut souligner que cette extension
pondérée de la sémantique de Kripke n’introduit pas
de pondération des modalités. On peut également no-
ter que la relation d’accessibilité induite par 7 est né-
cessairement anti-symétrique, transitive et réflexive, ce
qui contraint I'expressivité des modalités engendrées.
Les poids associés aux mondes peuvent également
étre considérés a un niveau expressif, reposant sur
le sens que l'on veut leur donner et non explicite-
ment sur un formalisme théorique, par exemple sous
la forme de degrés d’exceptionnalité [11] : ils es-
timent a quel point un monde est inhabituel, ou
non représentatif. Un degré d’exceptionnalité est alors
défini pour chaque formule logique : except(p) =
min,ew {except(w)| M, w E ¢}. L’interprétation de la
modalité pondérée induite ne conserve pas la définition
classique de ’équation (3) mais est donnée par :

M, wE Oyp & except(—¢) > «

Selon cette définition, plus la contradiction de ¢ est
exceptionnelle, plus la pondération de O, est élevée.
On peut souligner deux propriétés qui découlent de
cette définition. D’abord, la valeur de vérité d’une for-
mule modale est globale et ne dépend pas du monde
de référence w. En effet, M, w E Oy & M E Oyp.
De plus, en raison de l'inégalité sur laquelle la séman-
tique de O, s’appuie, les modalités sont dépendantes :
plus précisément, la propriété de gradualité décrois-
sante donnée dans ’équation (5) s’applique également
pour ce modele.

2.4 Approche par comptage

L’approche par comptage ne propose pas de variante
enrichie des cadres de Kripke : ni les mondes possibles,
ni la relation d’accessibilité ne sont pondérés mais I'in-
terprétation de la modalité est modifiée [10, 9, 8, 15].
Contrairement aux modeles présentés précédemment,
les poids considérés ici sont a valeur entiere et notés n.

L’approche par comptage modifie la quantification
de mondes accessibles sur laquelle se base la séman-
tique classique des modalités. Ainsi, 'interprétation
de ¢, s’appuie sur un durcissement du quantifica-
teur existentiel de 'équation (4) : il n’est plus im-
posé qu’au moins un monde accessible valide la formule
mais qu’au moins n mondes le fassent. Formellement,
cette approche propose d’interpréter la modalité ¢,
et par dualité 0J,,, pour tout n € N, par :

M,wEOnp & [Ru(p)l 2n (6)
MwEOL,e < |Ry(—p)| <n (7)

On peut noter que le poids n de U, correspond au
nombre maximum de mondes accessibles invalidant la
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formule. Par conséquent, n peut étre interprété comme
une mesure de contradiction.

Cette définition s’appuie sur un comptage absolu des
mondes 1a ol la logique majoritaire [12] s’intéresse a
un cas particulier de comptage relatif. Pour celle-ci en
effet 'opérateur modal induit exprime qu’une formule
est vraie dans plus de la moitié des mondes accessibles.
Elle repose donc sur une approche par comptage relatif
mais définit des modalités non pondérées. Elle aborde
également la question d’une sémantique dans laquelle
I'ensemble des mondes W est infini [12].

Contrairement aux approches décrites dans la sec-
tion précédente, basées sur une modification des mo-
deles de Kripke, ’approche par comptage est de plus
axiomatisée, tant dans le cas absolu que relatif [5, 12] :
ces modeles proposent un ensemble de regles de mani-
pulation de la modalité pondérée.

3 Sémantique proposée

Cette section présente la sémantique que nous pro-
posons pour une logique modale pondérée, un outil
essentiel de 'extension des axiomes au cas pondéré,
discutée en sections 4 et 5.

Syntaxiquement, étant donné p € P, ’ensemble des
variables propositionnelles, et « € [0, 1], un coefficient
numérique, on considere ’ensemble des formules du
langage de la logique modale pondérée :

F=p|-F|FANF|FVF|F—F|OF|0F

3.1 Définition

La sémantique proposée s’appuie sur le méme prin-
cipe que Papproche par comptage (cf. section 2.4),
mais est basée sur un comptage relatif des mondes va-
lidants : elle est définie pour un ensemble W fini selon
une interprétation fréquentiste, le cardinal des mondes
validants est normalisé. Malgré une limitation aux en-
semble finis de mondes, cette normalisation permet
d’enrichir 'information portée par la modalité pondé-
rée. Ainsi, la nouvelle modalité et sa sémantique per-
mettent d’établir des variantes pondérées des axiomes
classiques, discutées en sections 4 et 5. De plus, I'utili-
sation de cette proportion induit 'indépendance entre
la valeur du poids considéré et la connexité du monde
de référence : la valeur de vérité d’une formule O, p
dans un monde w n’est pas biaisée par la valeur de
|R.|, le nombre de mondes accessibles depuis w.

Formellement, nous proposons d’interpréter la mo-
dalité pondérée OJ,,, pour tout o € [0, 1], par :

| R ()]

M,wE Ogp & =/l
| Ry

M, wE Oyp

>a SiR,#0 (8)

sinon
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Cette définition relache le quantificateur universel
utilisé pour la modalité classique [J, en imposant seule-
ment qu’une proportion de mondes accessibles valident
la formule ¢, plutot que ’ensemble de ces mondes.

Par dualité, la modalité ¢, est interprétée, pour
tout a € [0, 1], par :

Mk Oup o @l

si Ry, #0
Ry .
MwE Oup

(9)

sinon

La modalité ¢, nécessite d’avoir plus qu’une propor-
tion 1 — a de mondes accessibles validant la formule ¢
plutét qu’au moins un monde accessible. De méme que
les approches par comptage présentées en section 2.4,
cette sémantique induit un durcissement du quantifi-
cateur existentiel. On peut noter que plus la valeur
de a est élevée, plus la contrainte sur ’ensemble des
mondes validants est faible.

3.2 Propriétés

Cette section présente et discute quelques propriétés
satisfaites par la modalité pondérée proposée.

Cas limite

La proposition suivante traite les modalités pondé-
rées pour les valeurs aux bornes du domaine de .. Pour
le cas ou o = 1, les modalités pondérées correspondent
aux modalités classiques. Pour le cas ou a = 0, U,
est une tautologie tandis que (. est une contradic-
tion. Formellement, pour toute formule ¢, on a :

Proposition 1. [ =y 10 =0
F Doy F =00y
La preuve de cette proposition découle de fagon im-
médiate des équations (8) et (9) et est donc omise.
Du fait de cette propriété, le cas ott o = 0 est consi-
déré comme trivial et non informatif; il est donc ex-
clu. Cependant, le cas ou a@ = 0 est la seule valeur
pour laquelle la formule modale est valide exprime
une information importante. En effet, pour un monde
w € W tel que Ry # 0 et |Ry(p)|/|Rw| = 0, on a
M, w E Oy

Gradualité décroissante

En raison de la transitivité de I'inégalité sur laquelle
repose [, on a la méme relation de gradualité que le
modele de pondération floue de la relation :

Proposition 2. La définition de O, donnée en équa-
tion (8) satisfait la propriété de gradualité décroissante
définie dans l’équation (5).
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De méme que pour la proposition précédente, la
preuve découlant directement de la définition des mo-
dalités est omise.

Cette proposition implique que vraie pour un degré,
la formule est aussi vraie pour tous les degrés infé-
rieurs. On peut noter que cette propriété apporte une
autre justification a I’absence d’information apportée
par Oy : s’il existe a > 0 tel que O, g est satisfait, alors
Uop Vest aussi, par gradualité. Plus généralement, il
apparait que la valeur la plus informative pour « est la
plus élevée pour laquelle la formule modale est vraie,
les valeurs inférieures pouvant en étre inférées. Cette
propriété est essentielle pour I’établissement des exten-
sions pondérées des axiomes modaux, comme discuté
en section 4.

Par dualité, on peut montrer un résultat similaire
pour la modalité ¢, qui respecte la propriété de gra-
dualité croissante. Aussi, plus la valeur de « est faible,
plus On¢ est informative.

Relations entre [, et

Il faut noter que malgré la relation de dualité préser-
vée entre les deux opérateurs modaux, [, = =04,
I’équivalence, qui pourrait étre attendue, entre [, et
Q1-q Nest pas garantie. En effet, en raison de la défi-
nition de 0, qui se base sur une inégalité large et celle
de O, qui se base sur une inégalité stricte, on peut
montrer que 'implication n’est vraie que dans un sens.
Le cas ot a = 0 est traité par la Proposition 1.

Proposition 3.

VYa €10,1] EQap — Oi_qp

F Da‘p — <>1—a90

Démonstration. Soit un modele M = ((W, R),s) et
w € W. On sait que

MwE Qup Rw#ﬁ)et%>l—a

= Rw#ﬂ)etWZI—a

= M, wE Dl—a@

En revanche, 'implication Oy — ¢1_¢ n’est pas
une tautologie : on peut le montrer par le contre-
exemple de la figure 1. Dans ce modele de Kripke, on
aw F Oy/zp mais w ¥ Oy /3, car [Ry (0)]/|Rw| =1/3
ne satisfait pas 'inégalité stricte. |

Une autre proposition établit une équivalence entre
la modalité classique ¢ et [, :

Proposition 4. Pour tout modéle M = ((W, R), s) et
pour tout monde w € W,

MwEG e & Ry#0 et MwkEDO 1 ¢

[Ruwl

FIGURE 1 — Modele de Kripke pour prouver la Prop.3,

puis le Th. 3 pour a = 2

Démonstration. Soit un modele M = ((W, R),s) et
weW.Ona:

MwE O < I eRy, M,w Ep

|Ru ()|
S Ry #0 et W

4 Principes de l'extension pondérée des
axiomes modaux

Les axiomes de la logique modale classique [1]
peuvent étre vus comme des regles de manipulation
des opérateurs modaux [ et ¢. Ils établissent ainsi
des relations entre une répétition de modalités, une
modalité simple ou une combinaison de modalités.

Nous proposons d’étudier ’extension pondérée de
ces axiomes, pour lesquels les modalités contenues
dans les formules considérées sont remplacées par des
modalités pondérées. Nous obtenons un ensemble de
formules modales correspondant a la variante pondé-
rée de chaque axiome et dans lesquelles les modali-
tés portent chacune leur propre poids. Ainsi, 'axiome
classique (4) qui s’écrit F O¢ — OOy conduit & 'ex-
tension pondérée [y — Ol .

Nous nous intéressons aux dépendances entre les va-
leurs de ces poids, selon 'approche sémantique basée
sur I'interprétation de la modalité pondérée proposée
dans la section précédente. La méthode que nous choi-
sissons consiste en 'identification de dépendance entre
les poids, soit de fagon générique, soit pour des cadres
de Kripke dont la relation vérifie certaines propriétés.

Cette section présente les principes de valuation des
poids dans les axiomes pondérés, d’abord selon leur
structure puis selon des propriétés de la relation du
cadre de Kripke.

4.1 Contraintes liées a la structure des axiomes

La majorité des axiomes des logiques modales
(voir [4] par exemple) prennent la forme d’une impli-
cation. Lorsqu’ils sont interprétés comme des compo-
sants d’un systeme d’inférence, ils sont d’autant plus
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intéressants que leur prémisse est facile a satisfaire et
leur conclusion informative.

En relation avec la propriété de gradualité décrois-
sante établie dans la Proposition 2, ce principe permet
de guider ’établissement de poids pertinents pour les
axiomes pondérés : la position de la modalité par rap-
port & limplication influe sur la définition de valeur
pertinente et la structure de I’axiome joue sur celle-ci.

Ainsi, lorsque la modalité [J,, est dans la conclusion
de limplication, la valeur de « doit étre maximale.
En effet, comme pour toute valeur g inférieure, [g
peut en étre inférée, la valeur la plus haute est la plus
informative.

Au contraire, si 0, est dans la prémisse de 'impli-
cation, la valeur de a la plus pertinente est la valeur
minimale : c’est la plus petite valeur qui définit la pré-
misse la plus facile a satisfaire. En effet, toujours en
exploitant la propriété de gradualité décroissante, si
g est établie pour une valeur de 3 supérieure a celle
de 'axiome, elle en permet 'utilisation par modus po-
nens avec 1’équation (5).

Par dualité, pour l'opérateur ¢, qui satisfait une
propriété de gradualité croissante, la définition de va-
luation pertinente est inversée : la valeur de « doit
donc étre minimale pour ¢, dans la conclusion, et
maximale dans la prémisse.

On peut alors qualifier 'extension pondérée d’enri-
chissement, relachement ou altération de ’axiome mo-
dal d’origine, selon la position de la modalité pondérée
et la valuation du poids : si la pondération de ’axiome
est établie pour [, avec un « tres élevé en conclusion,
I’axiome induit est riche car il permet d’inférer des élé-
ments informatifs. Il faut noter que cette configuration
n’a d’intérét que si la prémisse contient elle-méme une
modalité pondérée : dans le cas contraire, on peut ap-
pliquer I'axiome classique concluant a [0y, qui induit
O, par gradualité décroissante.

Lorsque l'axiome pondéré présente une modalité
pondérée [, dans sa prémisse, il peut étre consi-
déré comme un relachement de I’axiome classique cor-
respondant. En effet, il autorise une inférence méme
lorsque la forte hypothese [0, n’est pas vérifiée.

Enfin, des variations plus complexes peuvent
conduire a un axiome pondéré que I’on peut seulement
qualifier d’altération de 'axiome d’origine, comme dis-
cuté dans la section 5.

4.2 Exploitation des propriétés sur la relation

Un deuxieme principe de valuation des poids se base
sur la propriété de la relation associée a I’axiome clas-
sique dans la théorie de la correspondance [14]. En ef-
fet, le point de vue sémantique de I’axiomatisation de
la logique modale s’appuie sur des cadres de Kripke
dont la relation d’accessibilité satisfait des contraintes
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spécifiques, comme la réflexivité ou la transitivité. Or,
I'interprétation de la modalité pondérée dépend des
mondes accessibles et caractériser la relation permet
d’avoir des garanties sur ’ensemble des mondes acces-
sibles. Il est donc pertinent de se baser sur les proprié-
tés de la relation pour valuer les poids.

La premiere étape de 'interprétation sémantique de
I’extension pondérée d’un axiome modal considere des
cadres de Kripke satisfaisant la propriété classique-
ment correspondante. En effet, le cas limite ou tous
les poids intégrés prennent la valeur 1 impose de pré-
server le cas classique.

On peut alors évaluer la dépendance entre les va-
leurs des poids dans ’axiome selon ’hypothese sur la
relation. Ce principe garantit la compatibilité avec le
cas limite ou tous les poids intégrés valent 1.

Une deuxieme étape peut devoir imposer d’autres
contraintes sur la relation pour pondérer les axiomes
de maniere pertinente : il est possible que ’on obtienne
un axiome qui n’exclut pas le cas ou la modalité de la
conclusion est pondérée par o = 0. Or, comme discuté
en section 3.2, cette valeur n’est pas informative.

La modalité [J,, qui propose une interprétation plus
expressive que [J; est aussi moins informative. En effet,
savoir qu’une proportion de mondes accessibles valide
la formule ne donne pas d’information sur la validité de
cette formule dans tous les mondes considérés. La mo-
dalité [, donne une indication globale et induit une
incertitude quant a la validité de la formule dans un
monde en particulier. L’approche que nous proposons
alors consiste & enrichir ’hypothese sur la relation afin
d’exclure les cadres n’admettant que la valeur nulle.

Enfin, une fois la valuation pertinente établie avec
une hypothese enrichie sur la relation, nous nous inté-
ressons a la proposition inverse : elle consiste a vérifier
si, étant donné un axiome pondéré d’apres une hypo-
these enrichie sur la relation, tous les cadres validant
I’axiome satisfont cette hypothese . Cette étude peut
étre considérée comme un premier pas vers la défini-
tion d’une théorie de la correspondance pondérée.

5 Typologie des axiomes pondérés

Cette section présente les résultats obtenus, c’est-a-
dire les extensions pondérées des axiomes de la logique
modale apres application des principes de pondération
présentés dans la section précédente. Pour 'interpré-
tation sémantique des modalités, nous utilisons la dé-
finition proposée en section 3.

Les axiomes pondérés obtenus sont organisés en
quatre types récapitulés dans le tableau 1, numéro-
tés de (1) & (1v) et définis dans la section 5.1 ci-
dessous. Les sections suivantes détaillent successive-
ment les quatre types d’axiomes.
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5.1 Définition des quatre types d’axiomes

Les quatre types d’axiomes identifiés sont définis en
fonction du lien entre I'axiome pondéré et les proprié-
tés de la relation :

(1)  Axiomes non pondérés
(1)  Axiomes pondérés avec correspondance
classique

Axiomes pondérés sans correspondance
Axiomes pondérés avec correspondance
enrichie

Le type (1) regroupe les axiomes pour lesquels le re-
lachement de la modalité classique ne peut pas exploi-
ter les poids tels que définis dans la sémantique propo-
sée. Le type (1) comporte les axiomes dont la variante
pondérée préserve la propriété de la relation classi-
quement associée a laxiome. Les types (II) et (1v)
regroupent les axiomes pondérés pour lesquels la pro-
priété classique doit étre enrichie, et distinguent les cas
ou la correspondance est, ou non, conservée.

Il faut souligner que, d’un axiome classique, peuvent
découler plusieurs extensions pondérées, selon I’hypo-
these sur la relation considérée.

Les quatre sections suivantes présentent les quatre
types d’axiomes. Pour des raisons de place, un seul
exemple est détaillé par type.

5.2 Type (l) : axiomes non pondérés

Le premier groupe d’axiomes regroupe les axiomes
pour lesquels la seule possibilité de pondération est
le cas limite ot @ = 1 : le relachement de 'axiome
classique ne peut s’appliquer.

Cette catégorie peut étre illustrée par Paxiome (M),
dont la forme pondérée s’écrit O,p — ¢. Par com-
patibilité avec le cas classique, cette formule doit étre
valide pour o = 1 dans tous les cadres dont la rela-
tion est réflexive. Cependant, si [, est établi pour
a < 1 dans un monde donné, la contrainte de réflexi-
vité ne garantit pas que le monde de référence ne soit
pas parmi les mondes accessibles invalidant la formule,
on ne peut donc pas établir . Formellement, on peut
montrer le théoréme suivant par construction.

Théoreme 1. Vo € [0,1], il existe un modéle M =
((W,R), s) avec R réflexive et w € W tel que
M, w E Oyp mais M,w E —p.

Démonstration. Soit « € [0,1[. Il suffit d’un contre-
exemple pour montrer ce théoréme. Soit F' = (W, R)
un cadre contenant n mondes, olt n est tel que n/(n +
1) > « et, étant donné un monde w € W, R est ré-
flexive et R,, = W. Soit s la valuation telle que (i)
x F ¢ pour tout z € W\ {w} et (ii) w F —¢. On a
bien w F Oy mais w F . |

Axiome pondéré Propriétés de R Type

(Ka) DOalp = ) > Opp > 0,0) (1)

(C a) <>a§0 = Oi—ap (IV)

(Do) o = O1—arep sérielle (1)

M,) Dho—o réflexive (1)

(B.) ¢—Dhdrp  symétrique (1

(OM,) U1 (O — ¢) shift-réflexive (1)

(4e)  Oap — 0009 transitive & eu-  (111)
clidienne

(50)  QCap = 0104+ transitive & eu-  (11I)
clidienne

(C4p) U010 — Oagp dense & shift-  (1v)
réflexive

(C4,) O0pp — Ogep dense & transi- (1)
tive

(C4n) 0100 — 010 dense & transi- (1)
tive

(C4,) O,0pp — Ogp  transitive & eu-  (1v)
clidienne

TABLE 1 — Axiomes pondérés obtenus avec I’hypo-
theése sur la relation associée, pour tout «, 8 € [0,1],
e € ]0,a] et avec v = max(0,a + § — 1)

Un traitement similaire peut étre appliqué aux
axiomes (B) et (OM), dont les extensions pondérées
ne s’appliquent que pour « =1 (cf. tableau 1).

5.3 Type (Il) : axiomes pondérés avec correspon-
dance classique

Le deuxieéme type d’axiomes pondérés relache
I’axiome classique afin d’en donner une version pon-
dérée pour laquelle la valeur des poids peut étre infé-
rieure a 1. De plus, la propriété de la relation classi-
quement associée a l’axiome est conservée et suffit a
valuer les poids de maniere pertinente. L’axiome clas-
sique (K), qui n’impose aucune propriété, illustre cette
catégorie :

Théoréeme 2.
Vo, 8 € [0,1]

FOa(e = ¥) = (Osp — Oy9)
avec v = max(0,a+ 5 — 1)

(Ka)

Démonstration. Soit «,8 € [0,1], un cadre F =
(W, Ry, une valuation s et un monde w € W . Si
R, = 0, alors w valide trivialement les trois formules
modales de (K,) et leurs implications. Si |R,| > 0,
on peut appliquer le modus ponens dans les mondes
accessibles qui valident a la fois ¢ — ¥ et . Aussi on
a Ry(p = ) N Ry(p) C Ry(1).

Ainsi, par définition du cardinal de 'intersection :
[Ruw(p = ¢) N Ru(p)| = [Rule = ¢)| + [Ru(e)] —
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|Ru (¢ — ¥) U Ry(p)]. Comme [Ry,| > [Ry(¢ — 9)
Ry(p)], on a @ [Ry(¥)] > [Ru(p — ) N Ry(p)
[Ru(p = ¥)| + [Ru(9)| = | Ryl Done : )

58— 1.

Une extension pondérée de l'axiome (D) peut étre
construite de maniere similaire lorsque 1’on considere
des cadres de Kripke a relation sérielle. De plus, on
montre réciproquement que, dans tout cadre a rela-
tion sérielle, (D,,) est vérifié. Cette variante pondérée
(Dq), dont la définition est donnée dans le tableau 1,
complete la Proposition 3 qui relie les deux opérateurs
modaux O, et Oy.

5.4 Type (lll) : axiomes pondérés sans correspon-
dance

Cette section présente les axiomes pour lesquels la
propriété de la relation classiquement correspondante
doit étre enrichie pour définir des poids pertinents.

Elle est illustrée par 'axiome (4) qui s’écrit - Oy —
U0p et est associé a la transitivité de la relation. La
variante pondérée de cet axiome s’écrit sous la forme
F Oap — g0y : la question ici étant de déterminer
des valeurs appropriées pour [ et 7 selon la valeur
de a. On montre que la seule condition de transitivité
de la relation ne suffit pas pour établir des valeurs de
poids strictement positives :

Théoreme 3. Vo € [0,1], il existe un modéle M =
({(W, R),s) avec R transitive et un monde w € W tel
que M,w E Oyp et M,w E O10g¢.

I faut noter que, d’aprés la Proposition 1,
U000 = 001, ce qui ne constitue pas une
conclusion informative sur ¢.

Démonstration. La preuve de ce théoréme consiste a
construire un tel modele M. Etant donné a < 1, soient
m,q € N* tels que o < m/(m + ¢q). Soit W un en-
semble de 1+ ¢ + m mondes, w € W, R une relation
binaire entre les mondes et s une valuation telle que
(i) |Ru(9)] = m, (i) | Ru(~9)] = g, (ili) Voo € Ru(),
Jw,, € Ry(—¢) tel que wyRw,, et (iv) Yw, € Ry, (—y),
wyp Rw,. Un tel modele est illustré par la figure 1 pour
o= %, avec m = 2 et ¢ = 1. Par définition, R est tran-
sitive et on a M,w F O, /(m4q)- Par conséquent,
en utilisant la propriété de gradualité décroissante :
M,w E Oy .

De plus, comme Yu € R,, M,u E Oj—¢, on a
M, w E 0101 : aussi, il n’existe pas de S tel que
M, w E OgOy e pour vy > 0. [ |

Aussi, la transitivité n’est pas une condition suffi-
sante pour avoir des garanties sur les valeurs de [
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Ficure 2 - Contre-exemple montrant la non-
réciprocité du Théoreme 4

et v : elle n’empéche pas 'existence des mondes no-
tés w,, dans la preuve ci-dessus et illustrés par w* sur
la figure 2, que I'on peut appeler mondes « puits ». Il
est donc nécessaire d’enrichir I’hypothese sur la rela-
tion en ajoutant une autre contrainte. Le Théoreme 4
considere le cas de I’euclidianité, en conservant la tran-
sitivité par souci de compatibilité avec le cas classique,
obtenu lorsque les poids sont égaux a 1.

Théoreme 4.

VF = (W, R),
R est transitive et euclidienne

= VYael0,1], FEOup = 01040

(4a)

Démonstration. Cette preuve repose sur le fait que,
pour tout cadre (W, R) dont la relation R est transi-
tive et euclidienne, on a pour tout w € W : V' € R,
R, = R, (preuve omise). Ainsi, pour toute valua-
tion s et pour tout « € [0, 1], si w E Oy, alors tous les
mondes accessibles w’ € Ry, valident aussi w’ E Oy p,
c’est-a~dire w F 010, |

Toutefois, la réciproque n’est pas vérifiée : la figure 2
représente un cadre F' = (W, R) avec W = {u, v, w},
tel que (F,s),z F Qe — 00,0 pour toute valua-
tion s et pour tout monde z € W mais R n’est pas
euclidienne.

Il faut souligner que l'axiome établi dans le Théo-
reme 4 est fort : la premiére modalité en conclusion
vaut 1, le degré maximal, et la seconde vaut «, qui
est exactement la valeur affectée a la modalité en pré-
misse. De ce fait, on ne peut améliorer ’extension pon-
dérée de ’axiome (4) car aucune autre version ne peut
étre plus forte.

Des résultats identiques, listés dans le Tableau 1
mais non détaillés ici, peuvent étre prouvés pour ’ex-
tension classique de axiome (5); il possede la méme
structure que l’axiome (4), avec un seul opérateur, Q,
dans la prémisse et une combinaison des deux moda-
lités dans la conclusion.

5.5 Type (IV) : axiomes pondérés avec correspon-
dance enrichie

Les axiomes pondérés appartenant au type (I1V)
constituent également des extensions des axiomes clas-
siques pour lesquels la propriété de la relation corres-
pondante doit étre enrichie. La différence avec le type
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F1GURE 3 — Contre-exemple prouvant le Théoreme 5

-3
pour o = ¥

(111) vient du fait que la correspondance entre I’axiome
pondéré et I’hypothese enrichie est établie.

Nous illustrons cette catégorie avec le cas de
laxiome (C4) : son écriture classique est - OOy —
Op, et il est associé a la densité de la relation.
La version pondérée de cet axiome prend la forme
F O.08¢ — Oy¢p. Comme I'indique le Théoreme 5,
la densité seule ne suffit pas a garantir des valuations
pertinentes pour les poids. Pour toutes les valeurs de a
et 8, on peut construire un modele pour lequel v =0 :

Théoreme 5. Va € [0,1[,V3 € [0, 1], il existe un mo-
dele M avec R dense et w € W tel que M, w F O,Ogp
et M,wE Oj—p

Démonstration. A nouveau, la preuve du théoreme se
fait par construction d’un tel modele M. Etant donné
a€[0,1[et 8 €]0,1], soit n € Ntel quen > a/(1—a).
Soit W un ensemble de n + 2 mondes, w* et w’ deux
mondes distincts dans W, R et s tel que (i) M, w’ E ¢,
(i) Vw € W\ {w'}, M,w E —, (iii) Ry = W\ {w'}
et (iv) Vw € W\ {w*}, R, = {w'}. Par construction,
R est dense. Un tel contre-exemple est représenté par
la Figure 3 pour a = 0, 75.

Alors Yw € W\ {w*}, M,w E ;. Ceci implique
par gradualité décroissante que M,w E [gyp. Par
conséquent

| R~ (Os9)| n
Ror @) =n = - 50

= M,w*F DQDB@

Toutefois M, w* E ;¢ donc By > 0 tel que M, w* E
Oye. |

En conséquence de ce théoreme, il est nécessaire
d’enrichir ’hypothése sur la relation afin d’avoir des
garanties de positivité sur la valeur de ~. L’ensemble
des choix de propriétés ajoutées est résumé dans le Ta-
bleau 1. Les quatre extensions pondérées de ’axiome
(C4) sont classées par durcissement croissant de 1’hy-
pothese sur la relation. Cette hypothese influe sur I'in-
formativité de la conclusion et le niveau de contrainte
de la prémisse.

Nous donnons la preuve pour la version pondérée la
plus forte :

Théoreme 6.

VF = (W, R),
R est transitive et euclidienne

= Va,€]0,1],5 €[0,1], FFO,080 — Ogyp

(C4a)

Démonstration. Soit (W, R) avec R transitive et eucli-
dienne, soit un monde w € Wet o, 8 €]0,1] (si =0
alors gy est vraie, donc 'implication I'est aussi).

Siw # O,0g¢, alors w E O,0g¢ — Oge.

Si w E O,0p¢, alors une proportion o de mondes
accessibles depuis w valide Og, soit u un tel monde,
on peut écrire :

Rule |
Rl —
Or, comme R est transitive et euclidienne, on sait que
Yw' € Ry, Ry = Ry. En particulier, R, = R,,. On a
donc :

Donc w F Ogep.
|

La réciproque est prouvée par contraposée : si la re-
lation n’est pas transitive et euclidienne, alors ’axiome
(C44) n’est pas valide. Pour cela, nous construisons un
cadre de Kripke dont la relation est non transitive ou
non euclidienne et nous proposons des valeurs pour a
et B ainsi qu’une valuation telles que l'axiome n’est
pas vérifié dans un monde du cadre.

Le principe de cette preuve est illustré par sa pre-
miere partie : nous montrons que pour tout cadre
(W, R), si la relation R n’est pas transitive, alors il
existe a, 8 et une valuation telle qu’il existe un monde
w € W tel que w ¥(C4,,). Formellement,

Théoreme 7.
VE = (W, R),
R est non transitive
= da,B€]0,1], 3s, Jw e W,
(W, R), s),w ¥ DaOlgp — Dy

Démonstration. Soit W un ensemble fini de mondes
et R une relation non transitive : il existe u,v,w € W
tels que uRv A vRw N ~uRw. Posons a = ‘R—ll, 8=

IR—IU‘ et soit s une valuation telle que (i) w E ¢ et (ii)
Ve € W\ {w}, x k¥ ¢. La figure 4 présente un exemple
d’un tel modele. On a :
— u E Oy~ car le seul monde qui valide ¢ n’est
pas accessible a partir de u : w € R,,. Aussi, en
particulier u ¥ Ogp

—vFUgpcarwe Ry et wk ¢
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Y|
w

FIGURE 4 — Modele de Kripke tel que R est non tran-
sitive

— ukF OHgp car v € Ry et v Ugp
Donc da, 5 tels que v F 0,09 mais u # Ogy, ce
qui implique que u ¥ (C4,,). |

De la méme maniere, on peut montrer que si la re-
lation n’est pas euclidienne alors il existe un modele
qui ne vérifie pas 'axiome (C4,,).

6 Conclusion et travaux futurs

Cet article étudie des regles de combinaison entre
les opérateurs modaux pondérés, proposant une ex-
tension des axiomes classiques de la logique modale.
Il établit une typologie des axiomes pondérés, mis en
perspective avec la propriété de la relation classique-
ment associée a chacun des axiomes.

Les perspectives incluent ’étude d’autres types de
regles de manipulation, combinant par exemple la
modalité et d’autres connecteurs logiques, comme la
conjonction et la disjonction. D’autres types de pro-
priétés de la relation peuvent également étre considé-
rés : nous avons centré nos propositions sur les plus
répandues, il serait intéressant d’en étudier des ver-
sions relachées, comme par exemple une a-symétrie,
afin d’examiner leurs effets sur la valuation des poids
d’un axiome pondéré.

La mise en correspondance entre propriétés de la
relation et axiomes souléve de fagon plus générale les
problemes d’adéquation et de complétude, en regard
de linterprétation proposée des modalités pondérées
dans la sémantique de Kripke. Les axiomes de type
(111) requierent & ce titre une étude approfondie.

Les perspectives incluent également une spécifica-
tion de la logique modale pondérée que nous proposons
dans un contexte purement doxastique : d’un point
de vue axiomatique, la variante pondérée de I’axioma-
tique KD45 et ses propriétés peut étre considérée a
partir des axiomes établis dans cet article. Une telle
variante doit fournir des outils de manipulation et de
raisonnement a partir de croyances graduelles, pouvant
par exemple étre mis en ceuvre dans des applications
basées sur des agents intelligents.
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Résumeé

Réviser des croyances par d’autres croyances
consiste a modifier les premiéres pour qu’elles soient
cohérentes avec les secondes. Certains opérateurs
de révision de croyances s’appuient sur des distances
entre interprétations (qui servent a « mesurer » les mo-
difications). La révision des croyances a été étudiée
dans plusieurs formalismes, notamment en logique
propositionnelle et dans le formalisme des conjonc-
tions de contraintes linéaires. Cet article étudie la ré-
vision dans la cl6ture propositionnelle des contraintes
linéaires, qui étend les deux formalismes précédents.
La difficulté principale tient au fait qu'un opérateur
s’appuyant sur une distance classique sur les n-uplets
de réels, telle que la distance de Manhattan, ne vé-
rifiera pas les postulats classiques de la révision. La
solution proposée ici consiste a utiliser une distance
a ensemble de valeurs discret. Un opérateur de révi-
sion est ainsi décrit et étudié, et un algorithme pour
cet opérateur est présenté, qui s’appuie sur une mise
sous forme normale disjonctive et sur des optimisa-
tions linéaires.

Abstract

Revizing beliefs by other beliefs consists in modi-
fying the formers so that they become consistent with
the latters. Some revision operators are based on dis-
tance functions between interpretations (that enable
to “measure” the modifications). Belief revision has
been studied in several formalisms, including proposi-
tional logic and the formalism of conjunctions of linear
constraints. This paper studies revision in the proposi-
tional closure of linear constraints, which extends the
two previous formalisms. The main difficulty is related
to the fact that an operator using a classical distance
function on tuples of real numbers, such as the Man-
hattan distance, does not satisfy the classical postu-
lates of revision. The solution proposed here consists
in using a distance function with a discrete set of va-

lues. Such a revision operator is described and stu-
died, and an algorithm for it is presented, based on a
transformation into disjunctive normal form and on li-
near optimizations.

1 Introduction

Le raisonnement a partir de cas (RAPC) est un mode de
raisonnement s’ appuyant sur la réutilisation d’un ensemble
de cas, un cas étant la représentation d’un épisode de ré-
solution de probleme [19]. Dans beaucoup de travaux, rai-
sonner a partir de cas consiste dans un premier temps a
sélectionner un cas dans une base de cas qui soit proche
du cas représentant le probleme cible (étape de remémora-
tion), puis & modifier ce cas afin de résoudre le probleme
cible (étape d’adaptation).

Une approche développée ces dernieres années a
consisté a utiliser un opérateur de révision des croyances
pour effectuer 1’adaptation [7]. Le RAPC peut ainsi bé-
néficier des travaux visant a implanter des opérateurs de
révision dans divers formalismes, par exemple dans des
logiques de descriptions [2, 4, 6], dans la logique propo-
sitionnelle Lp ou des fragments de Lp [10, 20, 18], ou
dans des algebres qualitatives [14, 13]. Certains de ces tra-
vaux ont ét€ motivés par le développement d’un systeme de
RAPC, TAAABLE, qui résout des problemes culinaires [9],
les opérateurs de révision étant réunis dans la bibliotheque
REVISOR (http://revisor.loria.fr) : REVISOR/PL
et REVISOR/PLAK en Lp [18], REVISOR/CLC dans
le formalisme Lccp des conjonctions de contraintes li-
néaires [5] et dans Laq, une algébre qualitative [13]
(en pratique, les algebres qualitatives étudiées étaient Al-
len, INDU et RCCS8). Dans TAAABLE, ces opérateurs
ont été utilisés de la facon suivante : REVISOR/PL et
REVISOR/PLAK permettent de proposer des substitutions
de noms d’ingrédients, REVISOR/CLC permet d’adapter
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les quantités d’ingrédients (par exemple, le remplacement
d’un fruit par un fruit moins sucré peut étre accompagné
par une augmentation de la quantité de sucre en poudre),
REVISOR/QA permet d’adapter les préparations.

Le systtme TAAABLE fait donc appel a différents opéra-
teurs de révision dans différents formalismes. Cependant,
il n’y a pas interaction entre ces trois inférences, en de-
hors de leurs exécutions par le systéme. Pour une interac-
tion qui soit gérée au sein d’un mécanisme d’inférences,
il faudrait un formalisme combinant ces formalismes. Une
révision dans une premiere « combinaison » de formalisme
a été étudiée : le cadre formel étant celui de la cldture pro-
positionnelle d’une algebre qualitative [12]. Cet article pré-
sente une étude de la révision dans une nouvelle combinai-
son de formalismes : LcpcL, 1a cldture propositionnelle de
Lccr.

Apres les préliminaires (section 2), la logique Lcpcr, est
définie en section 3. Puis, une définition d’un opérateur
de révision dans Lcpcr est donnée (section 4). Cet opé-
rateur s’appuiera sur une distance entre n-uplets de réels.
On verra que 'utilisation des distances usuelles (telles que
la distance de Manhattan ou la distance euclidienne) pose
probleéme, pour la satisfaction des postulats AGM des opé-
rateurs de révision. Une autre famille de distance sera utili-
sée pour contourner ce probléme. Puis, la section 5 présen-
tera un algorithme pour calculer la révision de 1) par p out
1 et pu sont des ensembles de croyances représentés dans
LcpcL- LepeL 8’ appuie sur des variables a valeurs réelles.
La section 6 étudie comment 1’approche présentée s’étend
pour les contraintes avec des variables qui peuvent étre a
valeurs entieres ou réelles. La section 7 conclura et mettra
en évidence des perspectives de recherches.

Le rapport [16] est une version longue du présent article :
la différence est principalement au niveau des preuves, plus
détaillées dans ce rapport.

2 Préliminaires

Ensembles de nombres. N, Z, Q et R sont, respecti-
vement, les ensembles des entiers naturels, des entiers rela-
tifs, des rationnels et des réels. On considérera (par plonge-
ments) qu’on a la chaine des inclusions N C Z C Q C R.
Q. est I’ensemble des rationnels x > 0. Ry est ’en-
semble des réels z > 0. Si € € R, on note eN I’ensemble
{en|n e N} ={0,¢,2¢,...}.

Parties entiéres d’un réel. Etant donné 2 € R, on
note |x] et [x] sa partie entiere et sa partie entiére supé-
rieure : |z] = max{n € Z |z > n} et [z] = min{n €
Z | x < n}. On notera les propriétés suivantes (pour
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a, B €R):
[a+ 8] < [a] + 5] (1)
[a] < B ssi a<|f] 2)
a fal<a+1 3)

Distances et espaces métriques. Soit £ un en-
semble. Une distance sur E est une fonction d qui a
(z,y) € E? associe un réel positif d(z,y) et est tel que,
pour tout z,y,z € E, () d(z,y) = 0ssi z = y,
(i) d(x,y) = d(y, z) (symétrie) et (iii) d(x, z) < d(z,y)+
d(y, z) (inégalité triangulaire).

Un espace métrique est un ensemble £ muni d’une dis-
tance d et est noté (F, d).

Si A et B sont des sous-ensembles de F et que y est
un élément de F, on note d(A,y) = inf,cad(z,y) et
d(A,B) = infyea yep d(z,y). On a donc I'implication
suivante, pour A et A’, deux sous-ensembles de E :

SiAC A alorsd(A,y) > d(A',y) “

Par convention, on pose inf () = +oco0. Dot d(0, y) = +oo.

Soit (E,d) un espace métrique, A\ € Ry et A C E.
On appelle dilatation de A a distance A pour la distance d
I’ensemble

G{(A) ={y € E|d(A,y) < \}

Le terme dilatation est emprunté a la morphologie mathé-
matique [3]'. En particulier, I'adhérence d’un ensemble A
dans (E,d) est G(A). On dira que A est fermé dans (E, d)
s’il est égal a son adhérence (G¢(A) = A). Par ailleurs, on
notera que si A, B et C sont des sous-ensembles de F,
yeFetAeR ,ona:

GS(AUB) = GS(A) UGS(B) ®
GY(ANB) C G{(A)NGY(B) (6)
si A et B sont fermés alors A N B est fermé @)

d(G3(C),y) = d(C,y) ®)
G3(C) = GR(GH(0)) ()
Soitw; (j € {1,2,...,n}) des constantes réelles stricte-

ment positives. Un exemple de distance sur R™ (ou n € N)
est défini, pour x,y € R" par :

d(z,y) = > wjly; — a4 (10)
j=1

Cette distance est appelée distance de Manhattan.

1. En fait, ce qui est appelé ici dilatation de A a distance A est la
dilatation de A par une boule de rayon A dans (F, d).
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La révision des croyances est une opération de
changement de croyances. Intuitivement, étant donné un
ensemble de croyances ¢ d’un agent a propos d’un monde
statique, elle consiste a considérer les changements de ses
croyances en présence d’un nouvel ensemble de croyances
[, en supposant y prioritaire sur ¢ pour I’agent. L’en-
semble résultant des croyances de 1’agent est noté 1 *
et dépend du choix de I’opérateur de révision *. Dans [1],
le principe du changement minimal a été affirmé et peut
étre formulé ainsi : v est changé minimalement en v’ tel
que la conjonction de v’ et p soit cohérent, et le résultat
de la révision est cette conjonction. Il y a donc en général
plusieurs opérateurs * possibles, étant donné que la défi-
nition de * dépend de la maniere dont le changement de
croyances est « mesuré ». Plus précisément, le principe du
changement minimal a été formalisé par un ensemble de
postulats, connus sous le nom de postulats AGM (d’apres
les noms des auteurs de [1]). [17] présente un état de I’art
détaillé de la révision & un niveau général (pour tout forma-
lisme satisfaisant certaines propriétés, comme le fait d’étre
clos pour la conjonction), incluant des théoremes de repré-
sentation et des discussions sur certaines problématiques
proches (autres opérateurs de changements de croyances,
etc.).

Dans [15], la révision a été étudiée dans le cadre de la
logique propositionnelle Lp (avec un nombre fini de va-
riables). Les postulats AGM ont été traduits dans ce for-
malisme comme suit (1, 1, Y9, u, p1, po et ¢ sont des
formules propositionnelles) :

(+1) ¥ % o = o
(%x2) Si® A pest cohérent alors ¢ x p = 1 A p.
(%x3) Si p est cohérent alors ) * p est cohérent.
(x4) Sipy =g et uy = po alors Py * 1 = Yo * o
(*3) (Y xp) N * (LA p).
(%6) Si (¢ * p) A ¢ est cohérent alors
Px(pAe) (Y *p) A

Dans la suite, M () est I’ensemble des modeles de la for-
mule ¢. Il permet de définir la relation = : ¢; | g si
M(p1) € M(p2).

Toujours dans [15], une famille d’opérateurs de révi-
sion est définie, fondées sur des distances d sur €2, ou €
est 'ensemble des interprétations. Pour simplifier les no-
tations, pour deux formules v et i et une interprétation y,

d(¥,y) = dM(¥),y) etd(¢, p) = d(M (), M(n)). La

révision de v par j selon @ (v x? 1) est telle que

My = p) = {y € M(p) | d(¥,y) = d*}
avec d* = d(v, p)

1

Intuitivement, d* est une mesure de la modification mini-
male de v en 1’ nécessaire pour rendre ¥’ A u cohérent.

Dans [15], la preuve que *¢ vérifie les postulats (1-6)
est donnée 2.

Une définition équivalente de % peut étre donnée en uti-
lisant la notion de dilatation :

M+ p) = GL(M(¥)) N M(p) (12)

Dans le cas particulier oi1 v est incohérent, ¢ x? p = p,
puisque d* = +oo et Gioo = (. Dans le cas particulier
ol  est incohérent, M(¢p % p) = ) = M(u) et on a
également d* = +o00. En résumé :

si I’'une au moins des formules ¢/ et 1 est incohérente

alors 1 ¢ = pet d(y, p) = 400 (13)

Cette approche peut étre étendue a d’autres formalis-
mes ayant une sémantique en théorie des modeles et telle
qu’une distance sur I’ensemble €2 des interprétations peut
étre définie. Cependant, pour certains formalismes, cela
suppose des contraintes additionnelles :

(a) L opérateur *¢ ainsi défini doit satisfaire les postulats

(x1-6), ce qui n’est pas le cas pour toute logique et
toute distance sur €2 ;

(b) L’ensemble d’interprétations M () *@ ;1) doit étre re-
présentable dans le formalisme, i.e., il existe une for-
mule o telle que M (p) soit cet ensemble (contrainte de
représentabilité).

On verra que ces questions se posent pour LcpcL.-

3 Lalogique (LcpcrL, =)
3.1 Syntaxe

Soit n un entier naturel non nul fixé. Soit V, un ensemble
de n symboles, appelées variables : V = {x1,xa,..., 2y}
Une contrainte est une expression de la forme a;z; +
asTs + ...+ apx, < boldb € Qet (ay,as,...,a,) €
Q" \ {(0,0,...,0)}. On notera parfois cette contrainte
Y1 a;z; <D.

L’ensemble des formules Lcpcr est le plus petit en-
semble tel que :

— Toute contrainte est une formule ;

— Sip € Leper alors ¢ € Leper ;

— Si 1,92 € Lcpcw alors p1 A w2 € LepeL et o1 V

w2 € Leper-
Le formalisme Lccr, est un sous-ensemble de Lcpcr, réduit
aux conjonctions de contraintes linéaires (i.e., ¢ € LccL
si ¢ € LepcL et les connecteurs — et V n’apparaissent pas
dans ).

2. La classe des opérateurs de révision définis dans [15] est celle qui
respecte les opérateurs (+1-6) et la classe des opérateurs % en est une
sous-classe particuliere. En fait, dans [15] est étudié le cas particulier de
*® ot d est la distance de Hamming — pour montrer qu’il coincide avec
I’opérateur défini dans [11] — mais la généralisation 2 un opérateur *%
pour n’importe quelle d est immédiate.
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Un littéral est soit une contrainte (littéral positif) soit une
formule de la forme —c ol ¢ est une contrainte (littéral né-
gatif). Un littéral négatif ~(a1x1 +asxa+. ..+ anx, < b)
sera aussi noté a1 x1 +asxo +...+a,x, > b. Dela méme
facon, on notera parfois a1 1 +asx2+. . . +anx, = bpour
—a1T] — ATy — ... — ATy < —betajxy +asxa+...+
anT, < bpour —a1x1 — agxs — ... — aQpxTy > —b. Par
ailleurs, I’expression ax1 +asxa+. . . +a,x, = bestune
abréviation pour (a121 +asx2+. ..+ apx, < b)A(arx+
asxo+...+anx, = b)etajry+asrot...+anz, # best
une abréviation pour —(a1x; + asxs + ... + apx, = b).
Enfin, le terme Ox; pourra étre omis d’une somme appa-
raissant dans une formule.

3.2 Sémantique

Soit Q = R™. Soit y = (y1,¥2,...,yn) € Q. A toute
formule ¢ € Lcper on associe le sous-ensemble M () de
) de la fagon suivante :

— Si ¢ est la contrainte ajx; + asxrs + ... +
anty, < b alors M(yp) est ’'ensemble des y =
(Yy1,Y2, -, Yn) € Qtels que a1y1 + asys + ... +
anyn < b

— Sip = = alors M(p) = Q\ M) ;

— Sip =1 Ay alors M(p) = M(p1) N M(p2);
— Sip =1V alors M(p) = M(p1) UM(p2).
Etant donnés, v, w1, 92 € LcpcL, p est dit cohérent si

M(p) # 0, o1 F= @2 5i M(p1) © M(p2) et o1 = o si
M(p1) = M(p2). y est un modele de p siy € M(p).

Remarque : La syntaxe s’appuie sur Q et non sur R :
le langage Lcpcr doit étre au plus dénombrable. En re-
vanche, la sémantique s’appuie sur I’ensemble des réels :
I’étude des contraintes linéaires se fait d’habitude sur R™
(en particulier, I’optimisation linéaire qui sera utilisée en
section 5).

3.3 Propriétés de LcpcL

Proposition 1 (Mise sous DNF). Toute formule ¢ € Lcpcr
est équivalente a une disjonction de conjonctions de litté-
raux (forme normale disjonctive ou DNF).

Démonstration. Cette opération de mise sous DNF est la
méme que celle effectuée en logique propositionnelle, en
utilisant les contraintes a la place des variables proposi-
tionnelles. O

Proposition 2. Soit d la distance de Manhattan sur R™
(cf. équation (10)). On supposera que les coefficients w;
sont rationnels : w; € Q, w; > 0. Soit ¢ € Lcpcy, et soit
AeQy.

Lensemble G = G4(M(y)) est représentable dans
Lcpcr - il existe o' € Lepey tel que M(¢') = G. De plus,
si p € Lccp alors G est représentable dans Lccr.
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Démonstration.
Cas ou ¢ € Lcco. La formule ¢ s’écrit donc

¢ = N> _jaijr; < b Par définition de
G et de la distance de Manhattan, G est 1’en-
semble des y (y1,Y2,---,Yn) € R™ tels que

(ﬂfl, L2yeeny
d’équations :

n
> aij; <b;
=1
n
D wjly; —xl <A
=1

Ty Y1,Y2s- -+, Yn) est solution du systéme

pouri € {1,2,...p}

Ce systetme n’est pas linéaire (il contient des inégali-
tés qui ne sont pas affines, a cause des valeurs ab-
solues). Pour le «rendre» linéaire, on notera que la
contrainte Z;L L wjly; — x;] < A équivaut a la conjonc-
tion des contraintes Y7, w;s;(y; — x;) < Aol s =
(s1,82,...,8,) € {—1,1}". On remplace donc une
contrainte non affine par 2" contraintes affines>. On ob-
tient ainsi un systéme linéaire sur R2" tel que la projection
sur les n dernieres composantes de son ensemble de solu-
tions correspond a G. La projection étant une application
linéaire, le résultat est un ensemble qu’on peut représenter
par une conjonction de contraintes affines, autrement écrit,
G peut s’écrire G = M (') pour un ¢’ € Lccr.

Cas oul ¢ est une conjonction de littéraux. Ce cas se traite
comme le précédent, sauf que certaines contraintes de ¢
(littéraux positifs) sont a remplacer par des littéraux néga-
tifs. Dans ce cas, on obtient donc également G = M(¢')
ol i’ est une conjonction de littéraux.

Cas ou ¢ est sous forme DNF : ¢ = \/{_, ¢; ol ¢
est une conjonction de littéraux. On a donc, M(p) =
Ui_, M(cg). D’apres (5), on a donc : G = Jj_, Gy
ot G = G4(M(cg)). D apres le cas précédent, Gy, =
M(c),) pour ¢, une conjonction de littéraux. Par consé-
quent, G = M(¢') ou ¢’ = \/{_, .

Cas général. Soit ppng € LcpeL, une formule sous DNF
telle que ¢ = pnE. D apres le cas précédent, il existe ¢’ €
Lcpcr tel que G§(M(ppne)) = M(¢'). Or M(pprg) =
M(p). Donc, G = M(y'). O

4 Des opérateurs de révision en Lcpc.

Cette section a pour objectif d’introduire une famille
d’opérateurs de révision en Lcpcr, vérifiant les postulats
(x1-6).

3. Ce qui n’est, évidemment, pas tres efficace en terme algorithmique.
La section 5 proposera une solution moins cofiteuse.
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L’idée est de définir des opérateurs *? ou d est une dis-
tance sur 2. La difficulté ici est que, pour certaines dis-
tances, *? ne vérifie pas les postulats, en particulier le pos-
tulat (3). Par exemple, si V = {z} etd : (u,v) € R? —
|v — wl, alors la révision de p = (x < 0) par u = (x > 1)
donnera une formule dont I’ensemble des modeles est vide
(il n’existe pas d’élément de Iintervalle non fermé |1, +o00
a distance minimale de | — oo, 0]). Notons que ce contre-
exemple s’applique a toutes les distances équivalentes a d,
notamment les distances issues de normes (telles que la dis-
tance euclidienne).

On a cependant la forme affaiblie de (x3) donnée par la
proposition suivante :

Proposition 3. Si y est cohérent et que M(u) est fermé
pour d alors 1 x p est cohérent.

Démonstration. Soit A = M(¢Y) et B = M(u). B est
par hypothese non vide et fermé. Soit d* = d(A, B) =
infyep d(A,y). Il existe donc une suite (yp)nen d’élé-
ments de B qui converge dans (€2,d) vers y* et tels
que (d(A,yn))n converge vers d*. Donc, d(B,y*) =
d(B,lim, 100 yn) = lim,100d(B,y,) (%). Or
d(B,y,) = 0. Par conséquent, d(B,y*) = 0, donc B €
G3(B). Comme B est fermé, on a y* € B.

Pour résumer, on a mis en évidence y* € B tel que
d(A,y*) = d(A, B). Donc, y* € M(p %% p) et donc,
1 % 11 est cohérent. O

L’idée est alors de choisir une distance pour laquelle tout
sous-ensemble de R” est fermé. Une solution consiste a
choisir une distance qui prend ses valeurs dans un ensemble
discret. Par exemple, la distance d; définie de la fagon sui-
vante convient :

dl (:L‘7 y) = |—d($7 y)-l

ou d est définie par 1’équation (10). La distance d; prend
ses valeurs dans N. Plus généralement, on considérera la
famille des distances d., ol € est un rationnel strictement
positif, définies par :
d(z,y)
e [

€

(14)

qui prend ses valeurs dans {0,¢,2¢,...} = eN. Le réel
d.(x,y) est une approximation par exces de d(x,y) a
pres, en effet, d’apres (3), on a

d(.’l?,y) g dé«(.’I},y) < d(.’II,y) + €

Par conséquent, si A et B sont deux sous-ensembles de R",
ona:

On peut montrer que d. est une distance sur R™ (°).

s)

4. La derniere égalité est vérifiée car d est une application conti-
nue de (Q22,A) dans Ry ou A : ((w,v),(z,y) € (22)? ~
max(d(u, ), d(v, ).

5. (i) et (ii) sont faciles & montrer. (iii) s’appuie sur 1’équation (1).

Proposition 4. Tout sous-ensemble A de () est un fermé de
(Q,d.).

Démonstration. Soit A C Qety € Gi=(A). Soit D.(y) =
{d(z,y) | x € A}. Onadonc d.(A,x) = inf D.(y) = 0.
Or D.(y) C eN est un ensemble discret de réels, donc sa
borne inférieure lui appartient : il existe x € A tel que
d(x,y) = inf D.(y). Donc, = y et par conséquent, y €
A.

Par conséquent, pour tout y € Ga=(A), y € A et donc,
A est fermé. O

Cette proposition va permettre de montrer que %% vérifie

les postulats (voir plus loin, proposition 6) mais, au préa-
lable, la représentabilité dans Lcpcr de I’ensemble d’inter-
prétations donnant M (¢ % 1) doit étre étudiée.

PI‘OpOSitiOH 5. Soit ¢, JURS Lcpcr- 1l existe o € Lepcy tel
que :

M(o) ={y € M(p) | de(,y) = dZ}

avec df = d.(v, ). Par conséquent, la révision par
est représentable dans Lcpcy et Y x%= = o.

de

Démonstration. Dans un premier temps, pour A, sous-
ensemble de 2 et A € R, montrons le résultat suivant :

G (A) =G_(4) (16)

o)\ =¢ V\J
€

Soit z,y € €). On a les équivalences :

rep<r w122 <o
y [d(x’y)w < A i d(z,y) < {/\J (d’apres (2))
€ € € <

ssi d(z,y) < Ae
Par conséquent :

: < o <
llrelj[:‘ do(z,y) < X ssi llrelj[; d(z,y) < Ae

Ce qui revient a :
d.(A,y) < X ssi d(A,y) < A

Ce qui entraine (16).

Soit R = {y € M(u) | d-(v,y) = d’} (on veut montrer
que R est représentable dans Lcpcr). Selon I’équivalence
des définitions (11) et (12), avec A = df = d. (¢, 1) on ar-
rived R = G5 (M(1)) N M(p) = GS_(M()) N M (u)
d’apres (16). Soit alors ¥ € LcpcL tel que M(y)') =
G‘is (M(%)) : un tel ¢’ existe d’apres la proposition 2. On
adonc: R=M()NM(u) = M(g)oup=v¢"Apue

LcpcL, ce qui prouve la proposition. O
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Proposition 6. % satisfait les postulats (x1-6).

Démonstration. La preuve complete de cette proposition
est dans [16]. Ici, seules les preuves de (x2) et (x3) sont
données, les preuves que *% satisfait les autres postulats
données dans [15] (pour la logique propositionnelle et la
distance de Hamming) s’appliquent.

(*2) se prouve ainsi. Soit ¢ et ;1 dont la conjonction est
cohérente : M () N M () # (). On a donc :

MW % p) = {y € M(p) | d-(M(¥),y) = 0}
= G (M) N M(p) = M() N M(p)

puisque M (1)), comme tout sous-ensemble de €2, est fermé
pour d. (cf. proposition 4). On a donc 1 % 1 = A p.
(*3) est une conséquence des propositions 3 et 4. O

5 Un algorithme pour réviser dans Lcpc.

Dans cette section comme dans la précédente, d dé-
note la distance de Manhattan sur R™. Dans un premier
temps, un algorithme pour 1’opérateur de révision *? sur
Lccr est défini (section 5.1), s’appuyant sur un travail an-
térieur. Puis, un algorithme pour x% dans Lcpcp est pré-
senté (section 5.2) et sa complexité est rapidement étudiée
(section 5.3).

5.1 Un algorithme de +? dans Lcc.

L’opérateur de révision ¢ sur Lccp vérifie les pos-

tulats (x1-6) et son calcul peut se ramener a un pro-
bleme d’optimisation linéaire [5]. En effet, considérons
Y, € LocL. Lensemble M(¢p ¢ 1) est I'en-
semble des ¥y = (y1,¥2,.-.,9n) € R" tels que
(1,22, TnyY1,Y2,---,Yn) €st solution du probléme
d’optimisation suivant dans R™ :

minimiser d(z, y)

Ce probleme n’est pas linéaire, mais peut se résoudre en
cherchant les

3 .
(‘rhx?w"amnayhyQa"'7ynvzlaz27'" ,Zn) € R" qui
sont solutions du probleéme d’optimisation linéaire suivant :

x € M)

y € M(n)

Z]' 2 yj — {ITj .

o> -y, pourtoutj € {1,2,... n} (17)

minimiser Z W;Zj
j=1

L’idée est que z; > |y; — ;| et qua I’optimum, cette in-
égalité devient une égalité.
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Comme I’ensemble des solutions d’un probleme d’op-
timisation linéaire est représentable par une conjonc-
tion de contraintes linéaires, pour trouver un o tel que
o = 1 x% p il suffit de résoudre le probleme d’op-
timisation linéaire (17), de projeter sur les composantes
(y1,92,...,yn) et de trouver p € Lccr tel que M(p) est
I’ensemble de ces y.

Il est important pour la suite de noter que cette optimi-
sation permet non seulement de trouver ¢» % £, mais éga-
lement de calculer d* = d(1, u), qui est la valeur a 1’opti-
mum de la fonction objectif.

5.2 Un algorithme de +?= dans Lcpg.

Soit 9, i € Leper. Le calcul de o = 9 %y est décrit
pour trois cas, chacun des deux derniers cas faisant appel
au précédent.

5.2.1 Cas ou ¢ et 1 sont des conjonctions de lit-

téraux

Tout d’abord, un test de cohérence est effectué. Si 1) est
incohérente ou si  I'est, ¢ *%= y = p avec df = +oo,
d’apres (13). Dans la suite de cette section, on supposera
et 1, cohérents.

Drapres (12), M(¢ +% ) = Gz (M(¥)) N M(p).
Or, d’apres (16), Gdg M(@)) = G (M(¥)) ot A. =

€ [%J Or, d. est a valeur dans N, d’ou A\, = 5% =d}.
Par ailleurs, d’apres (15) on a:
<A <d te (18)

Comme d} € €N, deux cas sont possibles :

(a) d* € N, auquel cas, ’encadrement (18) donne deux
valeurs possibles pour d* : d* et d* + ¢ (°);
(b) d* ¢ €N, auquel cas, I’encadrement (18) donne une
seule valeur possible : d} = ¢ [dg—‘
Par conséquent, 1 *% ;1 = o avec

o=v¢' Ap avec M(¥') = G5 (M(¥)) et \e = d

Pour calculer o, on procede de la fagon suivante :
. Calcul de d*;
. Sid* € eN alors soit A\, = d* sinon soit A, = ¢ [%—‘ ;
. On cherche ¢ tel que M(¢)) = G4_(M(¢)))

. Sid* ¢ eN, (cas (b) ci-dessus), le résultat de la révision
est)’ A pavec df = . ;

A WO =

6. Dans ce cas, la valeur de d* n’est pas suffisante pour choisir entre
ces deux valeurs. Par exemple, si on considere, dans un formalisme avec
une seule variable, 1, p1 et po les formules dont les ensembles de
modeles sont respectivement [0; 1], [2;3] et ]2,3], on a d(¢, u1) =
d(y, p2) = 1 alors que de (¢, u1) = 1 et de(p,p2) = 1,2 pour
e=0,2.
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5. Sinon (cas (a)), on asoitd: =d
teste si 1)’ A u est cohérent.

*,soitd} =d* +¢.0n
Si c’est le cas, alors cela signifie que d* = d* et ' A
sera le résultat de la révision ;

6. Sinon on prend A\ = d* + ¢ et on cherche a nouveau 1)’
tel que M(¢') = G§_(M(¥)), le résultat de la révision
étant ¢’ A p.

11 suffit donc de savoir calculer d* et 1)’.

Calcul de d*. L optimisation linéaire permet de calcu-
ler d* dans le cas ol 9 et u sont des conjonctions de
contraintes. Dans le cas plus général ol v et p sont des
conjonctions de littéraux, on peut se ramener a ce cas de la
facon suivante.

Dans un premier temps, une nouvelle notation est intro-
duite. Pour ¢ une conjonction de littéraux, on note @, la
conjonction de contraintes obtenue en remplacant les in-
égalités strictes par des inégalités larges, i.e., en remplagant
les littéraux négatifs —(aix1 + asxs +. ..+ anx, < b) par
des contraintes —a1x1 — asxs — ... — X, < —b. Par
exemple, si ¢ = (2z1 — 3z < 5) alors = (21 — 322 <
5). Un premier résultat montre que $ est une représentation
de I’adhérence de M ().

Proposition 7. Soit p une conjonction cohérente de litté-
raux de Lcpcr. On a M(@) = GE(M(y)).

N_, p; ou chaque ; est une
= M(p;) et A =

Démonstration. ¢ =
conjonction de littéraux. On notera A;
M=y Ai» d’od M(p) =

Cas p = 1. p estdonc un littéral : p = (3-%_, a;z; R D)
ou R = < si g; est un littéral positif et R = < sinon.

Soit # € M(%p), onadonc 37, ajz; < b. Soita >0
et soit u(a) = (u1(e), uz(a),...,u,(a)) avec uj(a) =
x; — s;o 0l s; est le signe de a; @ s; = 1sia; > 0et
s; = 0 sinon (et donc sja; = |a;|). On a donc :

p p p
> ajui(e) =) ajz;—a) la;| <b
j=1 j=1 j=1

puisque 3%, |a;| > 0, étant donné que (a1, az, ..., an)
# (0,0,...,0). Par conséquent, pour tout @ > 0, u(«a) €
A. Comme u(a) tend vers x quand « tend vers 0, on a donc
d(A,x) = 0etdonc z € GZ(A).

Réciproquement, soit z € G&(A) : d(A,z) = 0. Soit
a > 0. Il existe donc y € A tel que d(y,z) < a. Soitm =
y —a. Onadonc: Y0 wj|m;| < adou}l_ |my| <

o

avec Wiy = min’;:1 w;. On a donc :

Wmin

E :aﬂjj = E :aj

p p

Tn] - E :ajyj‘* E :ajug

j=1 j=1

D @ N
Or |37 105wl < Gmax 35w < OGmaxyo Ol
Gmax = maxij=1 |a;|. Comme y € A, on a donc :

}j <b+f(e)

ol f(cv) est majoré par amax ,2— et donc tend vers 0 quand
« tend vers 0. Par consequent "en faisant ce passage a la
limite, on arrive a Z§:1 a;x; < b,ie., z € M(P).

Cas p > 2. On veut montrer que ()/_, G&(A;) = GZ(A).
En effet, si cette égalité est réalisée, pulsque GO(A ) =

M($;) (cf. cas p = 1) on aura M(P) = GE(A).

Linclusion G3(A) C f_, GL(A;) est une consé-
quence immédiate de (6). Montrons 1’inclusion inverse.
Soit z € (M, G&(A;), il suffit donc de montrer que
r € GI(A). ¢ étant cohérente, A # (). Soit y €
A. Pour a €]0;1], soit u(e) = (1 — &)z + ay.
u(a) = (u1(a),us(@),...,uy(a)) € R™ On va mon-
trer que pour tout ¢ € {1,2,...,p}, u(a) € A;. p; est
un littéral, il s’écrit donc (a I’équivalence pres) : ¢; =
(X5 aijz; R b;) ou R € {<,<}. Le fait que = €
Ga(A;) ety € A; se traduit par les deux inéquations sui-
vantes :

n n
Zaijl'j < b Zaijyj R b;
Jj=1 Jj=1

En multipliant ces deux inéquations respectivement par
(1 — ) et a et en faisant la somme, on obtient :

Z Qj5Uj (a) R bl
j=1

d’olt u(a) € A;. Par conséquent, u(a) € A =_ A

Par ailleurs, u(«) tend vers x quand « tend vers 0. Par
conséquent, d(A,x) = 0 et donc, = € GI(A), ce qui
acheve la preuve. O

En s’appuyant sur ce résultat, on peut prouver le résultat
suivant :

Proposition 8. Si d est la distance de Manhattan et que
1 et u sont des conjonctions de littéraux de Lcpcyp alors

d(y, 1) = d(3), ).

Démonstration. Soit A = M(y), B = M(u), A =
M(1) et B = M(Ji). On a, d’apres la proposition 7,
A=GlA) et B=GiB),don A C Aet B C B.
Par conséquent, d(), u) > d(zz;, ).

Montrons I'inégalité réciproque. Soit z € A, y € B,
Z € Aety € B.D’apres I'inégalité triangulaire, on a :

d(z,y) < d(z,7) +d(7,y) + d(y, y)
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En passant a la borne inférieure sur z et y, on obtient (en
utilisant la symétrie de d) :

d(A, B) < d(A,7) +d(Z,y) + d(B,y)
En passant & la borne inférieure sur 7 et 7, on obtient
d(A,B) <0+ d(A,B)+0

puisque 7 € A = G4(A) et j € B = G4(B). On ar-
rive donc a d(v, u) < d(, it) ce qui acheve de prouver la
proposition. O

Le calcul de d* se fait alors en effectuant la révision J x4
1t telle que décrite a la section 5.1, qui permet d’obtenir
d(,11), égal a la valeur d* recherchée.

Calcul de ¢'. ¢/ est déterminé par M(¢') =
GS_(M(v)). Il suffit donc d’avoir un algorithme qui, étant
donné un rationnel A > 0 et une conjonction de littéraux
¢ donne une formule ) telle que M(py) = G$(M(p)).
La preuve de la proposition 2 met en évidence un tel algo-
rithme, qui a le défaut d’étre trés coliteux en temps, puis-
qu’il consiste en I’introduction de 2™ littéraux supplémen-
taires. La proposition suivante permet de calculer ) de
facon plus efficace et s’inspire de la transformation décrite
dans la section 5.1.

Proposition 9. Soit ¢, une conjonction de littéraux de
Lepcr et X € Q. Le systeme suivant :

z € M(p)

zj 2 Y — T
zj 2 Tj —Yj

n
Z’U)ij < A
j=1

peut §’exprimer comme une conjonction de littéraux
de Lcpcr avec un ensemble de 3n variables V =
{z1, T2, ..., Tn,Y1,Y2, -« - Yn,y 21, 22, - - - , 2 }. La projec-
tion de ce systéme sur (Y1,Y2,...,Yn) S exprime comme
une conjonction de littéraux ) avec n variables et

M(px) = G (M(y)).

Démonstration. Soit G; = G§(M(p)) et G2 I’ensemble
des y € R™ vérifiant le systeme donné dans la proposition,
autrement écrit :

pour tout j € {1,2,...,n}

il existe x € R",

xz € M(p) et

Gy = n
D wsly; — <A
j=1

y € R"”

il existe x,y € R",
x € M(p),

zj > |y; — x;| pour tout j
n

et Z Wjzj < A
j=1

Go=(yeR"
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11 suffit de prouver que G; = Go. D’apres (9), il suffit de
le montrer pour M () fermé. On supposera donc que c’est
le cas et donc que G et G5 sont fermés.

Soit y € G1. 1l existe donc x € R™ tel que z € M(p)

etij|yj — x| < A Soitz = (21,22,...,2,) € R tel
j=1

que z; = |y; — x;| pourtout j € {1,2,...,n}. On a donc
Yo wizp < Aetdonc z € Ga.

Réciproquement, soit y € G. Il existe donc z, z € R”
tels que x € M(p), zj = |y; —a;] et 37 wjz; < A Par
conséquent, 37, w;ly; — z;| < Aetdonc,y € Gy [

5.2.2 Cas ou 7 et ; sont sous DNF

La proposition suivante et sa preuve sont reprises et
adaptées de [12] : dans cet article, il avait été appliqué a la
révision dans le formalisme de la cloture propositionnelle
d’une algebre qualitative. Le résultat se transpose a8 LcpcrL
en tenant compte du fait que I’ensemble des interprétations
de ce formalisme est continu : toute borne inférieure n’est
pas un minimum.

Proposition 10. Soit ¢ et p deux formules de Lcpcy et
{1 }r et {pete deux familles finies de Lcpcy telles que

P = \/wk et = \/W' Soit d%,, = d. (¢, pe) pour tout

k )
kettoutf. Ona:

1/1*d6,u5 \/

kl,dt, ,=dz

Vi % 11y

avec df = d (, p) = Hliién drp (19)

Démonstration. (19) est prouvé tout d’abord :

d: = d. (b, 1) = d. (Uka),UM(m)
k 4

= min d(Yr, pre) = min die

Soit a présent y € M(¢p x%= ). d.(vp,y) = d, donc il
existe un couple (k, ¢) tel que y € M () et de (Vi y) =
dip, = di. Or d.(Yr,y) = infrcpqpy,) de(x,y) donc,
pour tout o > 0, il existe un z € M (1)) tel que d.(x, y) <
de(1,y) + a et on a donc la chaine de relation :

d; = de(,y) <de(z,y) <de(,y) +a=d +a

Par conséquent, pour tout o« > 0 il existe x € M (¢)y) tel
que d* < d.(x,y) < df 4+ «. En passant a la limite quand
« tend vers 0, on peut en déduire que d.(vy,y) < dX.
Comme d.(vy,y) > df et df = df,, on en conclut que
y € M3 x% pg). En résumé, siy € M(¢p % pu)
alors il existe (k,¢) tel que y € M (¢ *% py). Donc
R L e 2
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Réciproquement, soit y € M (1, *% 1) pour k et £ tels
que df,, = df. Cela entraine que d. (¢, y) = df, d’oli la
chaine de relations :

d: < de(¥,y) < de(Vr, y) = dZ

donc d.(v,y) = d avec y € M(u) et, par conséquent,
y € M(¢ %% ). Donc Vi,eas, ,—az Yk e py b= qp wde
14, ce qui acheéve de prouver la proposition. U

En appliquant cette proposition a deux formules ) et
sous DNF, on peut donc calculer la révision de v par p
selon x%  en la ramenant a la révision de conjonctions de
littéraux, laquelle a été traitée dans la section précédente.

5.2.3 Cas général

Soit pNr et ppnp, deux formules sous DNF équiva-
lentes respectivement a ¢ et a . D’apres le postulat (x4)
— que vérifie % — 1) %% 1 = Ypnp % ppnE © le calcul
de la révision de v par i se ramene donc au cas précédent.

5.3 Complexité de I'algorithme

Cette section présente une analyse grossiere de la com-
plexité de I’algorithme. Celui-ci fait appel a la résolution
de plusieurs problemes :

— La mise sous forme DNF pour ¢ et i ;

— L’optimisation linéaire pour le calcul de d* ;

— Le test de cohérence d’une conjonction de littéraux

de Lcpcr-
Les deux derniers problémes peuvent se traiter en temps
polynomiaux. En revanche, le premier requiert un temps
exponentiel dans le pire cas. Par conséquent, la complexité
de I’algorithme dans le pire cas est exponentielle.

6 Généralisation aux contraintes mixtes

Un cadre plus général que Lcpcr, est celui dans lequel
les variables peuvent étre de type entier ou de type réel :
on parle de contraintes linéaires mixtes. Dans cette section,
nous reparcourrons rapidement les sections 3 a 5 pour voir
ce que ce cadre plus général change et ce qu’il apporte.

Lalogique (Lcpcim, =) Lasyntaxe de Lcpepym differe
de celle de Lcpcp en ce que I’ensemble des variables est
partagé en deux : les variables de type réel et celles de type
entier. Pour indiquer cette différence, on utilise une fonc-
tion 7 : V — {R,Z} : si 7(z;) = R, x; sera dit de type
réel, sinon, il sera dit de type entier. Le reste de la syntaxe
est inchangé.

Pour la sémantique, I’ensemble des interprétations sera
Q =7(x1) X 7(x3) X ... X 7(x,) et le reste est inchangé.

Les propositions 1 (mise sous DNF) et 2 (représentabi-
lité de G4 (M ())) sont toujours vérifiées. Pour cette der-
niére, la distance de Manhattan est la restriction a €2 de la
distance définie par (10).

Il est possible de voir dans cette logique une extension de
la logique propositionnelle Lp avec un nombre fini de va-
riables V. En effet, considérons la fonction quia ¢ € Lp as-
socie ¢ € LcpcLm obtenue en remplacant chaque variable
propositionnelle a € V par une contrainte ¢ > 1 avec a,
une variable de type entier. Par exemple, si ¢ = —(a V b)
alors, ¢ = —=(a > 1Vb > 1), qui équivautaa < 0AD < 0.

On peut montrer que ¢ |= 2 dans Lp ssi o1 = 2 dans
Lepcim-

Des opérateurs de révision en Lcpciym. Soit € €
Q. € > O et soit d. défini par I’équation (14). L’ opérateur
%= sur Lepepm partage les propriétés de % sur Leper, dé-
crites en section 4, i.e., les propositions 4 (tous les sous-
ensembles de 2 sont des fermés de (€2, d.)), 5 (représen-
tabilité dans Lcpcrm de e w) et 6 (x9= satisfait les
postulats (x1-6)).

Par ailleurs, le résultat suivant montre un lien entre une
classe d’opérateurs de révision sur la logique proposition-

nelle Lp et les opérateurs % sur Lepep .

Proposition 11. Soit V un ensemble fini de n va-
riables propositionnelles, Qp, ’ensemble des interpréta-
tions construites sur'V et dyy la distance de Hamming pon-
dérée définie sur Qp par :

“ [0 siz;=vy;
dH(xay):Z{ ! !

= \wj sinon
Pour toutes formules 1) et i de Lp, on a :

Y pAB = (pAp)

pour d, la distance de Manhattan construite sur les mémes
wj et 5 € Lepery tel que M(5) = {0,1}™

Dans cette proposition, 3 sert a se restreindre aux entiers
de la paire {0, 1}. Cela permet en outre de calculer ¢ @
€ Lp en partant de ¢ xdH A B E Lcpeim.

Principe de la démonstration. La preuve s’ appuie sur la
bijection f entre les interprétations de Lp et celles parmi
les interprétations y de Lcpcrm tels que y € {0,1}"”
MPB): f:wm— yavecy; = lsiw | z; (0
V= {xl,l'g, ey :C]})

=28

O

Algorithme de «% dans Lcpc . L algorithme décrit
dans la section 5 se transpose au cadre de Lcpcpm, la diffé-
rence principale étant I’appel a un systeme d’optimisation
linéaire mixte : le probleme sous-jacent est NP-difficile
(alors qu’il est polynomial quand toutes les variables sont
de type réel).
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7 Conclusion

Cet article présente une approche pour la révision de
croyances dans la cloture propositionnelle des contraintes
linéaires (en nombres réels et mixte), les opérateurs de ré-
vision définis s’appuyant sur une distance a ensemble de
valeurs discretes, d., approximation par exces a € > 0 de
la distance de Manhattan. Le choix d’une telle distance est
justifié par le fait que les distances usuellement utilisées sur
R™ donnent des opérateurs ne vérifiant pas tous les postu-
lats AGM.

Une perspective de cette étude est I’implantation de ces
opérateurs de révision x% et leur utilisation au sein d’un
systéme de RAPC, en profitant du fait que *% dans Lcpcrm
peut étre vu comme une extension d’une révision a la fois
en logique propositionnelle et dans le langage des conjonc-
tions de contraintes.

Une autre perspective, développée dans [16], est I’étude
de la complémentarité avec I’approche présentée dans [8].

Remerciements

L’auteur tient a remercier les deux relecteurs anonymes
pour leur travail encourageant et constructif.

Références

[1] C. E. Alchourrén, P. Girdenfors, and D. Makinson.
On the Logic of Theory Change : partial meet func-
tions for contraction and revision. Journal of Symbo-
lic Logic, 50 :510-530, 1985.

[2] S. Benferhat, Z. Bouraoui, O. Papini, and E. Wiirbel.
Révision par r-ensembles de bases de connaissances
en DL-LiteR. In Reconnaissance de Formes et Intel-
ligence Artificielle (RFIA) 2014, France, June 2014.

[3] I. Bloch and J. Lang. Towards mathematical morpho-
logics. In Technologies for Constructing Intelligent
Systems 2, pages 367-380. Springer, 2002.

[4] L. Chang, U. Sattler, and T. Gu. Algorithm for adap-
ting cases represented in a tractable description lo-
gic. In Case-Based Reasoning Research and Deve-
lopment, Proceedings of ICCBR-2014, pages 63-78.
Springer, 2014.

[5] J. Cojan and J. Lieber. Une approche de 1’adapta-
tion en raisonnement a partir de cas fondée sur 1’opti-
misation sous contraintes. In L. Cholvy and S. Ko-
nieczny, editors, Journées d’Intelligence Artificielle
Fondamentale, Marseille France, 2009.

[6] J. Cojan and J. Lieber. An Algorithm for Adapting
Cases Represented in ALC. In 22th Internationatio-
nal Joint Conference on Artificial Intelligence, Bar-
celone Espagne, 07 2011.

- 132 -

(7]

(8]

[9]

(10]

(11]

[12]

[13]

(14]

[15]

[16]

(17]

J. Cojan and J. Lieber. Applying Belief Revision
to Case-Based Reasoning. In H. Prade and G. Ri-
chard, editors, Computational Approaches to Analo-
gical Reasoning : Current Trends, volume 548 of Stu-
dies in Computational Intelligence, pages 133 — 161.
Springer, 2014.

J.-F. Condotta, S. Kaci, P. Marquis, and N. Schwind.
Majority Merging : from Boolean Spaces to Affine
Spaces. In Proceedings of the 19th European Confe-
rence on Artificial Intelligence (ECAI-10), Lisbon,
pages 627-632, 2010.

A. Cordier, V. Dufour-Lussier, J. Lieber, E. Nauer,
F. Badra, J. Cojan, E. Gaillard, L. Infante-Blanco,
P. Molli, A. Napoli, and H. Skaf-Molli. Taaable : a
Case-Based System for personalized Cooking. In Ste-
fania Montani and Lakhmi C. Jain, editors, Successful
Case-based Reasoning Applications-2, volume 494
of Studies in Computational Intelligence, pages 121—
162. Springer, January 2014.

N. Creignou, O. Papini, R. Pichler, and S. Woltran.
Belief revision within fragments of propositional lo-
gic. Journal of Computer and System Sciences,
80(2) :427-449, 2014.

M. Dalal. Investigations into a theory of knowledge
base revision : Preliminary report. In AAAI, pages
475-479, 1988.

V. Dufour-Lussier, A. Hermann, F. Le Ber, and J. Lie-
ber. Révision des croyances dans la cloture proposi-
tionnelle d’une algebre qualitative. In JIAF-2014 —
Huitiemes Journées de I’Intelligence Artificielle Fon-
damentale, JIAF - Huitiemes Journées de 1’Intelli-
gence Artificielle Fondamentale, page 10, Angers,
France, June 2014.

V. Dufour-Lussier, F. Le Ber, J. Lieber, and L. Martin.
Case Adaptation with Qualitative Algebras. In Fran-
cesca Rossi, editor, International Joint Conferences
on Artificial Intelligence, pages 3002-3006, Pékin,
Chine, August 2013. AAAI Press.

J. Hué and M. Westphal. Revising qualitative
constraint networks : Definition and implementation.
In Tools with Artificial Intelligence (ICTAI), pages
548-555, 2012.

H. Katsuno and A. Mendelzon. Propositional know-
ledge base revision and minimal change. Artificial
Intelligence, 52(3) :263-294, 1991.

J. Lieber. Révision des croyances dans une clo-
ture propositionnelle de contraintes linéaires (version
étendue). Rapport technique du Loria, UMR 7503,
Université de Lorraine, CNRS, 2015.

P. Peppas. Belief Revision. In F. van Harme-
len, V. Lifschitz, and B. Porter, editors, Handbook



IAF 2015 — Révision des croyances dans une cléture propositionnelle de contraintes linéaires

of Knowledge Representation, chapter 8, pages 317—
359. Elsevier, 2008.

[18] G. Personeni, A. Hermann, and J. Lieber. Adap-
ting Propositional Cases Based on Tableaux Repairs
Using Adaptation Knowledge. In L. Lamontagne
and E. Plaza, editors, /[CCBR, number 8765 in LNAI,
pages 390-404, Cork, 2014. Springer.

[19] C. K. Riesbeck and R. C. Schank. Inside Case-Based
Reasoning. Lawrence Erlbaum Associates, Inc., Hil-
Isdale, New Jersey, 1989.

[20] C. Schwind. From inconsistency to consistency :
Knowledge base revision by tableaux opening. In
Advances in Artificial Intelligence—IBERAMIA 2010,
pages 120-132. Springer, 2010.

- 133 -



IAF 2015

- 134 -



IAF 2015 — A natural sequent calculus for Lewis' counterfactual logic V

Actes IAF 2015

A natural sequent calculus for Lewis’
counterfactual logic V

Nicola Olivetti' Gian Luca Pozzato?

L Aix Marseille Université
CNRS, ENSAM, Université de Toulon
LSIS UMR 7296, 13397, Marseille, France
2 Universitd degli Studi di Torino
Dipartimento di Informatica, c.so Svizzera 185
10049, Torino, Italy
nicola.olivetti@univ-amu.fr gianluca.pozzato@unito.it

Résumeé

La logique V est la logique de contre-factuels la
plus générale dans la famille des systémes de Lewis.
Elle est caractérisée par la classe de modeéles a sphere.
Dans cet article, nous proposons un nouveau calcul des
séquents pour cette logique. Notre calcul est formulé
en utilisant le connecteur de plausibilité comparative <
introduit par Lewis : une formule A < B signifie intuiti-
vement que A est au moins aussi plausible que B, de
sorte qu’un conditionnel A = B peut étre défini comme
A est impossible ou A A =B est moins plausible que A.
Différemment des tentatives précédents, notre calcul
est « standard » dans le sens que chaque connecteur
est traité par un nombre fini de régles avec un nombre
fixe et limité des prémisses. De plus, notre calcul est
“interne”, dans le sens que chaque séquent peut étre
directement traduit dans une formule du langage.. La
caracteristique de notre calcul est que les séquents
contiennent un type particulier de structures, appelées
blocks, qui représentent ou codent une combinaison
finie de formules avec <. Nous montrons que le calcul
est terminant, en conséquence il fournit une procédure
de décision pour la logique V.

Abstract

The logic V is the basic logic of counterfactuals in
the family of Lewis’ systems. It is characterized by the
whole class of so-called sphere models. We propose a
new sequent calculus for this logic. Our calculus takes
as primitive Lewis’ connective of comparative plausibi-
lity < :aformula A < B intuitively means that A is at
least as plausible as B, so that a conditional A = B
can be defined as A is impossible or A A —B is less
plausible than A. As a difference with previous attempts,

our calculus is standard in the sense that each connec-
tive is handled by a finite number of rules with a fixed
and finite number of premises. Moreover our calculus
is “internal”, in the sense that each sequent can be
directly translated into a formula of the language. The
peculiarity of our calculus is that sequents contain a
special kind of structures, called blocks, which encode
a finite combination of <. We show that the calculus is
terminating, whence it provides a decision procedure
for the logic V.

1 Introduction

In the recent history of conditional logics the work
by Lewis [16] has a prominent place (among others
[5, 18, 13, 11]), he proposed a formalization of conditional
logics in order to represent a kind of hypothetical reasoning
(if A were the case then B), that cannot be captured by clas-
sical logic with material implication. More precisely, the
original motivation by Lewis was to formalize counterfac-
tual sentences, i.e. conditionals of the form “if A were the
case then B would be the case”, where A is false. But inde-
pendently from counterfactual reasoning, conditional logics
have found then an interest also in several fields of artificial
intelligence and knowledge representation. Just to mention
a few : they have been used to reason about prototypical
properties [8] and to model belief change [11, 9]. Moreover,
conditional logics can provide an axiomatic foundation of
nonmonotonic reasoning [4, 12], here a conditional A = B
is read as “in normal circumstances if A then B”. Finally, a
kind of (multi)-conditional logics [2, 3] have been used to
formalize epistemic change in a multi-agent setting and in
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some kind of epistemic “games”, each conditional operator
expresses the “conditional beliefs” of an agent.

In this paper we concentrate on the logic V of counterfac-
tual reasoning studied by Lewis. This logic is characterized
by possible world models structured by a system of spheres.
Intuitively, each world is equipped with a set of nested sets
of worlds : inner sets represent “most plausible worlds” from
the point of view of the given world and worlds belonging
only to outer sets represent less plausible worlds. In other
words, each sphere represent a degree of plausibility. The
(rough) intuition involving the truth condition of a counter-
factual A = B at a world z is that B is true at the most
plausible worlds where A is true, whenever there are worlds
satisfying A. But Lewis is reluctant to assume that most
plausible worlds A exist (whenever there are A-worlds), for
philosophical reasons. He calls this assumption the Limit
Assumption and he formulates his semantics in more gene-
ral terms which do need this assumption (see below). The
sphere semantics is the strongest semantics for conditional
logics, in the sense that it characterizes only a subset of rela-
tively strong systems ; there are weaker (and more abstract)
semantics such as the selection function semantics which
characterize a wider range of systems [18].

From the point of view of proof-theory and automated de-
duction, conditional logics do not have a state of the art com-
parable with, say, the one of modal logics, where there are
well-established alternative calculi, whose proof-theoretical
and computational properties are well-understood. This is
partially due to the mentioned lack of a unifying semantics.
Similarly to modal logics and other extensions/alternative
to classical logics two types of calculi have been studied :
external calculi which make use of labels and relations on
them to import the semantics into the syntax, and internal
calculi which stay within the language, so that a “configura-
tion” (sequent, tableaux node...) can be directly interpreted
as a formula of the language. Limiting our account to Le-
wis’ counterfactual logics, some external calculi have been
proposed in [10] which presents modular labeled calculi
for preferential logic PCL and its extensions, this family
includes all counterfactual logics by Lewis. Internal cal-
culi have been proposed by Gent [7] and by de Swart [6]
for Lewis’ logic VC and neighbours. These calculi mani-
pulate sets of formulas and provide a decision procedure,
although they comprise an infinite set of rules and rules
with a variable number of premises. Finally in [15] the au-
thors provide internal calculi for Lewis’ conditional logic
V and some extensions. Their calculi are formulated for a
language comprising the comparative plausibility connec-
tive, the strong and the weak conditional operator. Both
conditional operators can be defined in terms of the compa-
rative similarity connective. These calculi are actually an
extension of Gent’s and de Swart’s ones and they comprise
an infinite set of rules with a variable number of premises.
We mention also a seminal work by Lamarre [13] who pro-
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posed a tableaux calculus for Lewis’ logic, but it is actually
a model building procedure rather than a calculus made of
deductive rules.

In this paper we tackle the problem of providing a stan-
dard proof-theory for Lewis’ logic V in the form of internal
calculi. By “standard” we mean that we aim to obtain ana-
Iytic sequent calculi where each connective is handled by
a finite number of rules with a fixed and finite number of
premises. As a preliminary result, we propose a new internal
calculus for Lewis’ logic V. This is the most general logic
of Lewis’ family and it is complete with respect the whole
class of sphere models (moreover, its unnested fragment
essentially coincide with KLM rational logic R [14]). Our
calculus takes as primitive Lewis’ comparative plausibility
connective < : a formula A < B means, intuitively, that A
is at least as plausible as B, so that a conditional A = B
can be defined as A is impossible or A A —B is less plau-
sible than A!. As a difference with previous attempts, our
calculus comprises structured sequents containing blocks,
where a block is a new syntactic structure encoding a finite
combination of <. In other words, we introduce a new mo-
dal operator (but still definable in the logic) which encodes
finite combinations of <. This is the main ingredient to
obtain a standard and internal calculus for V. We show that
the calculus is terminating whence it provides a decision
procedure. In further research we shall study its complexity
and we shall study how to extend it to stronger logics of
Lewis’ family.

2 Lewis’ logicV

We consider a propositional language £ generated from a
set of propositional variables and boolean connectives plus
two special connectives < (comparative plausibility) and =
(conditional). A formula A < B isread as “A is at least as
plausible as B”. The semantics is defined in terms of sphere
models, we take the definition by Lewis without the limit
assumption.

Definition 1 A model M has the form (W,$,]), where
W is a non-empty set whose elements are called worlds,
[]: Varprop — Pow(W) is the propositional evalua-
tion, and $ : W — Pow(Pow(W)). We write $,, for
the value of the function $ for x € W, and we denote
the elements of $, by a, 5.... Models have the following

property :

Vo, €8, aC VB Ca

The truth definition is the usual one for boolean cases,
for the additional connectives we have :

1. This definition avoids the Limit Assumption, in the sense that it
works also for models where at least a sphere containing A worlds does
not necessarily exist.
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—x € [A = Bliff Va € $, if an [B] # 0 then
anl[A] #0

— x € [A = BJiffeitherVa € $, anN[A] = () or there
isa € $,, such that «N[A] # Q) and aN[AN-B] =
0.

The semantic notions, satisfiability and validity are defined
as usual.

For the ease of reading we introduce the following
conventions and abbreviations : we write x = A, where the
model is understood instead of x € [A]. Moreover given
a € $,, we use the following notations :

alE"Aifa C[A],ieVycayE A
a E? Aifan[A4] # 0, ie Jy € o such that
yE=A

Observe that with this notation, the truths conditions for
=< and = become :
— x| A< BiffvVa € $, eithera Y =Bora |2 A
— x| A= Biff Va € $, either o =¥ =4 or there is
B € $,,suchthat =2 Aand 3 =7 A — B.
It can be observed that the two connectives < and = are
interdefinable, in particular :

A= B=(L=<A)VA(AA-B = A)

Also the < connective can be defined in terms of the
conditional = as follows :

A<B=(AVB)= LV~((AVB) = —-A)

A formula of the form 1 < —A means [JA.

The logic V can be axiomatized taking as primitive the
conditional operator = which gives the axiomatization here
below [16] :

— classical axioms and rules

— if A+ Bthen (C = A) <> (C = B) (RCEC)
— if A— Bthen (C = A) - (C = B) (RCK)
— (A=B)A(A=C))— (A= BAC) (AND)
— A=A (ID)
— ((A=B)ANA=C) = (ANB=C) (CM)
— (AAB=C)— ((A=B)— (A=C)) (RT)?

— (A= B)A—(A=-(C)) — ((ANC) = B) (CV)

—(A=0)AB=0C) = (AvB=2C) (OR)
together with the definition of < in terms of = given above.
From the axiomatization above, it can be shown that the
flat fragment (i.e. without nested conditionals) of V corres-
ponds to rational logic R introduced by Kraus, Lehmann
and Magidor in [12].

On the other hand, we can axiomatize V taking as primi-
tive the connective < and the axioms are the following :

2. It is worth noticing that (CM) + (RT) are equivalent (in CK+ID) to
the axiom known as (CSO) :

(A= B)A(B= A)) = (A= C) & (B=C)) (CS0)

— classical axioms and rules
— if B— (A1V...VA,) then (4; < B)V...V(4, <
B)

— (AXB)V(B=A)

— (AXB)A(BZC) = (A=0C)

— A=B=(L=XA)V-(AAN-B=<A)
The family of Lewis’ systems contains stronger logics satis-
fying additional axioms like centering, strong centering, uni-
formity [16], corresponding to further properties of sphere
systems.

3 An internal sequent calculus for V

In this section we present 7V, a structured calculus for
Lewis’ conditional logic V introduced in the previous sec-
tion. In addition to ordinary formulas, sequents contains
also blocks of the form :

[Al,...,AmQBl,...,Bn]

where each A;, B; are formulas. The interpretation is the
following :

T ': [Al,...,AmQBl,...7Bn]
iff Vao € $, :

— either a =Y —B; for some j, or

— a |7 A, for some i.
Observe that

[Al,...,AmQBh...,Bn] <~ \n}\n/(A,jB])
g

Therefore a block represents n x m disjunction of < formu-
las.

We shall abbreviate multisets of formulas in blocks by X,
II, so that we shall write (since the order is irrelevant) :
[E«II], [E, A<II], [¥ <II, B] and so on.

A sequent T is a multiset G'1, . . . G, where each Gj is
either a formula or a block. A sequent I' = G, ... Gy, is
valid if for every model M = (W, $,[]), for every world
x € W, itholds that x = G1 V ... V Gy. The calculus ZV

comprises the following axiom and rules :
— Standard Axioms :

()T, T (ii)D,~L (iii) T, P, —P

— Standard external rules of sequent calculi for boolean connectives

—=hH
T',[A< B]
— (=)
I'MA<B

— (=)

T,~(A =< B),[B,£<T] T,~(A =< B),[S«II, A

(=7)

I',—~(A < B),[2<«I]]

— (=)
T, [J_<1A],—\(A/\ -B =< A)

="
I'A=B
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— =)

I~(L=<A) T, [AA-B<A

=7)
T, —\(A = B)
— (Communication)

F, [21 < H1, HQL [21, 32 d HQ}

F, [22 <1H1,H2}, [21,22 <1H1]

F, [21 < Hl], [Eg < HQ]

— (Jump)
‘!B“E
(Jump)
I',[¥<Bu,..., Byl

Some remark on the rules : the rule (=+) just introduces
the block structure, showing that < is a generalization of <;
(=-) prescribes case analisys and contribute to expand the
blocks ; the rules (=>+) and (=-) just apply the definition
of = in terms of <. The (Communication) rule is directly
motivated by the nesting of spheres, which means a linear
order on sphere inclusion ; this rule is very similar to the
homonymous one used in hypersequent calculi for handling
truth in linearly ordered structures [1, 17].

As usual, given a formula G € L, in order to check whether
G is valid we look for a derivation of G in the calculus ZV.
Given a sequent I', we say that I is derivable in Z" if it
admits a derivation. A derivation of I is a tree where :

— therootis I';

— aleaf is an instance of standard axioms ;

— anon-leaf node is (an instance of) the conclusion of
arule having (an instance of) the premises of the rule
as parents.

Here below we show a few examples of derivations.

Example 2 A derivation of (A < B) V (B <X A)

A A -B,B
[A<B,A][A, B<A] [B< B, Al],[A,B<B]
Com

[A<B],[B<A4] ( :

— (="

[A<B],B=XA

— (=%

A<B,B=<A

(vF)

(AXB)Vv(B=A)

We terminate this section by proving the soundness of the
calculus and by stating some standard structural properties
of the calculus.

Theorem 4 (Soundness) Given a sequent I, if I' is deri-
vable then it is valid.

Proof: by induction on the height of derivation. The basic
case corresponds to proofs where I' is an instance of stan-
dard axioms, is easy and left to the reader. For the inductive
step, we have to consider all the rules ending a derivation.
We only show the most interesting cases of the derivation
ended by an application of (<~) and (Com) as follows :
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— (=)

(i) T',—~(A < B),[B,S <] (i) T, ~(A = B),[E<1I, A]

I',-(A <X B),[X <1

(Oomﬁy inductive hypothesis, (i) and (ii) are valid sequents.
By absurd, suppose that the conclusion is not, that is
to say there is a model M = (W, $, ]) and a world
x € W such that (1) z £ G, forall G; € TV, (2)
z & —(A < B) and (3) z (= [X <II]. From (1),
(2) and the fact that (i) is valid, we conclude that
(a) x = [B,X < II]. Reasoning in the same way,
from (1), (2) and the validity of (ii), we conclude
that (b) | [2 < II, A]. By the interpretation of a
block, for all « € $,, from (a) we have that either
a Y —B; for some B; € Il or a =7 A, for some
A; € Yor (¥) a =7 B. Similarly, from (b) we have
that either o« =" —B; for some B; € Il or () a =7
—Aora |7 A forsome A; € . If « =Y —B; for
some B; € 11, then, by the interpretation of a block,
we have that  |= [¥ < II], and this contradicts (3).
For the same reason, it cannot be also the case that
« ):3 A; for some A; € X. The only case left is when
(¥) a =7 Band (¥*) a =¥ = A. This contradicts (2).
Indeed, (2) z =~ —(A < B) means thatz = A < B,
namely, by the truth condition of =, for all « € $,
we have that either o =¥ =B, and this contradicts
(%), or « ):3 A, and this contradicts (*%*);

— (Com)

(Z) F/, [21 < Hl, HQ], [21, EQ < HQ]
(’LZ) F/, [22 < Hl, HQ}, [21, 22 < Hl]

F/, [21 < Hl], [22 < HQ}

Com)

By inductive hypothesis, (i) and (ii) are valid. Sup-
pose the conclusion IV, [21 < II;], [25 < I5] is not,
namely there is a model M = (W, §, []) and a world
x € W such that (1) x }£ Gy, for all Gy, € TV, (2)
x B [¥1 <I0] and (3) = [~ [22 < II3]. By the in-
terpretation of blocks, from (2) it follows that there
is o € $, such that o [=7 A;, for all A; € ¥, and
a [£¥ =B for all B; € II;. Similarly, from (3) it
follows that there is 3 € $,, such that 3 [ Cy, for
all Oy € ¥, and B ¥ =D for all D; € II,. By De-
finition 1, either « C B or 8 C «. If & C 3, we have
also that 8 £ A;, for all A; € X1, and 8 £ -B;
for all B; € II;. Let us consider (ii) : we have that
B 7 Cy, for all C, € Xy, as well as 3 7 —B; for
all B; € II; and 8 bév —D; for all D; € 115 : by the
definition of interpretation of a block, we have that
(4) x [ [Xq <11y, ). Furthermore, since 3 == A;,
for all A; € 1, B € $, such that 3 [=7 Cy, for all
C) € Yy and f £ —B; for all B; € II;, then we
have that (5) z [~ [£1, X2 < II;]. However, from (1),

(=7)
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Example 3 A derivation of an instance of Lewis” axiom CV ((P = R) A

~P,P, L 1,1
(Jump)

[P, LaP] L [L<aP, 1]

(PAQ)= R,~(L =2 P),[LaP],

ﬁ(P/\ ‘V‘!Q =< P)

~(P=-Q)) = (PAQ=R).

(Jump)

(=7

where A is the following derivation :

(=1 A
(PAQ)= R,P=-Q,~(L=<P) P=-Q,(PAQ)= R,[PA-RaP)]
=)
~(P=R),P=-Q,(PAQ) =R
(=)
(P = R),~—(P=-Q),(PAQ)=R
(A7)
“(P=R)A~(P=-Q)),(PAQ)=R
(="
(P=R)A=(P=-Q) = (PAQ)=R)
P,-P,-Q,R -R,-P,~Q,R
(nh)
-P,-Q,P,PN—-R -P,-Q,Q,PN-R PA-R,-P,-Q,R
(nh) (A7)
-P,-Q,PAQ,PA—-R PA-R,~(PAQ),R
- (=
-P,-~(=Q),PAQ,P AR PA-R,~(PAQ),-—R
(A7) (A7)
~(PA=-=-Q),PAQ,PA-R PA=R,~(PAQA=R)
(Jump) (Jump)

P,PA—-R,~P

LIPAQ,PA-RQP,PA--Q)]

LPA-R<AQP,PA-—-Q,PAQA-R]
(27)

(Jump)
., [P,PA=R4P]

[LaPl,[LaPAQ][PA—-RaP,PA-Q]

“(PAQA-RXPAQ),~(PAN-—Q=XP)

(=7)

[LaP),[PA-R<P]L[LI<PAQ],(PNQA-R=XPAQ),(PAN—-=Q=XP)

[L<P],

=%

“(PA--Q =<P),(PANQ)= R,[PAN—-R<P|

(=7

P=-Q,(PAQ)= R,[PA-R<aP]

(4) and (5) we obtain that (ii) is not valid, against the
inductive hypothesis ; If 5 C a, the proof is symme-
tric and left to the reader.

Proposition 5 (Weakening) Weakening is height-
preserving admissible in the following cases :
— if T is derivable, then T, F' is derivable where F'is a
formula or a block.
— if T, [X < 1] is derivable, so are T',[X, A < 11| and

I, [¥ <1, B)

Proposition 6 (Contraction) Contraction is
preserving admissible in the following cases :
— if T, [A, A, X < 1] is derivable then T, [A, ¥ < I1] is
derivable too.
— if T, [¥ <11, B, B] is derivable then T, [¥ <11, B] is
derivable too.
— if I', F, F' is derivable then T', F' is derivable too,
where F is either a formula or a block.

height-

Proposition 7 (Invertibility) All rules, except (Jump),
are height-preserving invertible : if the conclusion is deri-
vable then the premises must be derivable with a derivation
of no-greater height.

4 Termination and Completeness

In this section we prove both the termination and the
completeness of the calculus. Both results make use of the
notion of saturated sequent : intuitively any sequent that
is obtained by backwards applying the rules “as much as
possible”. To get termination we show that any derivation
without redundant application of the rules is finite and its
leaves are axioms or saturated sequents. Completeness is
proved by induction on the modal degree of a sequent (de-
fined next), by taking advantage of the fact that backward
application of the rules does not increase the modal degree
of sequent and eventually reduced it (the Jump rule).

Definition 8 The modal degree md of a formula/sequent is
defined as follows :

md(P) =0
md(A x B) = maxz(md(A), md(B)), for * bo-
lean connective

md(—A) = md(A)

md(A <= B) = mdlA = B) =
maz(md(A), md(B)) + 1

md(A) = max{md(A) | A € A} for a multiset
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A
md(X <II) = maz(md(X), md(T)) + 1

Definition 9 A sequent I is saturated if it has the form
FN,A, [21 <1H1L ey [Zn <1Hn]

where I, A are possible empty and n > 0 and :
1. T' N is a multi-set of negative <-formulas,
2. A is a multi-set of literals,
3. forevery =(A =X B) € T'y and every [X; <I1;] either
B e 27 or A € Hl
4. forevery [¥; <IL;] and [£; <I1;] : either ¥; C X, or
Y C X and either 11; C 11 or I1; C I1,.

Proposition 10 All rules preserve the modal degree, i.e. the
premises of rules have a modal degree no-greater than the
one of the respective conclusion.

We want to prove now that the calculus terminates, pro-
vided we restrict attention to non-redundant derivations, a
notion that we define next. An application of a rule (R) :

I' Iy
r

is redundant if I" can be obtained from I'; for = = 1 or
1 = 2 by contraction or weakening. A derivation is non-
redundant if (a) it does not contain redundant applications
of the rules, (b) if a sequent is an axiom then it is a leaf
of the derivation. As a consequence of the admissibility of
contraction (Proposition 6) and of weakening (Proposition
5), if a sequent is derivable then it has a non-redundant
derivation. Thus we can safely restrict proof search to non-
redundant derivations.

The proposition below means that for any sequent I' (de-
rivable or not in the calculus), there is a (non-redundant)
derivation tree whose leaves (no matter whether they are
derivable or not in the calculus) are saturated sequents with
no greater modal degree. In order to prove it, we introduce
some complexity measure of sequents. First we define a
complexity measure of formulas :

Cp(A) = 0if A is either a literal or it has the
form -(C =< D),

Cp(A) = 1if A has one of the forms C' <
D,C= D,~(C= D)

Cp(——A) =cp(A) + 1

Cp(Ax B) = Cp(A) + Cp(B) + 1 where * is a
boolean connective.

Next we let
CP(T") = multiset{Cp(A) | AT}

We further define :
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CN() = Card({(—(A ), [

< B), [z <))
-~(A<B),[S<ll]el,B¢gx

2 |
A g1}

CC((T') = nx* (Card(Er) + Card(Ilp)) — Xn:(Card(Zi) + Card(Il;))

We finally define the rank of a sequent I, rank(T") as the
triple

rank(I') = (CP(T"),CN(T),CC(I"))

taken in lexicographic order, where we consider the multiset
ordering for C P(I"). Observe that a minimal rank has the
form (0%, 0, m), where m > 0.

We are ready to prove the following proposition.

Proposition 11 Given a sequent T', every branch of any
derivation-tree starting with I" eventually ends with a satu-
rated sequent with no greater modal degree than that of
T'. Moreover the set of such saturated sequents for a given
derivation tree is finite.

Proof: by Proposition 10, no rule applied backward aug-
ments the modal degree of a sequent. It can be shown that
every (non-redundant) application of a rules (R) with pre-
mises I'; and conclusion I' reduces the rank of I' in the sense
that rank(I';) < rank(T"). In order to see this, we note :
the application of classical propositional rule reduces
CP(I)

the application of (<X7T), (=1), (=) rules reduces
CP()

the application of (X7) reduces CN(T'), without in-
creasing CP(T)

the application of (Com) reduces CC(T"), without
increasing neither C'P(T"), nor C N (I"). We first show
that an application of (Com) rule reduces CC(T).
Let' = A, [21 <11—11]7 [22 N HQ], ey [Zn <1Hn] To
simplify indexing (since the order does not matter)
suppose that the application of (Com) concerns the
blocks [ <114 ], [E4 <II5], so that from the premises
of the application of (Com) leading to I" will be :

Fl = A, [2141_[1, H2]7 [21, EQQHQL [2341_[3], ey [anﬂn]

FQ = A7 [2241—[1, Hg], [21, EQQHlL [23<IH3], ey [anﬂn]

Observe that the overall set of formulas in blocks
does not change so that, referring to the above
notation :

Zpi = ZF and Hri = HF, fori = 1,2

Let us abbreviate a = n * (Card(Xr) + Card(Ilr))
and ¢ = ) " (Card(%;) + Card(Il;)), so that we
have :

CC(T) = a—((Card(31)+Card(I11))+(Card(X2)+Card(Il2))+c)



IAF 2015 — A natural sequent calculus for Lewis' counterfactual logic V

CC(T1) =a— ((Card(X1) + Card(Il; UIl2))+
+(Card(X1 U X2) + Card(Ilz)) + ¢)

CC((I'2) = a— ((Card(32) + Card(Il; UII2))+
+(Card(X, UX2) + Card(Il1)) + ¢)

Obviously CC(I'y) < CC(T') and CC(I'y) <
CC(T), since Card(3, U Xg) > Card(X;) and
Card(Il; UIly) > Card(Il;), i = 1,2. But since
the application of (Com) is non-redundant, it res-
pects the restriction (RestCom) and therefore either
(@) X7 € 3o and ¥y & 35 or (b) II; & IIs and
I, & TII;. It is easy to see that some inequalities
must be strict by the (RestCom) restriction, so that in
both cases (a) and (b) we get CC(I'y) < CC(T") and
cC(Ty) < cCom).

The following theorem shows that the calculus is ter-
minating, whence it provides a decision procedure for V,
assuming restriction to non-redundant derivations.

Proposition 12 Given a sequent T', any non-redundant
derivation-tree of T is finite.

Proof: by induction on the modal degree m of I'. If m = 0
then we rely on the corresponding property of classical
sequent calculus. If m > 0, by the previous Proposition
11, T has a finite derivation tree ending with a set of satu-
rated sequents I';. For each I'; either it is an axiom and I';
will be a leaf of the derivation, or the only applicable rule
(by non-redundancy restriction) is (Jump), but the premise
of (Jump) has a smaller modal degree and we apply the
induction hypothesis to the premise of (Jump).

The following proposition is the last ingredient we need
for the completeness proof.

Proposition 13 (Semantic Invertibility) All rules, except
(Jump) are semantically invertible : if the conclusion is
valid then the premises are also valid.

Theorem 14 (Completeness of the calculus) If T is valid
then it is derivable

Proof: by induction on the modal degree of I. If md(T") =
0 then I" is just a multiset of propositional formulas, and we
rely on the completeness of sequent calculus for classical
logic.

Suppose now that md(T") > 0, by Proposition 11, T" can
be derived from a set of saturated sequents I'; of no greater
modal degree. But by previous Proposition 13 (semantic
invertibility) since I is valid then also each I'; is valid. We

are left to prove that any saturated and valid sequent I'; is
derivable.

To this purpose we prove that if I'; is valid then either (i)
it is an axiom or (ii) there must exist a valid sequent A such
that T'; is obtained by (Jump) from A. In the first case (i)
the result is obvious. In case (ii) we reason as follows : since
md(A) < md(T;) by induction hypothesis A is derivable
in the calculus, and so is I'; indeed by the (Jump) rule.

Let us prove the fact (ii) : if I'; is valid and saturated and
it is not an axiom, then there exist a valid sequent A such
that T'; is obtained by (Jump) from A.

Suppose that I'; is valid and it is not an axiom. We let

I, = FN7A, [El <]H1]7...,[En<]Hn]

as in the definition of saturated sequent. Observe that A
does not contain axioms. By saturation (and weakening and
contraction) we can assume that the blocks in the sequence
as ordered as follows :

— X123 2...%,

— I CIL C...CII,
A quick argument : by saturation blocks are ordered with
respect to set-inclusion for both components ¥ and I1, consi-
der them ordered first by decreasing ¥ : let two blocks in
the sequence : [S<II], [¥/ <IT'] with 3’ C ¥ we can assume
that IT C II’ otherwise it would be I’ C II, but then any
sequent containing both [X < IT], [¥' < II'] is semantically
equivalent to a sequent containing only [X < II] (syntacti-
cally we get rid of [’ <II'] by weakening and contraction) .
Thus we let :

I, =Bi11,...,B1
11, :Bl71’...,Bl7k1,B271,...,Bz,k2
I, =Bi1,....Bikys -, Bogyy-- s Bnk,,

Suppose now by absurdity that no application of (Jump)
leads to a valid sequent. Thus for each [ = 1,...,n, and
t=1,...,k, the sequent

-B:, %

is not valid. Starting from [ = 1 up tp n, there are increasing
sequences of models :

Ml,la .o aMl,k'la
Mig, oo s Myg , Mo,y Mo,
M1,1,...,Ml’k“...7./\/12,]@2,...,./\/1”’]@”
where M;; = (Wi, 844 [ Ji4) for i = 1,...,n, and
t =1,...,k; and some elements x; ; € W ; such that
Mlmxl,t ’: Bl7t

and
M,z = Clorall C € 3

3. An alternative argument : I"; must contain a valid subsequent I';
where the blocks satisfy the above ordering conditions. Then the proof
carry on considering I';.
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Observe that if M, 2, = C forallC € E,and s < ¢
then M 4,2, = Cforall C € ¥y, as &, C %

We suppose that all models are disjoints and we define a
new model M_(W,$,[ ]) as follows :

W = (U, U,Wi,)) U{z} for a new element =
$. =$Ltif 2 € W, for some [, ¢

[P] = Uy Ul Plis it -P & A

[P] = U Ul Pli U{a}if =P € A

In order to define I(x) we let :

a1 = {$1,17~-~>$1,k1}
g = {.17171,...,$17k1,$2,1,...,£2,k2}
p ={T1, . Tk s T2, s T2 ks v s Tk
We finally let
$7; :{alr--;an}

Observe that the “spheres” o are nested.

To complete the proof we must show that x falsifies I';
in M. In particular we have to show that :

1. M,z [~ Lforevery L € A

2. M,LL’ [# [ElQHl] forl = 1,....n

3. M,z [~ —(A =< B) forevery -(A < B) € T'y
Fact (1) is obvious by definition : if P € A, then =P ¢ A
(otherwise T'; would be an axiom) and = ¢ [P], if =P € A,
then z € [P].

To prove Fact (2), first observe that for = € W, and
every formula F', we have

2€[F] &< z€[Flis

This is proved by a straightforward induction on F'. Then
we prove by induction on [ Fact (2). For [ = 1, we have that
forzi; € o

M,z =By
whence :
(&3] F&V _‘Bl,t fort = 1,...,k1.

On the other hand putting ¥; = C1 1,...,C1,, we have,
foreveryu=1,...,rpandz;,,t=1,...,k;

M,z B Cr

but this means that
o1 %3 Cryforu=1,...,r.

Thus we get
M,z B [B1 <114 ]

For! > 1, since ¥; O ¥;_1 and II;_; C II;, the argument
is the same (using possibly the induction hypothesis).

We consider now (Fact 3) : let 7(A < B) € I'y and
let oy € $,.. Let us consider [3; < II;], by saturation either
A € IT; or B € %;. For what we have just shown, in the
former case we have a; =7 A and in the latter case we have
a; =Y —B. Thus :
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for any oy € $,, either oy =7 Aoray = —B.
whence M,z |= A < B.

5 Conclusions

In this paper we begin a proof-theoretical investigation of
Lewis’ logics of counterfactuals characterized by the sphere-
model semantics. We have presented a simple, analytic cal-
culus ZV for logic V, the most general logic characterized by
the sphere-model semantics. The calculus is standard, that
is to say it contains a finite a number of rules with a fixed
number of premisses and internal in the sense that each
sequent denotes a formula of V. The novel ingrediant of
7V is that sequents are structured objects containing blocks,
where a block is a structure or a sort of n-ary modality en-
coding a finite combination of formulas with the connective
<. The calculus 7V ensures termination, and therefore it
provides a decision procedure for V.

In future research, we aim at extending our approach
to all the other conditional logics of the Lewis’ family, in
particular we aim at focusing on the logics VT, VW and VC.
Moreover, we shall study the complexity of the calculus Z"
with the hope of obtaining optimal calculi.
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Résumé

Dans cet article, nous traitons de la logique spatio-
temporelle qui résulte de combinaison de la logique tem-
porelle propositionnelle (PTL) avec le langage de con-
traintes spatiales qualitatives £1. Nous proposons une
méthode de résolution a base de tableaux sémantiques
basée sur la méthode des tableaux de Wolper pour PTL.
Par ailleurs, nous étudions les effets de |'utilisation des
propriétés de compacité et de patchwork pour le raison-
nement spatio-temporelle. Nous étudions notamment
|'effet de ces propriétés sur la complexité du probleme
de satisfiabilité de £1 en remplagant notamment la pro-
priété de cohérence globale utilisée habituellement dans
la littérature. Ceci permet la généralisation a un plus
grand nombre de langages de contraintes spatiales qual-
itatives. Enfin, les résultats obtenus permettent de prou-
ver la validité de notre méthode des tableaux pour L;.

Abstract

We study the spatiotemporal logic that results by
combining the propositional temporal logic (PTL) with
a qualitative spatial constraint language, namely, the £1
logic, and present a first semantic tableau method that
given a L1 formula ¢ systematically searches for a model
for ¢. Our approach builds on Wolper's tableau method
for PTL, while the ideas provided can be carried to other
tableau methods for PTL as well. Further, we investigate
the implication of the constraint properties of compact-
ness and patchwork in spatiotemporal reasoning. We
use these properties to strengthen results regarding the
complexity of the satisfiability problem in £1, by replac-
ing the stricter global consistency property used in liter-
ature and generalizing to more qualitative spatial con-
straint languages. Finally, the obtained strengthened re-
sults allow us to prove the correctness of our tableau
method for L.

1 Introduction

Time and space are fundamental cognitive concepts
that have been the focus of study in many scien-
tific disciplines, including Artificial Intelligence and,
in particular, Knowledge Representation. Knowledge
Representation has been quite successful in dealing
with the concepts of time and space, and has devel-
oped formalisms that range from temporal and spa-
tial databases [18], to quantitative models developed
in computational geometry [14] and qualitative con-
straint languages and logical theories developed in
qualitative reasoning [7, 21].

Towards constraint-based qualitative spatiotempo-
ral reasoning, most of the work has relied on for-
malisms based on the propositional temporal logic
(PTL), also known as linear temporal logic, and the
qualitative spatial constraint language RCC-8 [21, 20].
PTL [9] is the well known temporal logic comprising
operators Y (until), O (next point in time), O (always),
and < (eventually) over various flows in time, such as
(N, <). RCC-8 is a fragment of the Region Connection
Calculus (RCC) [15] and is used to describe regions
that are non-empty regular subsets of some topologi-
cal space by stating their topological relations to each
other. The topological relations comprise relations
DC' (disconnected), EC (externally connected), EQ
(equal), PO (partially overlapping), TPP (tangential
proper part), TPPi (tangential proper part inverse),
NTPP (non-tangential proper part), NTPPi (non-
tangential proper part inverse). These 8 relations are
depicted in [15, Fig. 4]. One of the most important of
such formalisms is the ST logic [5]. For example, one
can have the following statement using that formalism:
OTPP(X,Y), which translates to “eventually region
X will be a tangential proper part of region Y.

In this paper, we consider a generalization of the
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ST7 logic, denoted by L;, which is the product of
the combination of PTL [9] with any qualitative spa-
tial constraint language, such as RCC-8 [15], Cardinal
Direction Algebra (CDA) [4, 11], and Block Algebra
(BA) [6], and make the following contributions: (i) we
show that satisfiability checking of a £; formula is
PSPACE-complete if the qualitative spatial constraint
language considered has the constraint properties of
compactness and patchwork [12] for atomic networks,
thus, strengthening previous related results that re-
quired atomic networks to be globally consistent [2, 3],
and (i7) we present a first semantic tableau method
that given a £; formula ¢ systematically searches for
a model for ¢. This method builds on the tableau
method for PTL of Wolper [19], and makes use of our
strengthened results to ensure soundness and com-
pleteness. It is important to note, that Wolper’s
method serves as the basis to illustrate our line of rea-
soning, and that the techniques presented can be car-
ried to other more efficient tableau methods for PTL
as well.

As opposed to the ST logic [5], £1 does not
rely on the semantics or a particular interpretation of
the qualitative spatial constraint language used, but
rather on constraint properties, namely, compactness
and patchwork [12]. These properties have been found
to hold for RCC-8, Cardinal Direction Algebra (CDA),
Block Algebra (BA), and their derivatives [8].

The organization of the paper is as follows. In Sec-
tion 2 we recall the definition of a qualitative spatial
constraint language, along with the properties of com-
pactness, patchwork, and global consistency. Section 3
introduces the £7 logic, and in Section 4 we explain its
implication with compactness and patchwork. In Sec-
tion 5 we present our tableau method for checking the
satisfiability of a £4 formula. In Section 6 we conclude
and give directions for future work.

2 Preliminaries

A (binary) qualitative temporal or spatial constraint
language [17] is based on a finite set B of jointly ex-
haustive and pairwise disjoint (JEPD) relations de-
fined on a domain D, called the set of base relations.
The base relations of set B of a particular qualitative
constraint language can be used to represent the defi-
nite knowledge between any two entities with respect
to the given level of granularity. B contains the iden-
tity relation Id, and is closed under the inverse opera-
tion (!). Indefinite knowledge can be specified by dis-
junctions of possible base relations, and is represented
by the set containing them. Hence, 2B represents the
total set of relations. 2B is equipped with the usual
set-theoretic operations (union and intersection), the
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inverse operation, and the weak composition opera-
tion denoted by ¢ [17]. A network from any qualitative
spatial constraint language, such as RCC-8 [15], Cardi-
nal Direction Algebra (CDA) [4, 11], or Block Algebra
(BA) [6], can be formulated as a qualitative constraint
network (QCN) as follows (a RCC-8 example of which
is shown in Figure 1).

Definition 1 A QCN is a tuple (V,C) where V is a
non-empty finite set of variables and C is a mapping
that associates a relation C(v,v') € 28 to each pair
(v,v") of VXV. Mapping C' is such that C(v,v) = {ld}
and C(v,v") = (C(v',v))~t for every v,v' € V.

If b is a base relation, {b} is a singleton relation.
An atomic QCN is a QCN where each constraint is a
singleton relation. Note that we always regard a QCN
as a complete network. Given two QCNs N = (V,C)
and N/ = (V/,C"), N UN’ denotes the QCN N =
(V" C"), where V" = VUV’ C"(u,v) = C"(v,u) = B
for all (u,v) € (VAV)x (V'\ V), C"(u,v) = C(u,v)N
C'(u,v) for every u,v € VNV’ C"(u,v) = C(u,v) for
every u,v € V\ V', and C"(u,v) = C'(u,v) for every
u,v € V'\'V. Given a QCN N = (V,C) and u,v € V,
C(u,v) will be also denoted by Nu, v].

We can interpret any QCN N = (V, C) using a struc-
ture of the form Mg = (D, «), where « is a mapping
that associates elements of D to elements of V. For
the case of RCC-8 for example, if 7 is some topologi-
cal space [13], let R(T) denote the set of all non-empty
regular closed subsets in 7. Then, the domain D of
RCC-8 is the set R(T), which can be infinite. A struc-
ture Ms = (D, ) is a model for a QCN N = (V,C),
also called a solution, if mapping « can yield a spatial
configuration where the relations between the spatial
variables can be described by C. It follows that a QCN
is satisfiable if there exists a model for it. A partial
solution for N on V' C V is the mapping « restricted
to V.

Checking the satisfiability of a RCC-8, CDA, or BA
network is N"P-complete in the general case [16, 11, 6].
However, there exist large maximal tractable sub-
classes of RCC-8, CDA, and BA, which allow for prac-
tical and efficient reasoning. In particular, checking
the satisfiability of a QCN (V,C) of RCC-8, CDA, or
BA comprising only relations from one of its maxi-
mal tractable subclasses containing all singleton re-
lations and the universal relation B, can be done in
O(]V]*) time using the o-consistency algorithm (also
called algebraic closure), that iteratively performs the
following operation until a fixed point C' is reached:
Yo, o' 0" e V) Cu,v') + Cv,v') N (Clu,v") o
C(v",v")) [17].

Let us recall the definition of global consistency.
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Figure 1: RCC-8 configurations

Definition 2 A QCN N = (V,C) is globally consis-
tent if and only if, for any V' C V, every partial so-
lution on V' can be extended to a partial solution on

V'u{v} CV, foranyve V\V'.

We now recall the definitions of the constraint prop-
erties of patchwork and compactness in the context
of qualitative reasoning and give an example of how
the former properties combined are less strict than
global consistency alone. (To be precise, [12] intro-
duced patchwork for atomic QCNs, and [8] generalized
it also for non-atomic ones).

Definition 3 ([8, 12]) A qualitative temporal or spa-
tial constraint language has patchwork, if for any fi-
nite satisfiable constraint networks N' = (V,C) and
N = (V',C") defined in this language where for any
u,v € VNV we have that C(u,v) = C'(u,v), the
constraint network N'U N is satisfiable.

In light of patchwork, which concerns finite net-
works, compactness ensures satisfiability of an infinite
sequence of finite satisfiable extensions of a network.

Definition 4 ([8]) A qualitative temporal or spatial
constraint language has compactness, if any infinite
set of constraints defined in this language is satisfiable
whenever all its finite subsets are satisfiable.

Intuitively, patchwork ensures that the combina-
tion of two satisfiable constraint networks that agree
on their common part, i.e., on the constraints be-
tween their common variables, continues to be satisfi-
able, while compactness allows for defining satisfiable
networks of infinite size. Global consistency implies
patchwork, but the opposite is not true. Even though
RCC-8 has patchwork [8], it does not have global con-
sistency [17].

Example. Let us consider the spatial configuration
shown in Figure 1(a). Region y is a doughnut, and
region x is externally connected to it, by occupying
its hole. Further, region z is externally connected
to region y. For RCC-8 we know that the constraint
network {EC(z,y), EC(y,z), EC(z,z)} is satisfiable
as it is o-consistent. However, the valuation of region
variables x and y is such that it is impossible to
extend it with a valuation of region variable z so

that FC(z,z) may hold. Patchwork allows us to
disregard any partial valuations and focus on the
satisfiability of the network. Then, we can consider
a valuation that respects the constraint network.
Such a valuation is, for example, the one presented
in Figure 1(b) along with its atomic QCN on the right.

3 The L, spatiotemporal logic

In general, a spatial QCN, as described in Section 2,
constitutes a static spatial configuration in some do-
main, over a set of spatial variables V. To be able
to describe a spatial configuration that changes over
time, we can combine PTL [9] with a qualitative spa-
tial constraint language in a unique formalism. The
domain D of a QCN will always remain the same, but
the spatial variables in it may spatially change with
the passing time (e.g., in shape, size, or orientation).
We can interpret formulas of such a spatiotemporal
formalism using a spatiotemporal structure defined as
follows.

Definition 5 A ST-structure is a tuple Mst =
(D,N, o), where a is a mapping that associates ele-
ments of D to the spatial variables of a set V at a
point of time i € N. Thus, a(i) denotes the set of
elements of D that are associated with the spatial vari-
ables of V' at point of time i. By extending notation,
a(v,i), where v € V, denotes the element of D that is
associated with spatial variable v at point of time i.

For example, in the case of RCC-8, a would be a
mapping associating elements of R(7T) to spatial re-
gion variables at a point of time ¢ € N. The set
of atomic propositions AP in the case of standalone
PTL [9] is replaced by the set of base relations B of
the qualitative spatial constraint language considered.
We will call such a spatiotemporal formula over B a
Lo formula. Thus, the set of £y formulas over B is
inductively defined as follows: if P € B then P is a
Loy formula, and if ¢ and ¢ are Ly formulas then —¢,
oV Y, O, Op, O, and ¢U Y are Ly formulas.

A simple example of a Ly formula is
ONTPP(Athens, Greece), stating that Athens
will always be located in Greece. To increase the
expressiveness of the £y logic we can allow the appli-
cation of operator O to spatial variables, i.e., we can
have the following statement in RCC-8: OEQ(Greece,
OGreece), which translates to “Greece will never
change its borders”. We call the enriched logic the £4
logic.

Definition 6 Given a L1 formula ¢ over B, we write
(MsT,1) |E ¢ for the fact that Mst satisfies ¢ at point
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of time i, with i € N (or formula ¢ is true in Mgt
at point of time i). The semantics is then defined as
follows:

o (Msr,i) E P(O™v,0™v") iff the relation that
holds between a(v,i+ n) and a(v',i + m) is the
relation P, with P € B

o (Mst,i) | —¢ iff (Mst,i) £ ¢

o (Mst,i) | ¢V iff (MsT,i) | ¢ or (MsT,i) =
(G

o (MsT,i) = pUY if there exists a k € N such that
i <k, (Mst,k) = o, and for all j € N, if i < j
and j < k then (MsT,5) E ¢

Formulas of the form ¢¢ and O¢ are abbreviations
for TU ¢ and —(T U —¢) respectively. A structure
Mst = (D,N, a), for which (MsT,0) |= ¢, is a model
for ¢. It follows that a £; formula ¢ is satisfiable
if there exists a model for it. Note that a formula
of the form OF P(Olv,0™v’) is equivalent to formula
P(OFy, 0m*ky). The size of P(O!**v, 0™ +Fy') is
then defined to be equal to max{l+ k, m + k}. Like in
[2], we define the size of any £, formula ¢, denoted by
|$|, inductively as follows: P(O'v, O™v') = max{l,m};
=¢| = [6]; ¢ VY| = |[oU| = max{|¢|,[¢[}. The
size of a set of £ formulas x = {¢,%,...}, will be
the maximum size among its formulas, i.e., |x| =
max{|®|, [¢],...}. The number of occurrences of sym-
bols in a £; formula ¢ will be denoted by length(¢).

4 Revisiting the satisfiability problem in
L4

In this section, we revisit a result regarding the satisfi-
ability of £; formulas in a ST-structure, using patch-
work and compactness. These properties strengthen
previous results, in that we do not longer need to re-
strict atomic QCNs to being globally consistent as in
[2, 3], but we can consider atomic QCNs that have com-
pactness and patchwork. As explained in Section 2,
compactness and patchwork combined are less strict
than global consistency alone.

Given a L; formula ¢, Balbiani and Condotta in
[2] show that the satisfiability of a formula ¢ can
be checked by characterizing a particular infinite se-
quence of finite satisfiable atomic QCNs representing
an infinite consistent valuation of ¢. Each of the QCNs
of such a sequence represents a set of spatial con-
straints in a fixed-width window of time. The set of
spatial constraints at point of time i, is given by the
i-th QCN in the infinite sequence, and shares spatial
constraints with the next QCN. Moreover, in such a
sequence, there exists a point of time after which the
corresponding QCNs replicate the same set of spatial
constraints. The global consistency property is then
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Figure 2: A countably infinite sequence of satisfiable
atomic QCNs that agree on their common part

t

used for the following two tasks:

(i) to prove that by considering all the QCNs of the
aforementioned sequence we obtain a consistent
set of constraints;
to prove that in such an infinite sequence, a sub-
sequence which begins and ends with two QCNs
representing the same set of spatial constraints
can be reduced to just considering the first QCN.

In the sequel, we formally show that tasks (¢) and
(#4) can be performed using the properties of patch-
work and compactness instead. As a consequence, we
can generalize a result regarding the satisfiability of a
L1 formula ¢ to a larger class of calculi than the pre-
viously considered in literature. We now introduce the
two aforementioned tasks in the form of two proposi-
tions.

(i)

Proposition 1 Let V = {vg,...,v,} be a set of vari-
ables, w > 0 an integer, and S = (Ny = (Vo, Cp),
N1 = (V1,C1), ...) a countably infinite sequence of
satisfiable atomic QCNs, as shown in Figure 2, such
that:
e for each i >0, V; is defined by the set of variables
{08, 00, vy, Y
e for each i > 0, for all mym’ € {0,...,n},
and for all kK € {1,...,w}, C’i(vfn,v%/)
CiJrl (’Ufn_lfl)slfl).
We have that if the constraint language considered has
compactness and patchwork for atomic QCNs, then S
defines a consistent set of qualitative constraints.

Proof. Given N;, we rewrite its set of variables to
{vd,. . vl oy T @t} Then, by patchwork we
can assert that for each integer k > 0, Jys;>qNi is
a consistent set of qualitative constraints. Suppose
though, that (J,~,V; is an inconsistent set. By com-
pactness we know that there exists an integer k' > 0
for which (>~ is inconsistent. This is a contra-
diction. Thus, S defines a consistent set of qualitative
constraints. —

The second proposition follows.
Proposition 2 Let V = {vg,...,v,} be a set of vari-

ables, w > 0,t > t' > 0 three integers, and S = (Ny =
(Vo,Co), N1 = (V1,C1), ...) a countably infinite se-
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t

Figure 3: A countably infinite sequence of satisfiable
atomic QCNs that contains a sub-sequence which be-
gins and ends with two QCNs representing the same set
of spatial constraints; we can reduce the sub-sequence
to just considering the first QCN and patch it with the
QCN following the sub-sequence

quence of satisfiable atomic QCNs, as shown in Fig-
ure 3, such that:
e for eachi >0, V; is defined by the set of variables
{08, 00, o)
e for each i > 0, for all m,m’ € {0 n},

and for all kK € {1,.. w} Ci(vk m/) =
Cina (v o),
o for all m, m’ E {O .,n} cmd all kK €
{07 ’LU} Ct'( U m’) Ct( U m’)
Let §' = ( = (V§,CH),N{ = (V{,C1),...) be the
infinite sequence defined by:
e forallie{0,...,t'}, N/ =N,

e for all i+ > ¢, V! =V, and for all
m, m € /{O,...,n} and all @,k’ e {0,...,w},
Cl( Ups Upr) = Cz‘+(t—t/)(”fn7vﬁv)'

We have that if the constraint language considered has
compactness and patchwork for atomic QCNs, then S’
defines a consistent set of qualitative constraints.

Proof.We have A which is a satisfiable QCN for all
i > 0. From this, we can deduce that N/ is a sat-
isfiable QCN for all i > 0. By Proposition 1 we can
deduce that &’ defines a consistent set of qualitative
constraints. o

We now can obtain the following result:

Theorem 1 Checking the satisfiability of a L1 for-
mula ¢ in a ST-structure is PSPACE-complete in
length(¢) if the qualitative spatial constraint language
considered has compactness and patchwork for atomic

QCNs.

Proof.(Sketch) Consider the approach in [2] where a
proof of PSPACE-completeness is given for a logic that
considers qualitative constraint languages for which
satisfiable atomic QCNs are globally consistent (see
Theorem 1 in [2]). To be able to replace the use
of global consistency with the use of patchwork and

compactness, we need to use Propositions 1 and 2 in
the proofs of Lemmas 3 and 4 in [2]. The interested
reader can verify that the aforementioned proofs make
use of global consistency to perform exactly the tasks
described by Propositions 1 and 2. Since these propo-
sitions build on compactness and patchwork, we can
prove PSPACE-completeness using these properties in-
stead. o

Theorem 1 allows us to consider more calculi than
the ones considered in literature for which the combi-
nation with PTL yields PSPACE-completeness. Due to
the lack of global consistency for RCC-8 [17], in [5] the
authors restrict themselves to a very particular domain
interpretation of RCC-8 to prove that the ST logic is
PSPACE-complete. As already noted in Section 1, the
ST7 logic is the £1 logic when the considered quali-
tative constraint language is RCC-8. £; does not rely
on the semantics of the qualitative constraint language
used, but rather on the constraint properties of com-
pactness and patchwork [12]. Therefore, £1 is by de-
fault able to consider all calculi that have these prop-
erties, such as RCC-8 [15], Cardinal Direction Algebra
(CDA) [4, 11], Block Algebra (BA) [6], and even Inter-
val Algebra (IA) [1] when viewed as a spatial calculus.
The most notable languages that have patchwork and
compactness are listed in [8].

5 Semantic tableau for £;

In this section, we present a semantic tableau method
that given a £y formula ¢ systematically searches for
a model for ¢. The method builds on the tableau
method for PTL of Wolper [19], and makes use of the
results of Section 4 to ensure soundness and complete-
ness.

5.1 Rules for constructing a semantic tableau

The decomposition rules of the temporal operators
are based on the following identities, which are called
eventualities (where O abbreviates =<0—):

e Op =9V OOP

e dUY=YV(PNO(PU V)
Note that decomposing eventualities can lead to an
infinite tableau. However, we will construct a finite
tableau by identifying nodes that are labeled by the
same set of formulas, thus, ensuring that infinite pe-
riodicity will not exist. To test a £y formula ¢ for
satisfiability, we will construct a directed graph. Each
node n of the graph will be labeled by a set of formulas,
and initially the graph will contain a single node, la-
beled by {¢}. Similarly to Wolper [19], we distinguish
between elementary and non-elementary formulas:
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Definition 7 A Lq formula is elementary if its main
connective is O (viz., O-formula), or if it corresponds
to a base relation P € B.

Then, the construction of the graph proceeds by using
the following decomposition rules which map each non-
elementary formula ¢ into a set of sets of formulas:

e ~P(O"v,0™v") = {{P'(O™v,0™v")} | P € B\
{rH}
¢ — {{6}}
—0¢— {{O~¢}}
o Ny — {{¢,¢}}
(o AY) = {{-o}, {~¥}}
C¢ — {8}, {0Co}}
~0¢ = {{=¢,7 O C¢}}
oU Y — {{v} {o,0(0 U P)}}
(U Y) = {1, ~pV =0 (o U )}

During the construction, we mark formulas to which
a decomposition rule has been applied to avoid decom-
posing the same formula twice. If v is a formula, 1%
denotes 1 marked.

5.2 Systematic construction of a semantic tableau

A tableau 7 can be seen as a directed graph where
each of its nodes n is labeled with a set of formulas
T (n). The root node is labeled with the singleton set
{#} for the £; formula ¢ whose satisfiability we wish
to check. The children of the nodes are obtained by
applying the rules presented in Section 5.1.

Given a set of £1 formulas x over the set of vari-
ables {xo,..., 2;}, we denote by expandVars(x) the
set {O%,...,0%,...,0Xlxq,...,.0Xlz;}. We first de-
fine a translation of a node of a tableau to a QCN.

Definition 8 Let n be a node of a tableau T for a
L1 formula ¢, and {xo, ..., 21} the set of variables in
¢. Then, N(n) will denote the QCN = (V,C), where
V=_uv,..,0), ..., v(‘;ﬂ, - vl‘(b‘}, and C’(v’,ﬁm,vf,;,) =
{P(OF 2y, OF )} if P(OF iy, OF ) € T(n), and
C(vk vF,) = (B if vk, # o¥, else {Id}) otherwise, ¥

m,m’ € {0,...,1} andV k, k' € {0,...,|é|}.

Let us also define the notions of a state and a pre-
state, which we will be referring to a lot in what fol-
lows.

Definition 9 A node n that contains only elementary
and marked formulas and for which we have that N'(n)
is atomic is called a state, and a node m that is either
the root node or the direct child node of a state (which
leaps to the next point of time) is called a pre-state.

We give a definition of eventuality fulfillment that will
be of use later on.
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Algorithm 1: Clotho(¢)

in : A L4 formula ¢.
output : A semantic tableau T for ¢.
begin

create root node {¢} and mark it unprocessed;

while 3 unprocessed node n do

if T(n) contains an unmarked non-elementary

formula 1 then

mark node n processed;

6 foreach v € I', where I' is the result of

applying a decomposition rule to ¢ do

7 create a child node m;
LTWH%WM—WMMUW%

9

mark node m unprocessed;

w B W N

o

10 else if T(n) contains only elementary and
marked formulas then

11 mark node n processed;

12 filling + 0;

13 foreach u,v € expandVars(¢) do

14 if 3 P(u,v) € T(n) then

15 L filling « filling U {B(u,v)};

16 if filling # () then

17 create a child node m;

18 T(m) < T(n) U filling;

19 mark node m unprocessed;

20 else if T(n) contains O-formulas then

21 create a child node m;

22 T(m) « {¥ | Ov e T(n)}

23 T(m) « T(m) U {P(O" " u,07 1) |

P(Ou,0%v) € T(n) ifi,j > 1};
24 mark node m unprocessed;

Definition 10 Let T be a tableau, and 7 a path in T
defined from nodes ni, na, ..., nj. Any eventuallity
ey orer U eg € T(ng), with 1 <i < j, is fulfilled in «
if there exists k, with i < k < j, such that e2 € T (ng).

We now present Clotho, an algorithm that con-
structs a semantic tableau 7T for a given formula ¢,
as shown in Algorithm 1. At any given point of time,
we construct all the possible atomic QCNs compris-
ing base relations that extend from the given point of
time to a future point of time. This is achieved by
repeatedly applying the decomposition rules to a node
comprising unmarked non-elementary formulas (lines
4 t0 9), and sequentially populating a node comprising
only elementary and marked formulas with the univer-
sal relation B (lines 10 to 19) so that it may lead to
a state. The universal relation B is only introduced
on a pair of variables, if there does not exist any base
relation on that same pair. The universal relation B,
as well as any other relation r € 2B, is essentially the
disjunction of base relations, as noted in Section 2.
In particular, B is the disjunction of all the base re-
lations of a given qualitative constraint language. As
such, by decomposing B into base relations using the
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Algorithm 2: Atropos(T)

in : A semantic tableau 7.

output : True or False.
1 begin
2 do
3 flag < False;
4 if there is a node n such that N'(n) is an
unsatisfiable QCN then
5 L eliminate node n; flag < True;
6 if all the children of a node n have been
eliminated then
7 L eliminate node n; flag < True;
8 if a node n is a pre-state and not Lachesis(7,n)
then
9 L eliminate node n; flag < True;
10 while flag;
11 if A noden € T then return False else return
True;

Function Lachesis(7,n)

in : A semantic tableau 7, and a node n.
output : True or False.
1 begin
2 foreach eventuality € € T(n) do
3 if € is not fulfilled in any path ™ = (n,..
L return False;

.) then

4 return True;

disjunctive tableau rule, this approach allows us to ob-
tain one or more nodes harboring atomic QCNs for a
given point of time (viz., states), that represent a set
of atomic spatial constraints in a fixed-width window
of time. Once we have obtained our atomic QCNs for a
given point of time, and assuming that the states that
harbor them contain O-formulas, we can leap to the
next point of time and create pre-states, including all
the atomic spatial constraints of the aforementioned
QCNs that extend from the new point of time to a fu-
ture point of time (lines 20 to 24). This can be seen
as making a +1 time shift and maintaining all possi-
ble knowledge offered by previous states that extends
from the new point of time to a future point of time.
It is important to note that when we create the child
node of a node n (lines 7, 17, and 21), we only create
a new node if there does not already exist a node in
the graph labeled by 7 (n). Otherwise, we just create
an arc from node n to the existing node.

Lemma 1 Let T be a tableau for a L1 formula ¢ that
has resulted after the application of algorithm Clotho.
Then, T is finite. Actually, if ¢ is over a set of | vari-
ables, then T has at most O(|B|"(1#1+1)° . glength(4))

nodes.

To decide the satisfiability of a £; formula ¢ using the

¢

Y EQ(z,y), PO(ox, oy), TPP(x,0x),
TPP(y,oy), TPP(x,0y),oDC(z,y)

|
. /3 oDC(z, )
oDC(z, y)* } ]

2
EQ(z,y), PO(ox,0y), TPP(z,ox),
{ EQ(z,y),...,DC(x,y) TPP(y,oy), TPP(z,o0y),o o DC(x,y)

}

oDC(z,y)*
>< EQ(z,y), PO(ox,0y), TPP(z,0x),
TPP(y,oy), TPP(x,0y), B(y, ox)
oo DC(x,y)

~ ‘

oDC(z,y)*, B(y, ox)*
EQ(z,y), PO(ox,0y), TPP(z,ox),
TPP(y,oy), TPP(x,oy), TPP(y, ox)
0o DC(x,y)

13{ PO(x,y),oDC(z,y) }
!

1 oDC(z,y)* 15{ oDC(z, y)* }
{PO(Z@/)#DC(X, y) } PO(x,y),0 o DC(x,y)

/DCTy

{ooDny)}

e

Figure 4: A £; formula and its simplified tableau

tableau that is generated by Clotho, we have to elimi-
nate unsatisfiable nodes inductively, until a fixed point
is reached. We present Atropos, an algorithm that
achieves this goal, shown in Algorithm 2. If the root
node is eliminated after the application of Atropos, we
call the tableau closed, and open otherwise. Note that
function Lachesis essentially searches for a path from
a given pre-state to a node that fulfills an eventuality
of the pre-state, as defined in Definition 10.
Example. Let us consider formula ¢ = {EQ(x ,y),
PO(Oz, Oy), TPP(x, Ox), TPP(y, Oy), TPP(x,
0y), ©DC(z, y)}. (For simplicity we assume that
the decomposition rule for A has already been applied
and resulted in the current set form for formula ¢.)
The tableau obtained by the application of algorithms
Clotho and Atropos for this formula is shown in
Figure 4. Horizontal dotted lines distinguish between
different points in time, thus, our tableau extends over
three points of time. The root node is 1, the states are
5 to 12, 14, 15, 17, and 18, and the pre-states are 1,
13, and 16. By decomposing the initial formula using
the tableau rules and populating it with universal
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relations where appropriate, we reach states 5 to 12,
each one of which harbors a set of base relations that
correspond to an atomic QCN. (Inverse relations
are not shown to save space.) These atomic QCNs
represent a set of atomic spatial constraints in a
fixed-width window of time. After leaping to the next
point of time and, consequently, obtaining pre-state
13, we include all the atomic spatial constraints of the
aforementioned QCNs that extend from the new point
of time to a future point of time. In this particular
case, the atomic spatial constraints of interest narrow
down to the single atomic constraint PO(Oz, Oy),
common for all states 5 to 12. Of course, since we
are now at the next point of time, the constraint is
rewritten to PO(xz,y). Again, we apply the rules and
reach states 14 and 15, each one of which harbors an
atomic QCN. We continue repeating the process until
all our child nodes are labeled by sets of formulas
already met in nodes of the tableau. In this case, the
unique child node of state 18 would be labeled by
the set of formulas of node 16, thus, we create an arc
from 18 to 16. After having constructed our tableau,
we delete unsatisfiable nodes 2, 5 to 11, and 14 using
the o-consistency operation on QCNs N (2), N(5)
o N(11), and N (14) respectively. Inconsistencies
stemming from nodes 2 and 14 are apparent, as
there exist different base relations on a same pair
of variables, whereas inconsistencies in nodes 5 to
11 stem from the fact that relation TPP(y,Ox) in
inferred by ¢-consistency, which contradicts with the
base relation that is defined on variables y and Ox
in states 5 to 11. Formula ¢ is satisfiable, as the
tableau is open, and a model can be constructed out
of the sequence of states 12,15,17 which contains a
self loop on 17 as relation DC(z,y) repeats itself.
These states harbor satisfiable atomic QCNs that
completely agree on their common part due to our
construction. In particular, we have the sequence
N(12)=N(15)=N(17)O that satisfies the prerequi-
sites of Proposition 2, hence, satisfiability is met.

5.3 Soundness and completeness of our semantic
tableau method

In this section, we prove that the tableau method as
defined by algorithms Clotho and Atropos is sound and
complete for checking the satisfiability of a £; for-
mula ¢.

Theorem 2 (soundness) If ¢ has a closed tableau,
then ¢ is unsatisfiable.

Proof. Let T be a closed tableau for ¢, that has re-
sulted after the application of algorithms Clotho and
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Atropos. We prove by induction that if a node n is
eliminated, then 7 (n) is an unsatisfiable set of formu-
las. We distinguish three scenarios:

(i) a node n is eliminated because A (n) is an unsat-
isfiable QCN (lines 4 to 5 in Atropos), thus, 7 (n)
is an unsatisfiable set of formulas; unsatisfiability
of M (n) can de detected by use of o-consistency,
which also disallows the conjunction of two or
more base relations to be defined on a same pair
of variables (base relations are jointly exhaustive
and pairwise disjoint as noted in Section 2).

(ii) a node n is eliminated because all of its child
nodes are unsatisfiable and have been eliminated
(lines 6 to 7 in Atropos). Child nodes can be
created in the following three cases:

(a) the decomposition rule ¥» — I'; where ¢ €
T (n), is applied and a child node is created
for each v € T' (lines 4 to 9 in Clotho); we
have that 1 is satisfiable iff 3y € T" that is
satisfiable.

(b) implicit knowledge in the parent node n is
made explicit in the child node m through
the introduction of the universal relation B
(lines 10 to 19 in Clotho); by Definition 8
we have that N(n) = N(m), thus, N (n)
is satisfiable iff A'(m) is satisfiable, and the
same holds for the set of formulas 7 (n) and
T (m).

(c) node n is a state and generates pre-state
m with T(m) = {4 | Ov¢ € T(n)} U
{P(O"u,0' ") | P(O'u,0%v) € T(n)
if 4,7 > 1} (lines 20 to 24 in Clotho);
clearly, T(n) is a satisfiable set of formu-
las iff {4 | O ¢ € T(n)} is a satisfiable set
of formulas and iff A/(m) is satisfiable.

(iii) a node n is eliminated if it contains an eventu-
ality that cannot be fulfilled in any path in the
tableau (lines 8 to 9 in Atropos); since any model
will correspond to a path in the tableau, we have
that 7 (n) is an unsatisfiable set of formulas.

As we have considered all possible scenarios, at this

point we conclude our proof. B

Let us obtain a proposition that denotes that two
successive states in a path of an open tableau harbor
QCNs that completely agree on their common part.

Proposition 3 Let 7 be a path going through an open
tableau T for a L4 formula ¢ that has resulted after
the application of algorithms Clotho and Atropos, s;
and sgy1 two states of w belonging to points of time
t and t + 1 respectively, and {xzg,..., x;} the set of
variables in ¢. Then we have that N (s;)[vk ,v¥,] =
N(sep)[oE L of 7Y mym! € {0,...,1} andV k, K €
{1, ol
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Proof. State s; at point of time ¢ is followed by a
pre-state p at point of time ¢t + 1 in path 7, whose set
of base relations is { P(O*~tu,0/~1v) | P(O%u, Ofv) €
T(s¢) if 4,5 > 1} U {P(O'u, O0%v) | OP(O'u, Olv) €
T (st)} by construction of our tableau (lines 20 to 24
in Clotho). The set of base relations of T (p) is car-
ried over, possibly enriched, to state s;y1 at point of
time t + 1. As such, let us assume that there exists
an additional base relation b(O*~tu, ©/~1v) in the set
of base relations of s;41, with ,5 € {1,...,]#|}, such
that b(O'u, O%v) & T(s). In this case, N(ssy1) is a
QCN with two base relations defined on a same pair of
variables. This QCN would have been deleted by the
application of Atropos as specified also in the proof
of Theorem 2. Thus, state s;y; could not have been

in path 7, resulting in a contradiction. Therefore,
we have that N (s;)[vF, vE,] = N(si1)[vk 1 0% 71

VY m,m' € {0,...,l} and V k, k" € {1,...,]¢|}, and,
as such, N'(s;) and N(s;41) completely agree on their
common part. B

Theorem 3 (completeness) If ¢ has
tableau, then ¢ is satisfiable.

an open

Proof. Let T be an open tableau for ¢, that has
resulted after the application of algorithms Clotho and
Atropos. We need to show that there exists a path of
nodes 7 which defines a model for ¢. We distinguish
two scenarios:

(i) if no eventualities need to be fulfilled, path 7 can
be simply a path starting from the root node and
going through the tableau, defining a sequence of
states sg,s1,. . .,S¢, with ¢t € N, and, consequently,
yielding a sequence of QCNs as follows:

The sequence of QCNs is such that for all states
s; and s;41, with ¢ € {0,...,t — 1}, along with
a set of variables {xo,..., 2;} in ¢, we have that
N (si)[vl,, v, ] = N (si) [l ok 71 om,m! €
{0,...,1} and V k, k" € {1,...,|¢|} by Proposi-
tion 3. Thus, the sequence of QCNs corresponds
to the sequence shown in Figure 2, satisfies the
prerequisites of Proposition 1, and is therefore
satisfiable.

(ii) if eventualities need to be fulfilled, we show how
we can construct a path 7 that fulfills all even-
tualities as follows. For each pre-state p € T
containing an eventuality, we must find a path
7 = (p,...) starting from p, such that all the
eventualities contained in p are fulfilled in .
We fulfill all the eventualities of p, one by one,
as follows. For a selected eventuality € € T (p), it
is possible to find a path 7, = (p, ..., p’) in which

e is fulfilled and whose last node is a pre-state p’,
as otherwise the node would have been deleted
by the application of Atropos. By construction
of our tableau, p’ will also contain the rest of the
eventualities that need to be fulfilled (they are
carried over from p to p’), and it follows that we
can extend path 7, to fulfill a second one, and so
on, until all the eventualities of p are fulfilled. By
linking together all paths 7, V pre-states p € T,
we can obtain a path 7 starting from the initial
node and going through the tableau, defining a
sequence of states sg,s1,...,8¢_1, with ¢ € N, with
a final loop between state s;_1 and a state sy,
with 0 < ¢/ <t — 1. The loop exists due to the
fact that at point of time ¢ — 1 there exists a
node n, whose child node m is such that 7 (m)
= T (0), where o0 is a node at point of time ¢'. In
particular, we can view the sequence of states as
a sequence of QCNs as follows:

N(So)—)N(Sl)...—>N(St/)...—>N(8t_1)

The sequence of QCNs is such that for all states
s; and s;41, with ¢ € {0,...,t — 2}, along with
a set of variables {zo,..., 2;} in ¢, we have that
N (si)[ok, vk = N (i) [k ok 7Y W om,m! €

m’ “m/ ’ ¥m/
{0,...,1} and V k, k' € {1,...,|¢|} by Proposi-
tion 3. Further, if we were to extend path ,
we would obtain a state s; with N (s;)[vF,, vF]
= N(se)[okE,v¥ ] ¥ m,m' € {0,...,1} and ¥
k, k' € {0,...,|9|} (i.e., s; replicates the same set
of spatial constraints with s;/, hence, the loop).
Thus, the sequence of QCNs corresponds to the
sequence shown in Figure 3, satisfies the prereg-

uisites of Proposition 2, and is therefore satisfi-

able.
As we have considered all possible scenarios, at this
point we conclude our proof. B

6 Conclusion

In this paper, we considered a generalized qualitative
spatiotemporal formalism, namely, the £, logic, which
is the product of the combination of PTL with any
qualitative spatial constraint language, such as RCC-8,
Cardinal Direction Algebra, and Block Algebra, and
showed that satisfiability checking of a £; formula is
PSPACE-complete if the constraint language consid-
ered has the properties of compactness and patchwork
for atomic networks, thus, strengthening previous re-
sults that required atomic networks to be globally con-
sistent and generalizing to a larger class of calculi.
Further, we presented a first semantic tableau method,
that given a £; formula ¢ systematically searches for
a model for ¢. The method presented builds on the
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tableau method for PTL of Wolper, and makes use of
our strengthened results to ensure soundness and com-
pleteness.

7 Future Work

In this paper, we implicitly considered that the sat-
isfiability problem in a qualitative spatial constraint
language relies on some canonical model, i.e., a struc-
ture that allows to model any (syntactically) consis-
tent QCN. It is a very interesting future direction
to consider domain interpretations that involve deter-
mined entities (constants) for a given qualitative spa-
tial constraint language, and not just abstract infinite
domains as it is normally the case. It has been shown
that such domain intepretations do not always yield
semantic truth when combined with the algorithms
that are typically used in conjuction with some canon-
ical model to derive the satisfiability of a QCN [10].
Therefore, we need to explore this implication in the
satisfiability problem in L;.
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Résumeé

Nous étudions les propriétés structurelles des for-
mules de Horn en lien avec leur graphe de dépen-
dance. Nous donnons une caractérisation simple des
arcs de ce graphe, en termes d’affectations qui satis-
font ou non une formule, et nous en dérivons un algo-
rithme efficace, pour construire le graphe de dépen-
dance de la borne supérieure de Horn d’un ensemble
de modeles; en particulier donc, de la borne supé-
rieure d’un ensemble de modeles caractéristiques. Ce
résultat nous permet également de montrer que la per-
tinence d’'une hypothése, pour un probléme d’abduc-
tion de Horn, peut étre décidée efficacement avec une
représentation par ensemble de modéles.

Abstract

We investigate the structural properties of Horn
formulas that concern their dependency graph. We
give a simple characterisation of the arcs in this graph
in terms of assignments that satisfy or falsify a formula,
and we derive an efficient algorithm for building the de-
pendency graph of the Horn Least Upper Bound of a
set of models ; thus, in particular, of a set of charac-
teristic models. This result also allows us to show that
the relevance of a hypothesis for a Horn abduction pro-
blem can be decided efficiently under model-based re-
presentation.

1 Introduction

Les formules propositionnelles CNF de Horn ont fait
I’objet de nombreux travaux dans la littérature d’intelli-
gence artificielle. Ceci est dii essentiellement a I’existence
d’algorithmes polynomiaux pour décider la satisfaisabilité
et I’implication de clauses pour de telles formules [15],
contrairement au cas des formules propositionnelles en gé-
néral, et méme des formules CNF non restreintes. De tels
algorithmes permettent en effet a un agent qui utilise une

base de connaissances de Horn, de raisonner plus efficace-
ment que s’il avait une base non restreinte.

Il y a toutefois plusieurs problémes qui ne peuvent pas
étre résolus efficacement avec des théories représentées par
des formules CNF de Horn. Des exemples de tels pro-
blemes sont la minimisation [7] et I’abduction [17], et ceci
a motivé 1’étude de restrictions additionnelles sur les for-
mules de Horn. En particulier, I’acyclicité joue un role im-
portant dans les solutions algorithmiques, et permet la mi-
nimisation efficace d’une théorie [8] et I’énumération, en
temps total polynomial, des explications, pour plusieurs
types de probleémes d’abduction, contrairement au cas des
formules de Horn non restreintes [6].

Lacyclicité d’une formule de Horn est définie sur son
graphe de dépendance, c’est-a-dire le graphe orienté dont
les sommets sont les variables de la formule, et qui contient
un arc de x; & x; si et seulement s’il y a une clause conte-
nant —x; et x; dans la formule. Les résultats de Boros
et al. [2] montrent que la cloture transitive de ce graphe
est invariante par équivalence logique (lorsque 1’on consi-
dere des formules premieres). Ceci nous permet d’étudier
ce graphe en termes d’ensembles de modeles plutot que de
formules.

Les caractérisations de propriétés de formules CNF en
termes de leurs modeles se sont souvent avérées tres utiles.
Par exemple, il est bien connu que 1’ensemble des modeles
d’une formule CNF de Horn est clos par le Et logique bit-
a-bit [14], et ceci a permis la conception de nombreux al-
gorithmes efficaces (voir par exemple le cas de 1’identifi-
cation [4]). Nous donnons ici une caractérisation des arcs
du graphe de dépendance d’une formule CNF de Horn.
Il s’avere que cette caractérisation est valide méme pour
un sous-ensemble d’un ensemble de modeles M, pourvu
que sa cloture par le Et logique bit-a-bit soit exactement
M. Notre caractérisation est donc valide en particulier
pour I’ensemble des modeéles caractéristiques d’une for-
mule [11].
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Nos principales contributions sont les suivantes. En uti-
lisant notre caractérisation, nous proposons un algorithme
efficace pour construire le graphe de dépendance de la
borne supérieure de Horn (Horn-LUB [16]) d’un ensemble
donné de modeles (précis€ément, pour construire la clo-
ture transitive de ce graphe). Cet algorithme fonctionne en
temps cubique, et nous en donnons une version plus effi-
cace pour le cas des formules CNF de Horn définies po-
sitives. Nous pensons que cette caractérisation est intéres-
sante en soi, mais nous en donnons également deux appli-
cations. La premiere, tres directe, est un algorithme efficace
pour décider si un ensemble de modeles caractéristiques est
celui d’une formule CNF de Horn acyclique. La seconde
est un algorithme efficace pour décider si une hypothese
donnée est pertinente (pour 1’inclusion) pour un probleme
d’abduction de Horn dont la théorie est représentée par un
ensemble de modeles caractéristiques. Ce dernier résultat
contraste avec la représentation par une formule, cas pour
lequel le probleme est NP-complet.

2 Formules CNF de Horn et graphes de
dépendance

Dans tout ’article, nous supposons fixé un ensemble
fini de variables propositionnelles 1, ..., x,. Un littéral
¢ est soit une variable x; (littéral positif), soit la négation
—x; d’une variable (littéral négatif). Une clause est un en-
semble de littéraux {¢1,..., ¢}, vu comme leur disjonc-
tion ; nous supposons sans perte de généralité que dans une
clause, deux littéraux distincts sont construits sur des va-
riables différentes. Une formule en forme normale conjonc-
tive (CNF) est un ensemble fini de clauses, vu comme
leur conjonction. La faille d’une CNF est définie comme
le nombre total d’occurrences de variables, c’est-a-dire
comme la somme des cardinalités de ses clauses.

Une affectation est une fonction de {z1,...,x,} dans
{0,1}. Nous écrivons m[i] pour la valeur affectée par m
ax,etsil C {l,...,n} vérifie Vi € I,m[i] = ¢
(c € {0,1}), nous notons m[I] = ¢. Nous noterons parfois
une affectation m par le mot m[1]m[2] ... m[n]. Enfin, si
mq,...,my sont des affectations, ones(myq, ..., my) dé-
signe I’ensemble de tous les indices ¢ vérifiant m[i] =
ka[l] =1.

Nous disons qu’une affectation m satisfait un littéral ¢ si
lonal = x; etm[i] = 1, oul = —x; et m[i] = 0. Nous
disons que c’est un modele d’une CNF ¢ si elle satisfait
au moins un littéral dans chaque clause de . L’ensemble
de tous les modeles de ¢ est noté Mods(p). La taille d’un
ensemble d’affectations est le nombre n de variables, mul-
tiplié par le nombre d’affectations dans I’ensemble. On dit
qu'une CNF ¢ implique une CNF ¢’ (ou une clause, vue
comme une CNF) si ’on a Mods(p) C Mods(¢') (o les
modeles sont pris sur I’ensemble de toutes les variables ap-
paraissant dans ¢ ou dans ¢’) ; de la méme maniere, ¢ et o’
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FIGURE 1 — Le graphe de dépendance G, de .,

sont dites logiquement équivalentes, ce qu’on note p = ¢/,
sil’ona Mods(p) = Mods(¢').

Un impliqué d’une CNF ¢ (respectivement, d’un en-
semble d’affectations M) est une clause C' qui est impli-
quée par ¢ (respectivement, qui est satisfaite par chaque
affectation m € M). Un impliqué C' de ¢ (respective-
ment, de M) est dit premier si aucune de ses sous-clauses
propres C' C C n’est un impliqué de ¢ (respectivement,
de M). La conjonction de tous les impliqués premiers de ¢
(respectivement, de M) est notée PI(y) (respectivement,
PI(M)); par définition, PI(p) et PI(M) sont des CNF,
etl'onag = PI(p) et M = Mods(PI(M)). Une CNF
est dite premiere si toutes ses clauses sont des impliqués
premiers d’elle-méme ; en particulier, les CNF PI () et
PI(M) sont toujours premieres.

Une clause est dite de Horn si elle contient au plus un
littéral positif, et de Horn définie positive si elle contient
exactement un littéral positif. Une CNF est dite de Horn
(définie positive) si toutes ses clauses sont de Horn (définies
positives). Le graphe de dépendance G() d’une CNF de
Horn ¢ est défini comme le graphe orienté (V, A) avec V' =
{z1,..., 2}, et (z;,2;) € Asietseulement s’il y a une
clause contenant —x; et x; dans . La CNF ¢ est alors
dite de Horn acyclique si et seulement si le graphe G(p)
est acyclique. Il est important de noter que G() peut étre
construit en temps linéaire en la taille de ¢, et que 1’on peut
décider s’il est acyclique en temps linéaire.

Exemple 1 Soit la CNF

Pex = {{ﬁ$17$2}7 {ﬁ$27$3}7 {ﬁxhﬁlﬂa,wz}, {ﬁ%ﬁ%}}

On voit facilement que p., est de Horn; son graphe de
dépendance G, est le graphe orienté donné sur la figure 1.
Ce graphe contient le circuit (o, 3, %3), et donc e, n’est
pas une CNF de Horn acyclique.

3 Cléture transitive des graphes de dé-
pendance

Le graphe de dépendance d’une CNF de Horn, tel que
défini au paragraphe 2, dépend de la syntaxe de la formule.
En d’autres termes, il est possible que deux CNF de Horn
© et ' soient logiquement équivalentes mais n’aient pas le
méme graphe de dépendance. Il est méme possible que le
graphe de I’une soit acyclique alors que I’autre ne 1’est pas,
comme illustré par I’exemple suivant.
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Exemple 2 (suite de I’exemple 1) La CNF ., est logi-
quement équivalente a la CNF

Qpiaz = {{_"Tth}ﬂ {_'1.27:173}7 {_‘xlv _|.’E4}}

En effet, ., peut étre obtenue de ., en supprimant
sa troisieme clause, ce qui préserve [’équivalence lo-
gique puisqu’elle est subsumée par la premiere. Le graphe
G(¢.,,) n’apas de circuit, donc ¢, est acyclique bien que
©Vex le ne soit pas et que I’on ait Yo, = @,

Malgré cette propriété, en apparence négative, Boros et
al. [2] montrent que 1’acyclicit¢é d’'une CNF de Horn
peut étre définie d’une maniere structurelle, c’est-a-dire
de facon a ce qu’elle soit invariante par équivalence lo-
gique. Plus précisément, nous utiliserons la proposition
suivante [2, théoreme 4.3].

Proposition 3 Soient ;1 et po deux CNF de Horn pre-
mieres logiquement équivalentes. Les clotures transitives
de G(p1) et de G(p2) sont égales.

4 Ensembles de modeéles

Nous donnons maintenant notre caractérisation des arcs
du graphe de dépendance d’une CNF de Horn en fonc-
tion de son ensemble de modeles. En utilisant la propo-
sition 3, nous pouvons en effet parler du graphe de dépen-
dance d’un ensemble d’affectations, indépendamment des
formules. Plus précisément, étant donné I’ensemble M de
modeles d’'une CNF de Horn, considérons son ensemble
d’impliqués premiers PI (M ). La proposition 3 montre que
G(PI(M)) est la cloture transitive de G(y) pour toute
CNF premiére o vérifiant Mods(p) = M ; en particu-
lier, il y a au moins une CNF de Horn acyclique ¢ véri-
fiant Mods(p) = M si et seulement si G(PI(M)) est
acyclique.

Exemple 4 (suite de I’exemple 2) L’ensemble d’affecta-
tions

M., = {0000,0001,0010,0011,0110,0111, 1110}

vérifie M., = Mods(pez). On  peut voir
que  PI(M,;) est [D’ensemble de  clauses
w1, 22}, {21, 23}, {1, ~2a ), {20, 23} ), et

nous concluons donc que le graphe G(PI(M,;)) est
acyclique.

Nous donnons maintenant nos deux résultats principaux.
Le second précise le premier dans le but d’obtenir des al-
gorithmes efficaces.

Proposition 5 Soit M [’ensemble de modeles d’une CNF
de Horn. L’arc (z;, ;) est dans G(PI(M)) si et seulement
s’il existe un ensemble d’indices I avec i,j ¢ I, et tel que
les trois conditions suivantes soient vérifiées :

1. 3mi, e Mymi il = mi[j] = 1ermi|[I] =1

2. 3miy € M,mioli] = miplj] = 0 et mfp[I] = 1

3. il n’y a pas d’affectation mi, € M vérifiant
migli] = 1, mipls] = 0 ermipll] = 1.

Preuve Par définition, (z;, ;) est un arc dans G(PI(M))
si et seulement s’il y a une clause C' = {—z;, z;,...} dans
PI(M).

Supposons tout d’abord qu’il y a une telle clause, et soit
I I’ensemble des indices de tous les littéraux négatifs de C,
excepté x;. Alors la condition 3 est vérifiée, car une telle
affectation m{o ne satisferait pas C'. Ensuite, si la condi-
tion 1 n’était pas vérifiée, alors la clause C'\ {z;} serait un
impliqué de ¢, donc C ne serait pas premiere, en contradic-
tion avec la définition de PI(M). La condition 2 se montre
avec le méme raisonnement appliqué a C' \ {—x;}.

Réciproquement, si la condition 3 est vérifiée, alors par
définition d’un impliqué, il y a un impliqué de ¢ de la
forme {-x;,x;,...}, pour lequel les indices de tous les
littéraux négatifs, excepté —x;, sont dans I. Par les condi-
tions 1 et 2, ni z; ni x; ne peuvent étre supprimés de cet
impliqué, donc il existe un impliqué premier de ¢ de la
forme désirée. O

Proposition 6 Soit M [’ensemble de modeéles d’une CNF
de Horn. L'arc (x;, ;) estdans G(PI(M)) si et seulement
s’il existe deux affectations mi1, mog € M telles que les
trois conditions suivantes soient vérifiées :

1. mn[i] = mn[j] =1
2. mooli] = moolj] =0
3. il n’y a pas d’affectation myy € M vérifiant

m1o[i] =1, mlo[ﬂ =0et mlo[ones(mn, moo)] =
1.

Preuve Supposons tout d’abord que (z;,z;) est un arc
dans G(PI(M)). Soient I, m!,, m{, comme dans la pro-
position 5, et soient m1; = mi; et mgg = mi,. Alors les
conditions 1 et 2 de la proposition 5 impliquent les condi-
tions 1 et 2 de la présente proposition. Elles impliquent éga-
lement I C ones(mq1,moo), et nous pouvons conclure en
utilisant la condition 3 de la proposition 5.
Réciproquement, supposons qu’il existe mi1, mgg vé-
rifiant les trois conditions. On voit alors facilement que
I = ones(mi1,meo), miy = may et mf, = mgo véri-
fient les conditions de la proposition 5, ce qui permet de
conclure directement. ]

Exemple 7 (suite de I’exemple 4) Les deux affectations
mq1 = 1110 et mog = 0000 de M., attestent la pré-
sence de l’arc (x1,x9) dans G(PI(Mey)), puisqu’il n’y
a pas d’affectation myg dans M, vérifiant myg[l] = 1 et
m1o[2] = 0. Par ailleurs, puisqu’il n’y a pas d’affectation
m dans M., satisfaisant m[1] = m[4] = 1, nous pouvons
conclure que ni (x1,x4) ni (x4, 1) ne sont des arcs dans
G(PI(M..))

- 157 -



IAF 2015 — Sur des propriétés structurelles des formules de Horn

5 Bornes supérieures de Horn

Les résultats donnés au paragraphe 4 ne sont pas trés sur-
prenants, puisque I’ensemble complet des modeles d’une
CNF contient énormément d’information explicite. Nous
montrons maintenant que, de fagon bien plus intéressante,
ces résultats se généralisent au cas ou I’ensemble de mo-
deles d’une CNF n’est pas donné explicitement, mais par
un de ses sous-ensembles. Nous rappelons tout d’abord les
notions utilisées.

Lorsqu’une CNF ¢ est de Horn, il est bien connu que
Iensemble d’affectations Mods(p) est clos par Et lo-
gique bit-a-bit [14, 4]; ceci signifie que pour toute paire
de modeles {m,m’'} de ¢, Iaffectation m A m’ définie
par ones(m A m') = ones(m,m’) est également dans
Mods(gp). C’est par ailleurs une caractérisation, en ce sens
que si un ensemble d’affectations a cette propriété, alors
c’est nécessairement 1’ensemble des modeles d’au moins
une CNF de Horn. Nous disons donc d’un ensemble d’af-
fectations clos par Et logique bit-a-bit qu’il est de Horn.

11 s’ensuit qu’étant donné un ensemble d’affectations M,
il existe un unique ensemble d’affectations qui est de Horn,
qui inclut M et qui est minimal pour I’inclusion [4]. Cet en-
semble peut étre obtenu en calculant itérativement la clo-
ture de M par Et, et nous I’appelons sa borne supérieure
(de Horn) (Horn-LUB). Nous notons M la Horn-LUB de
M1

Si M est de Horn, il existe de plus un unique ensemble
d’affectations qui est inclus dans M, qui a M comme
Horn-LUB, et qui est minimal pour I’inclusion. Cet en-
semble est appelé ’ensemble des modeéles caractéristiques
(de Horn), ou des modeles extrémaux, de M [16, 11], et
nous le notons Char(M).

Exemple 8 (suite de I’exemple 7) L’ensemble d’affecta-
tions Char., = {0001,0011,0111,1110} est I’ensemble
des modeles caractéristiques de ’ensemble M.,. Il vé-
rifie donc en particulier Chare, = M,,. Lensemble
{0001,0010,0011,0111,1110} a également M., comme
Horn-LUB, mais ce n’est pas un ensemble de modéles ca-
ractéristiques, puisqu’il n’est pas minimal pour 'inclusion
(une autre facon de le voir est que I’affectation 0010 peut
étre obtenue comme le Ft de deux autres affectations de
I’ensemble, en I’occurrence 0011 et 1110).

De nombreux travaux se sont intéressés aux modeles carac-
téristiques [10, 16, 11, 6]. Cet intérét provient du fait que
la représentation d’une théorie de Horn par son ensemble
de modeles caractéristiques peut économiser un espace ex-
ponentiel (méme si cela n’est pas garanti et que 1’inverse
peut également se produire), tout en rendant plus facile bon
nombre d’opérations.

1. Notons que I’expression « borne supérieure de Horn de M » dé-
signe en général une CNF ayant pour ensemble de modeles la cloture de
M. Toutefois, notre notation M empéche toute confusion.
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Nous montrons maintenant qu’étant donné un ensemble
d’affectations M, toute I'information sur le graphe de
dépendance de PI(M) peut étre retrouvée efficacement.
En particulier, il s’avére qu’un ensemble de modeles ca-
ractéristiques est suffisant pour retrouver cette informa-
tion. Soulignons que ceci n’était a priori pas garanti, car
certains problémes cessent d’étre traitables efficacement
lorsque I’on passe d’un ensemble complet d’affectations a
I’ensemble correspondant de modeles caractéristiques ; un
exemple est le probléme consistant a décider si une CNF
de Horn a pour ensemble de modeles la Horn-LUB d’un
ensemble donné d’affectations [12].

Proposition 9 (parallele a la proposition 6) Soit M un
ensemble quelconque d’affectations. L’arc (x;,x;) est
dans G(PI(M)) si et seulement s’il existe des affecta-
tions 11, oo € M telles que les trois conditions suivantes
soient vérifiées :

1opnfi] = pualj] =1

2. poo[i] = pools] =0

3. iln’y a pas d’affectation 19 € M vérifiant pyo[i] =
1, p1ols] = 0 et piofones(pa1, poo)] = 1.

Preuve Supposons tout d’abord que (x;,x;) est un arc
dans G(PI(M)), et soient my1,mo9 € M comme dans
la proposition 6. Par définition de M, il existe un sous-
ensemble M7, de M, non vide, vérifiant mi; = A My ;
puisque I'on a my1[i] = myifj] = 1, on a Vm €
M;i1,m[i] = m[j] = 1, et nous définissons 17 comme
I’'une quelconque de ces affectations m. De facon simi-
laire, il y a un sous-ensemble My de M, non vide, vérifiant
moo = \ Moo. Puisque I’on a mgg[i] = moo[j] = 0,0n a
soit (i) Im € Moo, m[i] = m[j] = 0, soit (i) Im, m’ €
Moo, m[i] = m/[j] = 0and m[j] = m/[i] = 1. Mais
puisque par construction on a Vm € My, ones(m) 2
ones(mgg) 2 ones(mii, moo), la possibilité (i) contre-
dirait la condition 3 de la proposition 6; donc on a Im €
Moo, m[i] = m[j] = 0, et nous définissons oo comme une
telle affectation m. Par construction, 11 et poo satisfont
les conditions 1 et 2. Enfin, puisque par construction on a
ones(mi1) C ones(ui1) et ones(mog) C ones(igop), et
puisque (par la condition 3 de la proposition 6) il n’y a pas
d’affectation myo € M vérifiant myo[i] = 1, myg[j] = 0
et myplones(ui1, t10)] = 1, il n’y a a fortiori pas de telle
affectation mg dans M, et la condition 3 est donc vérifiée.

Supposons maintenant qu’il existe des affectations
i1, oo € M vérifiant les trois conditions de la propo-
sition, et soient my; = p11 et mgy = foo. Puisque I'on
aM C M,onamy;,mg € M ;nous montrons que ces
affectations vérifient également les conditions de la propo-
sition 6. Les conditions 1 et 2 en sont évidemment satis-
faites. Nous considérons donc la condition 3. Supposons
par I’absurde qu’il existe une affectation myy € M véri-
fiant myo[i] = 1, mig[j] = 0 et myg[ones(my1, moo)] =
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1. Alors, comme ci-dessus il existe un ensemble d’affec-
tations Mo C M vérifiant mig = /\M10 et H,ulo S
Mo, paoli] = 1, p1olj] = 0 et pyo[ones(mir, moo)] = 15
puisque I’on a m11 = p11 €t mog = oo, ceci contredit la
condition 3. O

Exemple 10 (suite de ’exemple 8) Les deux affectations
p11 = 1110 et poo = 0001 de Chare, attestent la pré-
sence de 'arc (x1,x2) dans G(pey). Observons que Iaf-
fectation 0000 mise en évidence dans ’exemple 7 n’est pas
un modele caractéristique, mais qu’elle peut étre obtenue
des affectations de Char.,, par 0000 = A{0001, 1110}.

Proposition 11 Soir M un ensemble quelconque d’affec-
tations. Le graphe G(PI(M)) peut étre construit en temps
cubique en la taille de M.

Preuve L’algorithme s’inspire directement de la caracté-
risation de la proposition 9. Pour chaque couple (z;,z;)
de variables, I’algorithme décide si I’arc (z;, ;) est dans
G(PI(M)). Pour ce faire, il considere tous les couples
(411, poo ) €t pour chacun il décide s’il y a dans M une
affectation pu1¢ falsifiant la condition 3 de la proposition 9.

Notons m le nombre d’affectations dans M, et rappelons
que n désigne le nombre de variables. I1'y a O(n?) couples
de variables, et pour chaque couple il y a O(m?) couples
(111, ptoo) & considérer. Etant donnés (x4, z5) et (pa1, Hoo)s
la présence d’une affectation p¢ telle que dans la propo-
sition 9 peut étre décidée en parcourant M une fois, en
temps O(mn). La complexité de 1I’algorithme est donc en
O(n?*m?mn) = O(m3n?), c’est-a-dire cubique en la taille
de M. m]

6 Bornes supérieures de Horn définies
positives

Rappelons qu’une CNF est dite de Horn définie posi-
tive si chacune de ses clauses contient exactement un litté-
ral positif. On voit facilement que 1’ensemble des modeles
d’une CNF de Horn est celui une CNF de Horn définie po-
sitive si et seulement s’il contient 1’affectation qui associe
1 a toutes les variables. Nous notons cette affectation 1. Le
lemme suivant est évident, puisque 1’affectation T ne peut
pas étre obtenue par le Et bit-a-bit d’autres affectations.

Lemme 12 Soit M un ensemble quelconque d’affecta-
tions. L’ensemble M contient I’affectation 1 si et seulement
si M la contient également.

Nous montrons maintenant que dans le cas défini positif,

le graphe de dépendance de PI(M) peut étre obtenu plus
efficacement que dans le cas général.

Proposition 13 Soir M un ensemble d’affectations conte-
nant 1. Le graphe G(PI1(M)) peut étre construit en temps
O(m?*n3), oii m est le nombre d’affectations dans M.

Preuve Pour montrer le résultat, nous montrons qu’étant
donné un couple de variables (x;,x;), il y a un arc de z;
a z; dans G(PI(M)) si et seulement s’il existe une af-
fectation po9 € M vérifiant pooli] = poolj] = 0, et
telle qu’il n’y ait pas d’affectation Mo € M vérifiant
pao(i] = 1, pao[s] = 0 et paglones(1, poo)] = 1 (c’est-
a-dire p110[ones(poo)] = 1). Nous renforgons donc la ca-
ractérisation de la proposition 9 en montrant qu’il suffit de
considérer 11 = I.

Tout d’abord, s’il existe une affectation pgo comme ci-
dessus, alors puisque 11 = T est dans M, la proposition 9

permet de conclure que ’arc (x;, ;) est dans G(PI(M)).
Réciproquement, si cet arc est dans G(PI(M)), alors il
existe des affectations p1; et oo comme dans la proposi-
tion 9. En particulier, il n’y a pas d’affectation p19 € M
vérifiant pu10[i] = 1, p1o[j] = 0 et pao[ones(pai, poo)] =
1. Mais on voit facilement que 1’on a ones(u11, f00) <
ones(to), donc il n’y a a fortiori pas d’affectation pig
vérifiant ,Ll,l()[Z] = 1, [Llo[]] =0et Mlo[On(ﬂS(‘uoo)] = 1.
Ceci suffit a conclure.

La complexité est établie comme suit. Soit de nouveau m
le nombre d’affectations dans M. Pour chacun des O(n?)
couples de variables (x;,x;), il y a m affectations candi-
dates g, et pour chacune il suffit de décider la présence
d’une affectation pi39 comme ci-dessus, en temps O(mn)
en parcourant M. o

7 Bornes supérieures de Horn acy-
cliques

En utilisant les résultats donnés aux paragraphes précé-
dents, nous sommes maintenant en mesure de donner une
caractérisation des ensembles d’affectations M tels que M
est ’ensemble de modeles d’une CNF de Horn acyclique.
Les résultats qui suivent sont des corollaires directs des
résultats précédents. Rappelons sulement que 1’ensemble
d’affectations M est 1’ensemble de modeles d’une CNF
de Horn acyclique si et seulement si le graphe G(PI(M))
est acyclique. Par ailleurs, ce graphe a un circuit (c’est-a-
dire, n’est pas acyclique) si et seulement s’il a un circuit de
taille 2 (de la forme (z;, z;,x;)), puisqu’il est transitive-
ment clos. Ce dernier point implique qu’il n’est pas néces-
saire de construire le graphe G(PI(M)) entierement pour
décider s’il est acyclique, et qu’il suffit de vérifier tous les

couples de variables.

Proposition 14 Soit M un ensemble quelconque d’affec-
tations. Il n’existe pas de CNF de Horn acyclique p véri-
fiant M = Mods() si et seulement s’il existe deux indices
i,j et quatre affectations 1, poo, i1, oo € M vérifiant
les quatre conditions suivantes :

1. paa[i] = paalj] = Let pooli] = pools] = 0
2. il n’existe pas d’affectation 1110 € M satisfaisant
paoli] =1, paolj] = 0 et paolones(pay, poo)] = 1
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3. pig[i] = w1 9] = Let pgoli] = pgo[s] =0
4. il n’existe pas d’affectation pjy; € M satisfaisant
po1[i] = 0, piy [J] = 1 et gy [ones(piy, o )] = 1.

Proposition 15 Soit M un ensemble d’affectations conte-
nant 1. Il 0’ existe pas de CNF de Horn acyclique o véri-
fiant M = Mods(¢) si et seulement s’il existe deux indices
i,j et deux affectations oo, pyy € M vérifiant les quatre
conditions suivantes :

1. pooli] = pools] =0

2. il n’existe pas d’affectation pig € M satisfaisant
pioli] =1, paolj] = 0 et purolones(poo)] =1

3. pooli] = pooli] =0

4. il n’existe pas d’affectation pjy, € M satisfaisant
p1o1[d] = 0, piyy [§] = 1 et pagy [omes(pgp)] = 1.

1
1

Proposition 16 On peut décider, pour un ensemble d’af-
fectations M donné (respectivement, contenant f), si M
est I'ensemble de modeles d’'une CNF de Horn acyclique
en temps O(m3n?) (respectivement, O(m?n?)), oi m est
le nombre d’affectations dans M. Ceci est vrai en particu-
lier si M est un ensemble de modeles caractéristiques.

8 Pertinence pour I’abduction

Nous terminons en donnant une application de nos ré-
sultats a un probleme lié a I’abduction. L’ abduction est le
processus consistant a expliquer une observation en fonc-
tion d’une théorie et d’un ensemble d’hypothéses. 11 est
bien connu que ce processus a de nombreuses applications,
par exemple au diagnostic médical [3], a I’interprétation de
textes en langue naturelle [9], ou a la configuration interac-
tive de produits [1].

Nous adopterons la formalisation suivante du processus
d’abduction.

Définition 17 Une instance du probléme d’abduction est
un triplet (X, H, q), o . est une théorie, H est un sous-
ensemble de ses variables et q (la manifestation) est ['une
de ses variables. Une explication pour (X, H,q) est un
sous-ensemble E de H tel que la formule X N\ )\ E soit co-
hérente et implique q. Une explication E est dite minimale
s’il n’existe pas d’explication E' C E pour (X, H, q).

Le probleme consistant a décider s’il existe une explica-
tion pour une instance donnée du probléme d’abduction est
bien connu comme tres difficile pour une représentation de
la théorie X par une formule. Plus précisément, il est X1'-
complet si la théorie 3 est donnée en CNF, et NP-complet
si elle est donnée par une CNF de Horn [5]. A contrario, ce
probléme peut étre résolu en temps polynomial si la théo-
rie est de Horn, et représentée par son ensemble de modeles
caractéristiques [11].
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Il s’avere que le probleme de pertinence [3, 5] ala méme
complexité que le probléme d’existence d’une explication,
pour une représentation par des formules. Une hypothese
h € H est dite pertinente pour une instance (3, H,q) du
probleme d’abduction s’il existe au moins une explication
minimale qui contient h [5].

Proposition 18 Le probleme consistant a décider si une
hypothése h € H donnée est pertinente pour une instance
(X, H, q) du probléeme d’abduction, o ¥ est une CNF de
Horn, est NP-complet. Il reste NP-complet méme si 3 est
restreinte a la classe des CNF de Horn définies positives.

Preuve Eiter et Gottlob montrent ce résultat pour le cas
ol les manifestations sont des conjonctions de variables [5,
théoreémes 5.5 et 5.7]. Dans notre cadre ou la manifestation
est seulement une variable, 1’appartenance a NP découle
de leur résultat. Pour la difficulté, il suffit d’observer que
le probleme consistant a expliquer g1 A - - - A ¢, pour une
théorie X, se réduit au probleme consistant a expliquer g
pour la théorie ¥ A (—g1 V -+ V =gy, V q), Ol g est une
variable n’apparaissant pas dans 3. a

Ce que nous montrons maintenant est que, a contrario, la
pertinence d’une hypotheése donnée peut étre décidée en
temps polynomial si ¥ est de Horn, et représentée par 1’en-
semble de ses modeles caractéristiques. Nous utiliserons le
lemme, classique, suivant [13].

Lemme 19 Soit (X, H, q) une instance du probléeme d’ab-
duction, et soit E C H. Alors E est une explication mi-
nimale pour (X, H,q) si et seulement si la clause q V
V zep T est un impliqué premier de .

Ainsi, h est pertinente pour (X, H, q) si et seulement s’il
existe un impliqué premier de > dont toutes les variables
sont dans I’ensemble H U {q}, et qui contient =/ et ¢. Pour
traiter la condition que chaque variable soit dans H U {q},
nous définissons la projection My, d’un ensemble M d’af-
fectations aux variables {z1,...,z,}, sur un ensemble de
variables V C {z1,...,z,}, comme I"’ensemble d’affecta-
tions a V' qui concordent avec au moins une affectation de
I’ensemble M [18].

Exemple 20 (suite de ’exemple 4) Soitr V'  [’ensemble
{z2,23}. La projection de M, sur V est I’ensemble
d’affectations {00,01,11}.

On voit aisément que les impliqués de M qui ne
contiennent que des variables de 1’ensemble V' sont exac-
tement les impliqués de la projection de M sur V. On voit
tout aussi aisément, en utilisant la cldture par Et bit-a-bit,
que si M est la Horn-LUB de X et que V' est un ensemble
de variables, alors M)y, est la Horn-LUB de Xy-. Nous ob-
tenons alors le résultat suivant.
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Proposition 21 On peut décider si une hypothése h € H
est pertinente pour une instance (X, H,q) du probléme
d’abduction en temps O(m?>n) (respectivement, O(m?n)),
si X est donnée par l’ensemble M de ses modéles ca-
ractéristiques (respectivement, et contient T), ou m est le
nombre d’affectations dans M.

Preuve L’algorithme découle directement des observa-
tions ci-dessus. Etant donné (M, H,q), il projette tout
d’abord I’ensemble de modeles caractéristiques M de X
sur H U {q}, puis il décide s’il existe un impliqué premier
de sa Horn-LUB M 4} qui contient a la fois —h et g.
La projection de M peut étre calculée en temps linéaire
O(mn), et il y a au plus m affectations dans 1’ensemble
M, ryqq) résultant. Par ailleurs, décider s’il existe un im-
pliqué premier de M4y qui contient a la fois —h et g
revient a décider si I’arc (h, q) est dans G(PI(Mguqqy))
ce qui peut étre fait en temps O(m3n) avec la caractérisa-
tion de la Proposition 9, et en temps O(m?n) comme dans
la proposition 13 si M (et donc M|fryqq)) contient I. o

9 Conclusion

Nous avons donné une caractérisation simple des arcs
présents dans la cloture transitive du graphe de dépendance
d’une CNF de Horn (premiere), en termes d’ensembles
de modeles. Ce résultat nous a permis de proposer un al-
gorithme polynomial pour construire le graphe de dépen-
dance de I’ensemble de tous les impliqués premiers d’une
théorie de Horn X2, donnée par 1’ensemble de ses modeles.
De facon plus importante, cet algorithme fonctionne exac-
tement de la méme maniere si la théorie X est donnée par
un sous-ensemble M de ses modeles, dont la Horn-LUB
est 2.

Nous pensons que ce résultat est intéressant en soi. Nous
en avons toutefois donné deux applications. Tout d’abord,
I’existence d’une CNF de Horn acyclique, ayant pour en-
semble de modeles la Horn-LUB d’un ensemble donné
d’affectations, peut €tre décidée en temps polynomial. En-
suite, nous avons montré que la pertinence d’une hypo-
theése pour une instance du probléme d’abduction peut étre
décidée en temps polynomial si la théorie est de Horn,
et donnée par 1’ensemble de ses modeles caractéristiques,
contrairement au cas ol elle est donnée par une CNF de
Horn. Ce probléme s’ajoute ainsi a la liste des problemes
qui peuvent étre résolus plus efficacement pour une repré-
sentation par modeles que pour une représentation par for-
mules.

La principale perspective de ce travail est 1’application
de notre caractérisation a d’autres problemes. Par exemple,
Eiter and Makino ont montré que pour une représentation
par des CNF, plusieurs problemes relatifs a 1’énumération
des explications pour le probleme d’abduction sont plus fa-
cile si la théorie (CNF de Horn) est acyclique [6]. Puisque

les problemes correspondants sont difficiles pour une re-
présentation par modeles, nous espérons que notre caracté-
risation permettra de tirer parti de I’hypothese d’acyclicité
dans cette représentation.
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