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Éditorial
Journées Francophones

de Programmation par Contraintes

Les Journées Francophones de Programmation par Contraintes (JFPC) sont organisées à l’initiative de l’Asso-
ciation Française de Programmation par Contraintes (AFPC). Elles constituent le principal congrès francophone
centré autour des problèmes de satisfaction de contraintes (CSP), de satisfiabilité (SAT) et de programmation
logique sous contraintes (CLP). Les JFPC regroupent aussi des thématiques liées comme la recherche opération-
nelle (RO), les méta-heuristiques, l’analyse par intervalles, etc. De part ses applications, la programmation par
contraintes s’ouvre à de nombreuses communautés connexes, en particulier la robotique et la bio-informatique.

Les JFPC se veulent un lieu convivial de rencontres, de discussions et d’échanges entre doctorants, chercheurs
confirmés et industriels. Historiquement, les JFPC sont issues de la fusion entre les Journées Francophones de
Programmation Logique avec Contraintes (JFPLC) qui existaient depuis 1992 (voire 1982, si on considère son
prédécesseur, le Séminaire Programmation en Logique) et des Journées Nationales sur la Résolution Pratique
de Problèmes NP-Complets (JNPC) qui existaient depuis 1995 (pendant les deux premières années sous le nom
de CNPC). Ces dix-septièmes Journées Francophones de Programmation par Contraintes ont eu lieu du 27
au 29 juin 2022 à Saint-Etienne pour la première fois dans le cadre de la Plate-Forme Intelligence Artificielle
(PFIA’22). Auparavant, les JFPC avaient pendant quelques années été organisées conjointement avec les JFPLC
(avant la fusion) et plus tard avec les JIAF (avant que ces derniers ne rejoignent la PFIA).

Le comité de programme a été composé en essayant de représenter le plus de lieux possibles et en intégrant
un certain nombre de jeunes chercheurs (doctorants en toute fin de thèse ou ATER) en plus des chercheurs
expérimentés. La présence de jeunes chercheurs dans le comité de programme se justifie par l’état d’esprit général
de JFPC : être un lieu de rencontres entre tous les chercheurs de la communauté où les plus jeunes peuvent
prendre de l’expérience dans un cadre convivial et bienveillant. Le passé a montré que les chercheurs débutants
sont très soucieux de relire les articles avec un soin particulier, ce qui compense leur manque d’expérience. Je
remercie tous les membres du comité de programme du temps qu’ils ont passé et de la qualité de leur relecture.

Cette année, vingt-six soumissions (douze articles longs, trois articles courts et onze résumés d’articles déjà
publiés dans une conférence internationale de renom l’an passé) ont été relues, toutes ont été acceptées (une
a malheureusement été retirée, ses auteurs ne pouvant finalement pas participer à PFIA). Ce taux inédit (et
difficilement dépassable) d’acceptation ne résulte pas seulement du caractère traditionnellement peu sélectif de
la conférence (qui a par exemple tendance à accepter le travail non complètement abouti d’un doctorant afin
de lui permettre de présenter son travail devant la communauté et d’avoir des retours constructifs). Il s’avère
qu’il n’y a eu réellement aucune note négative attribuée à aucun papier (ce qui a grandement simplifié le travail
du président du comité de programme, aucune discussion sur l’acceptation d’un papier n’ayant donc eu besoin
d’avoir lieu).

En plus des présentations orales des articles que vous retrouverez dans ces actes, nous avons eu pendant
la conférence trois exposés invités : celui de Tias Guns "Learning and Reasoning with Constraint Solving",
celui de Pierre Deransart "50 ans de Prolog, et après ?" dans le cadre de la célébration des 50 ans de Prolog
(session commune avec CNIA) et celui de Chu-Min Li "Intégration du raisonnement SAT dans la résolution des
problèmes difficiles".

Il me reste à remercier particulièrement toute l’équipe du comité d’organisation de PFIA qui a su répondre
aux besoins de JFPC au-delà de mes attentes et qui nous ont accueilli avec bienveillance et souplesse, l’encadre-
ment rigoureux et très rodé de l’organisation ne prenant jamais le dessus sur leur souci d’essayer de satisfaire
au maximum nos demandes et nos particularités.

Nicolas PRCOVIC
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Échantillonnage de solutions pratiquement uniforme en
programmation par contraintes

Gilles Pesant1, Claude-Guy Quimper2 and Hélène Verhaeghe1
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Résumé
La capacité d’échantillonner des solutions dans un espace
de recherche combinatoire contraint a des applications
dans des domaines tels que le raisonnement probabiliste
et la vérification de matériel/logiciel. Une propriété
souhaitable d’un tel échantillonnage est l’uniformité du
tirage aléatoire parmi les solutions. Notre approche se
base sur un hachage universel ayant des garanties sur
l’uniformité du tirage. Nous résumons ici notre article
"Practically Uniform Solution Sampling in Constraint
Programming", accepté à CPAIOR2022 [3].

Mots-clés
Échantillonnage uniforme, hachage, dénombrement

Abstract
The ability to sample solutions of a constrained
combinatorial space has important applications in areas
such as probabilistic reasoning and hardware/software
verification. A highly desirable property of such samples
is that they should be drawn uniformly at random, or at
least nearly so. Our approache approaches is based on
universal hashing which provide probabilistic guarantees
about sampling uniformity. We summarise here our paper
"Practically Uniform Solution Sampling in Constraint
Programming" accepted at CPAIOR2022 [3].

Keywords
Uniform sampling, haching

1 Introduction
De nombreux mais importants problèmes peuvent être
exprimés sur un espace combinatoire contraint : trouver
un élément satisfaisant (i.e. une solution) dans cet
espace et chercher pour un optimal selon un critère sont
probablement les tâches les plus communes. Compter
combien de solutions il y a et échantillonner des solutions
de manière uniforme aléatoirement ont également des
applications importantes. Des exemples de telles tâches
existent en planification, inférence Bayesienne, vérification
de code, pour ne nommer que celles-ci.

Les compteurs de modèles qui suivent une approche
basée sur le hachage universel bénéficient de garanties
probabilisitiques concernant la qualité du dénombrement
approximatif qu’ils donnent. Dans le contexte des modèles
SAT, de tels hachages universels prennent la forme de
contraintes de parité (XOR) générées de manière aléatoire
[1]. Dans un contexte plus large de variables avec
domaine fini et de modèles PPC, ces contraintes se
généralisent par des contraintes d’égalités linéaires en
arithmétique modulaire générées de manière aléatoire,
telles qu’investiguées dans [2].
Récemment, un échantillonneur de solutions pour la PPC
[4] s’inspire de l’idée de découpe de l’espace de recherche
en cellules et se concentre sur une telle cellule. Cette
découpe est faite en ajoutant des contraintes de tables
aléatoires de faible arité au modèle PPC. Malheureusement
cette méthode n’est ni supportée par des garanties
théoriques garantissant la qualité de l’échantillonnage
ni n’a montré un échantillonnage uniforme durant les
expériences.
Notre méthode ajoute certaines contraintes linéaires
modulaires, partageant les mêmes garanties probabiliste
que les contraintes XOR pour SAT, afin d’échantillonner les
solutions d’un modèle PPC. En pratique, nos expériences
montrent que nous arrivons à un échantillonnage presque
uniforme. Notre méthode est indépendante du modèle
échantillonné et peut être appliquée tant que le solveur PPC
supporte les contraintes requises.

2 Échantillonnage uniforme
Notre but est d’utiliser des fonctions de hachage
indépendantes les unes des autres pour diviser l’espace de
solutions en cellules contenant environ le même nombre
de solutions chacune. L’échantillonnage se fait par
énumération des solutions d’une cellule de la taille choisie.
Un des avantages de telles cellules obtenues par hachage de
l’espace est que l’énumération des solutions contenues est
plus rapide dû à un espace plus petit. Un autre avantage est
la garantie de ne pas avoir de doublon au sein d’une même
cellule.

Échantillonnage de solutions pratiquement uniforme en programmation par contraintes
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Figure 1: Problème des modèles de caractéristique avec
contrainte additionnelle sur l’objectif (obj ≥ 17738)

Le partitionnement presque uniforme des solutions peut
être atteint en ajoutant le système de m inégalités linéaires
modulaires sur n variables avec domaine entier fini

Ax ≤ b (mod p)

où x est le vecteur des n variables avec domaine entier fini,
A est une matrice m× n dont les éléments appartiennent à
[p] , {0, 1, . . . , p − 1}, b est un vecteur de m éléments de
[p], et p est le modulo. Les inégalités linéaires modulaires
possèdent 2 propriétés si le modulo p est un nombre
premier. Premièrement, un partitionnement uniforme des
solutions, et, secondement, l’indépendance garantie entre
deux solutions. En utilisant un nombre premier, on peut
également appliquer une élimination de Gauss-Jordan sur
le système d’inégalités linéaires afin de le réécrire sous
forme paramétrique. Son ensemble de solutions, encodable
comme une contrainte de table, peut être obtenu par simple
énumération sur les domaines des variables. Cela permet
d’arriver à la consistance des domaines par une contrainte
de table ajoutée au modèle. La proportion de solutions (ou
taille de la cellule) est contrôlé par le nombrem d’inégalités
linéaires modulaires ajoutées ainsi que par le choix des les
valeurs dans b.

3 Expériences
Durant nos expériences, nous avons testé notre méthode
sur quatre problèmes: le problème des N-Reines, le
problème des modèles de caractéristique (problème de
configuration de logiciel), un modèle synthétique_n_d
(créé avec n variables de taille de domaine d, de telle
sorte que le nombre total de solutions soit calculable
analytiquement) et le problème Myciel (coloriage de
graphe). Pour vérifier l’uniformité de l’échantillonnage sur
les examplaires avec un nombre raisonnable de solutions,
nos tests échantillonnent 30 fois le nombre de solutions.
Des cellules contenant 1%, 5% et 25% des solutions
sont utilisées pour effectuer l’échantillonnage. Pour
les examplaires avec plus de solutions, une centaine de
solutions sont échantillonnées via des cellules contenant
0.001% de solutions.
La qualité de l’échantillonnage est analysée en calculant
l’évolution de la p-valeur. La figure 1 montre l’évolution

de la p-valeur à chaque solution échantillonnée en plus sur
l’examplaire du problème des modèles de caractéristiques
auquel une contrainte à été ajoutée sur la valeur de l’objectif
(afin de réduire le nombre de solution à 95). Plus celle-ci
est proche de 1, plus l’échantillonnage est uniforme. Nous
nous comparons à un oracle (ligne bleue) qui suppose toutes
les solutions connues et qui tire une solution au hasard
à chaque fois (basé sur le générateur aléatoire de java).
Nous nous comparons également à la méthode de Vavrille
et al. [4] (ligne orange). Nous pouvons voir sur le graphe
que notre méthode obtient un échantillonnage le plus
uniforme parmi les méthodes. L’uniformité est également
meilleure plus les cellules considérées sont grandes, ce qui
est attendu puisque les solutions d’une même cellule sont
garanties distinctes. Des résultats similaires sont obtenus
sur d’autre problèmes.
D’un point de vue du temps d’exécution, pour les
examplaires avec beaucoup de solutions, pour une
énumération d’une cellule contenant 0.005% des solutions,
nous avons pu observer que notre méthode est beaucoup
plus rapide que d’énumérer l’entièreté des solutions pour
ensuite sélectionner le nombre de solutions équivalent au
contenu de la cellule. Nous obtenons également une bien
meilleure uniformité que [4].

4 Conclusion
Notre papier décrit une nouvelle approche pour
échantillonner de manière uniforme un ensemble de
solutions d’un modèle de PPC. Les résultats empiriques
démontrent que notre méthode atteint presque l’uniformité.
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Résumé
La configuration de systèmes est généralement formalisée
sous forme d’un problème de satisfaction de contraintes.
Le modèle générique d’une famille de systèmes se confond
alors avec le CSP. Deux types d’approches permettent de
résoudre un CSP et de définir ainsi une solution de confi-
guration : les approches par filtrage (qui agissent de fa-
çon itérative sur le réseau de contraintes) et les approches
par compilation (qui raisonnent sur l’espace des solutions).
Ces deux approches ont chacune des avantages et des in-
convénients, en termes de temps de compilation, temps de
filtrage, compacité des solutions, etc. Dans nos travaux de
thèse, nous souhaitons hybrider ces deux approches afin de
tirer profit de leurs avantages et de limiter leurs défauts,
sur des problèmes de configurations. Dans ce contexte, le
but de cet article est d’établir un cadre expérimental qui
permet de valider la pertinence d’une approche hybride
des approches par filtrage et par compilation. Nous ana-
lyserons les caractéristiques des approches hybrides, pour
mettre en évidence des critères comme l’évolutivité d’un
CSP. Ensuite, nous reprendrons un protocole de configura-
tion basé sur des CSP majoritairement discrets, avec des
problèmes de configuration de tailles différentes, avec et
sans variables continues. Nous nous proposons de l’élargir
à d’autres types de CSP pour prendre en compte les spécifi-
cités des problèmes de configuration (architecture de CSP,
CSP dynamique, etc.). Grâce à ce cadre, des premières hy-
pothèses d’hybridation seront formulées.

Mots-clés
configuration hybridation compilation de connaissances
propagation de contraintes

Abstract
The configuration of systems is usually formalized as a
constraint satisfaction problem. The generic model of a fa-
mily of systems is then merged with the CSP. Two types
of approaches are used to solve a CSP and thus define
a configuration solution : filtering approaches (which act
iteratively on the constraint network) and compilation ap-
proaches (which reason on the solution space). Both ap-
proaches have advantages and disadvantages, in terms of
compilation time, filtering time, compactness of solutions,

etc. In our thesis work, we wish to hybridize these two ap-
proaches in order to take advantage of their advantages and
limit their drawbacks, on configuration problems. In this
context, the aim of this paper is to establish an experimental
framework that allows us to validate the relevance of a hy-
brid approach of the filtering and compilation approaches.
We will analyze the characteristics of hybrid methods, to
highlight criteria such as the scalability of a CSP. Then, we
will take up a configuration protocol based on mostly dis-
crete CSPs, with different sizes of configuration problems,
with and without continuous variables. We propose to ex-
tend it to other types of CSP to take into account the speci-
ficities of configuration problems (CSP architecture, dyna-
mic CSP, etc). Thanks to this framework, first hybridization
hypotheses will be formulated.

Keywords
configuration hybridization knowledge compilation
constraint propagation

1 Introduction
Depuis les dernières décennies le marché doit faire face à
une demande croissante en produits ou services personna-
lisés dans tous les secteurs. De plus, cette demande s’ac-
compagne d’un essor des technologies du web pour le com-
merce qui permettent un lien plus direct entre les clients et
les entreprises. Pour répondre à ces enjeux, de nombreuses
entreprises proposent maintenant à leurs clients potentiels
de personnaliser leurs produits ou services directement en
ligne. Pour y parvenir les entreprises doivent faire face à
deux problématiques : la définition de systèmes configu-
rables et la mise en ligne de configurateurs interactifs.
La définition de systèmes configurables repose sur l’exploi-
tation d’un catalogue de systèmes ou de familles de sys-
tèmes mais aussi des différentes connaissances métier di-
rectement ou indirectement liées aux systèmes. Pour repré-
senter et manipuler l’ensemble de ces connaissances dont
la combinatoire peut rapidement exploser, il est nécessaire
de recourir à des formalismes adaptés. Une des méthodes
souvent utilisées est la modélisation de la connaissance des
familles de systèmes sous forme d’un problème de satisfac-
tion de contraintes ou CSP. D’une part le formalisme CSP
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parvient à bien représenter les relations entre les compo-
sants du système, son architecture, les compatibilités de ses
composants, ses variantes, etc. et les choix des utilisateurs.
D’autre part, il fournit de nombreuses approches pour trai-
ter les modèles de connaissances et supporter le processus
de configuration interactive.

Parmi ces approches se distinguent les approches par fil-
trage et les approches par compilation. Les approches par
filtrage produisent des déductions sur le problème de sa-
tisfaction de contraintes afin de retirer tout au long de la
configuration des valeurs qui ne seraient plus cohérentes
avec le choix de l’utilisateur. Ces méthodes ont l’avantage
de traiter de nombreux types de contraintes mais ne garan-
tissent pas la complétude du filtrage : des valeurs incompa-
tibles avec les choix courants peuvent ne pas être retirées.
Les approches par compilation proposent de transformer le
problème de satisfaction de contraintes sous la forme d’un
graphe qui permet de naviguer efficacement dans l’espace
des solutions. Bien qu’elles permettent de retirer les valeurs
incompatibles avec les choix courants, leur complexité spa-
tiale est théoriquement exponentielle.

Afin d’améliorer la réponse aux exigences de la configu-
ration interactive (garantie d’un espace de solutions attei-
gnables et conformes, temps de réponse réduit, etc.), cet
article propose les premières idées d’hybridation des mé-
thodes par filtrage et par compilation[18]. Par hybrida-
tion, nous entendons une utilisation conjointe des deux ap-
proches pour l’aide à la configuration interactive de sys-
tèmes. Ceci permettrait de tirer avantage des deux méthodes
et de limiter leurs défauts.

L’objectif de cet article est de décrire un cadre expérimental
qui permettrait de valider des approches hybrides de filtrage
et de compilation. En effet, pour répondre à cette probléma-
tique, il est important d’identifier les critères qui mesurent
les exigences de la configuration interactive. Ainsi, grâce à
un protocole de configuration[19], il sera possible de vali-
der la pertinence des approches d’hybridation qui sont évo-
quées dans cet article.

La section 2 pose les définitions générales de configuration,
de programmation par contraintes, et de typologie de CSP.
Les sections 3 et 4 présentent les deux approches utilisées
pour résoudre interactivement un CSP ainsi que leurs avan-
tages et inconvénients. La section 5 présente l’approche hy-
bride de filtrage et de compilation. Ensuite, le cadre expéri-
mental de l’étude ainsi que les premières pistes d’hybrida-
tion à explorer sont définies.

2 Définitions générales

La configuration interactive fait souvent appel à la notion de
problème de satisfaction de contraintes pour représenter et
modéliser toute la connaissance sur la famille de systèmes.
En effet, le formalisme CSP permet de bien traduire les exi-
gences de la configuration interactive. De plus, ce forma-
lisme offre de nombreuses façon de modéliser la connais-
sance (différents types de CSP).

2.1 Besoin et exigences fonctionnelles de la
configuration interactive

La configuration est une forme de conception routinière
qui donne le choix à l’utilisateur des fonctionnalités et/ou
composants qu’il désire dans son système. Elle se définit
comme suit[13] : soit un ensemble de composantsA, décrits
par des propriétés et des compatibilités, d’une description
désirée B du produit et d’un ensemble de critères d’évalua-
tion C. Configurer consiste à trouver une solutions parmi
les composants qui réponde à toutes les exigences soule-
vées par les éléments de A, B et C.
En configuration interactive [17], l’utilisateur final ou le
client spécifie de façon itérative le produit désiré jusqu’à
aboutir à une solution acceptable. Chaque choix réalisé par
l’utilisateur durant la configuration élimine les solutions
qui ne respectent pas les besoins formulés et les critères
définis par l’ensemble des composants. Ainsi, l’ensemble
des choix possibles se réduit jusqu’à aboutir à une solution
complètement configurée.
La notion de modèle générique[1, 12] est souvent utilisée
pour formaliser la connaissance sur une famille de sys-
tèmes. Le modèle générique décrit :

— la nomenclature, qui structure tous les composants
du système ;

— les connaissances sur chaque composant ;
— la cardinalité de chaque composant ;
— les options possibles du système ;
— les contraintes intra/inter composants-composés du

système ;
— l’ensemble des KPI ("key performance indicator")

du système.
Ainsi, la configuration de certains modèles génériques peut
se heurter à la difficulté de représenter des systèmes forte-
ment combinatoire.
Un configurateur est un outil qui permet d’exploiter ce mo-
dèle générique. Sa fonction est d’aider à trouver une so-
lution respectant toutes les spécifications et répondant aux
besoins de l’utilisateur. Plus particulièrement dans le cadre
de la configuration interactive[16, 17], le configurateur doit
permettre à chaque itération de :

— visualiser les choix déjà formulés jusqu’à cette
étape ;

— formuler des nouveaux choix sur le système parmi
ceux respectant le modèle générique ;

— évaluer le système configuré relativement à des in-
dicateurs de performance (coût, délai de livraison).

Enfin le configurateur doit assurer que les choix proposés
à l’utilisateur mènent bien à un système réalisable et doit
garantir des temps de réponses/traitements.

2.2 Problème de satisfaction de contraintes
L’une des méthodes couramment utilisées par les configu-
rateurs pour décrire un modèle générique est le problèmes
de satisfaction de contraintes (CSP : Constraint Satisfaction
Problem). Un CSP [12] est un triplet P = {X,D,C} où X
est un ensemble de variables, D un ensemble de domaines
et C un ensemble de contraintes portant sur les variables de
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X .
Une assignation d est un ensemble d’affectations de va-
riables de X . Une assignation est dite complète (resp. par-
tielle) si elle concerne toutes les (resp. une partie des) va-
riables de X . Une solution du CSP est définie comme une
assignation complète des variablesX qui satisfait toutes les
contraintes de C. L’ensemble des solutions est noté S.
Dans un CSP P = {X,D,C}, une valeur v ∈ Dxi est
globalement cohérente inverse[4] (GIC) ssi il existe s ∈ S
une solution de P telle que s(xi) = v dans l’assignation
de s. Un CSP {X,D,C} est globalement cohérent inverse
(GIC) ssi les valeurs de tous ses domaines sont GIC.
Ainsi le modèle générique d’un système peut être décrit
grâce à un CSP : les caractéristiques des composants géné-
riques sont représentées par des variables, chaque variante
d’une caractéristique est représentée par un élément du do-
maine de sa variable et les exigences et compatibilités entre
composants sont représentées par des contraintes. Ensuite,
l’utilisation du CSP permet de mener une activité de confi-
guration : la spécification des besoins se traduit par des as-
signations particulières des variables et le rôle du configu-
rateur est de maintenir le CSP globalement cohérent inverse
à chaque assignation.

2.3 Typologie de CSP
En fonction du système, il existe différentes façons de
formaliser la connaissance sous forme de CSP. Les va-
riables peuvent être de différents types (booléennes, en-
tières, réelles, ...). Les domaines peuvent adopter des
formes différentes (intervalle, collection de valeurs, union
d’intervalles...)[12, 17]. Les contraintes peuvent être for-
mulées de différents types (formules logiques, formules
mathématiques, tables de combinaisons de valeurs autori-
sées ou interdites, contraintes aux bornes, ...). De plus, les
contraintes peuvent être distinguées de deux façons :

— compatibilité : pour exprimer les relations entre les
variables et formaliser l’espace de solutions ;

— activation : pour modifier l’espace de solution
par l’ajout explicite de variables, domaines et
contraintes.

Plusieurs types de CSP différents doivent ainsi être combi-
nés pour formaliser les connaissances et construire un mo-
dèle générique de famille de systèmes :

— les CSP discrets et continus pour formaliser les
composants de la nomenclature ;

— les CSP génératifs pour l’aspect hiérarchique de la
nomenclature ;

— les CSP dynamiques pour représenter les options ;
— les CSP continus pour évaluer les critères de perfor-

mance.

3 Méthodes par filtrage
Les méthodes par filtrage filtrent le CSP pour retirer du do-
maine de chaque variable, les valeurs qui ne satisfont pas
les contraintes. On utilise ainsi la notion de propagation de
contrainte sur le domaine d’une variable. Pour retirer d’un
domaine un élément qui ne satisfait pas une contrainte, il est
suffisant de vérifier qu’il ne satisfait pas une sous-partie de

cette contrainte : on dit qu’on vérifie une incohérence loca-
lement. Bien que cette approche permettent de retirer effi-
cacement (i.e. dans un temps polynomial) des valeurs inco-
hérentes, elle ne garantit pas que toutes les valeurs incohé-
rentes sont supprimées. Ainsi la façon dont la contrainte est
évaluée permet de définir différents niveaux de cohérence
[14] :

— la cohérence d’arc ;
— la cohérence de domaine ;
— la cohérence d’intervalle.

Le filtrage de cohérence locale regroupe les méthodes qui
assurent un niveau de cohérence local : cohérence d’arc,
d’intervalle et de domaine. Elles ont l’avantage d’être ra-
pides et donc de garantir l’interaction avec l’utilisateur. De
plus, elles permettent de traiter de nombreux types de CSP(
continus, dynamiques etc.). Cependant l’utilisation de ni-
veau local ne garantit pas le retrait de toutes les non solu-
tions : ils ne garantissent pas la cohérence globale inverse
(GIC). Par exemple, pour établir la cohérence d’arc , des
algorithmes performants existent comme AC–7[5] ou en-
core AC2001[6]. Des algorithmes comme [8, 2] permettent
d’assurer une cohérence d’arc sur des contraintes de tables.
Des algorithmes de Box-cohérence[3] permettent de trai-
ter les variables à domaines continus en travaillant sur la
cohérence d’intervalle. Le filtrage de cohérence globale re-
groupe les algorithmes qui garantissent la cohérence glo-
bale inverse (GIC). On peut par exemple citer l’algorithme
GIC4[4] qui réalise un filtrage sur les domaines et vérifie
que les valeurs non filtrées permettent d’aboutir à une so-
lution. Cependant, pour assurer la GIC cet algorithme peut
nécessiter plus de temps pour le traitement ce qui peut nuire
à l’interaction avec l’utilisateur.
Dans le cadre de la configuration interactive, les méthodes
de filtrage permettent ainsi de propager les choix de l’utili-
sateur et de lui permettre de faire des choix qui aboutissent
à une solution. Toutefois, le recours à un filtrage de co-
hérence locale peut conduire à conserver dans le CSP des
valeurs incohérentes globalement, bien qu’elles soient co-
hérentes à un certain niveau. Ceci pouvant mener l’utilisa-
teur à construire une solution inexistante durant le proces-
sus de configuration et à retourner en arrière pour corriger
ses choix.

• Avantages
Raisonnement sur tous types de problèmes de
configuration (discret, continu ou mixte, etc.)

• Inconvénients
Ne garantit toujours pas la GIC.
Possible utilisation du mécanisme de retour
en arrière pour rétablir la cohérence.

TABLE 1 – Méthodes par filtrage

4 Méthodes par compilation
Les méthodes par compilation [11, 10] consistent à trans-
former le CSP en compilant ses contraintes dans une struc-
ture de données capable de les représenter de façon efficace.
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Ensuite la configuration consiste à permettre à l’utilisateur
de naviguer dans l’espace des solutions. La phase de compi-
lation qui se déroule avant la phase de configuration peut se
ramener à une recherche exhaustive de toutes les solutions
du CSP. De ce fait, elle peut occuper un temps significatif
et nécessiter un espace important pour stocker le résultat de
compilation.
L’aspect positif de cette approche est qu’il permet de ga-
rantir la cohérence globale inverse. De plus cette méthode
s’affranchit d’un temps de calcul nécessaire pour filtrer les
domaines à chaque assignation de variable contrairement à
la méthode de filtrage.
L’utilisation de diagrammes de décision multivaluées (Mul-
tivalued Decision Diagram - MDD)[15] est particulière-
ment intéressante pour la compilation de solutions. En effet,
elle fournit des outils de traitement en temps polynomial
qui permettent de garantir l’interaction durant la configura-
tion. Néanmoins puisque la compilation du CSP s’effectue
en amont de la session de configuration, il n’est pas possible
de traiter des problèmes à structure dynamique.

• Avantages :
Garantie de parvenir à une solution sans retour en
arrière.

• Inconvénients :
Impossibilité de compiler tous les types de
problèmes de configuration.
Explosion spatiale dans le pire des cas.

TABLE 2 – Méthodes par compilation

5 Discussions et premières pistes
d’hybridation

Les approches par filtrage et les approches par compila-
tion sont toutes deux utilisées en configuration interactive
(voir sections 3 et 4). Cependant aucune des deux approches
seules ne parvient à répondre complètement aux exigences
de celle-ci. D’une part, la garantie de la cohérence globale
inverse et l’interactivité ne peuvent être garanties que sur
des problèmes de configuration discrets par les approches
par compilation. Les approches par filtrage parviennent à
traiter des problèmes de configuration continus mais sans
garantir la GIC. D’autres part, les approches par compila-
tion nécessitent un certain temps de compilation avant utili-
sation. Ainsi elles peuvent être incompatibles pour des mo-
dèles génériques souvent mis à jour. Cette propriété que
l’on définit comme évolutivité d’un modèle peut être un
désavantage pour l’utilisation de la compilation. L’utilisa-
tion de solveurs CP pour garantir la GIC est une approche
possible mais elle ne peut être envisagée en configuration.
En effet, elle a une complexité temporelle trop importante
pour garantir l’interaction avec l’utilisateur.
En réponse à cette problématique, une méthode utilisant
conjointement les approches par filtrage et par compilation
serait une solution. Cette approche hybride permettrait de
garantir le caractère GIC sur des problèmes de configura-

tion à variables continues et de limiter les défauts des deux
approches classiques.
Pour établir la pertinence de l’approche hybride, il est né-
cessaire de valider ses performances dans un cadre expéri-
mental. Le protocole de configuration cité dans [19] permet
de simuler des sessions de configuration interactive. Il a été
utilisé au préalable sur un cas d’étude du projet BR4CP 1

de configuration sur un problème statique et à variables
discrètes. Néanmoins pour prouver l’intérêt de la méthode
hybride, il est nécessaire de tester des cas d’étude de pro-
blèmes dynamiques et/ou à variables continues. Ensuite, il
faut évaluer les grandeurs permettant de vérifier les exi-
gences de la configuration interactive[19]. Ces grandeurs
peuvent être regroupée selon plusieurs critères :

— critères d’interaction avec l’utilisateur : temps
d’exécution total, temps d’exécution de la phase de
propagation ;

— critères de cohérence : nombre de valeurs sup-
primées dans les domaines à chaque propagation,
nombre de situations d’impasse ;

— autres : temps de compilation, mémoire utilisée.
Une des premières approches d’utilisation conjointe des
approches par filtrage et par compilation imaginées[18]
consiste à diviser le problème de configuration en fonc-
tion des sous familles de systèmes et de compiler séparé-
ment chaque sous problème. Ensuite, il s’agit de propager
les choix de l’utilisateur parmi les différents sous-systèmes
grâce à des méthodes de filtrage. La figure 1 illustre un
exemple de modèle générique sur lequel pourrait s’appli-
quer cette approche hybride.

Sous système à compiler 

FIGURE 1 – Exemple d’utilisation d’une approche hybride
sur un système configurable

Une première implémentation sera menée grâce à l’outil
Choco[7]. Après avoir compilé le CSP de chaque sous sys-
tème en un MDD, l’outil choco sera utilisé pour propa-
ger les contraintes durant le processus de configuration.
Bien que cette approche soit analogue à l’utilisation de

1. Projet BR4CP (“Business Recommendation for Configurable Pro-
ducts”) (ANR-11-BS02-008).
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contraintes tables pour représenter les sous systèmes, l’uti-
lisation de MDD est privilégiée car elle permet de garantir
la GIC. De plus la forme compilée d’un sous système en
MDD a l’avantage d’être bien plus compacte que sous la
forme d’une table listant l’ensemble des tuples possibles.
En hypothèse, cette première approche permet de résoudre
certaines problématiques des méthodes classiques. D’une
part, cela permettrait de traiter des problèmes de configura-
tion dynamiques grâce à la propagation de contraintes d’ac-
tivation sur des sous systèmes compilés. D’autre part, cela
permettrait de traiter des problèmes évolutifs en maintenant
plus facilement le système par la compilation unique des
sous parties du problème à mettre à jour au lieu de réaliser
la compilation de tout le problème.
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Résumé
Le concept de vues de domaine est une abstraction puis-
sante en programmation par contraintes. Il permet de dé-
finir des variables qui ne déclarent aucun domaine, mais
qui reposent sur une variable x et une fonction f , de sorte
que y = f(x) où y est la vue. En plus de faciliter la mo-
délisation en fournissant une couche d’abstraction expres-
sive, les vues offrent une alternative à la décomposition des
contraintes qui n’implique pas de variables auxiliaires et
de propagateurs. Dans cet article, nous introduisons la no-
tion de vues de domaine globales. Une vue de domaine glo-
bale repose sur un nombre arbitraire de variables et une
fonction telle que y = f(x1, ..., xn). La combinaison de
vues de domaine globales avec des variables ensemblistes
et de graphes étend l’expressivité de la programmation par
contraintes en permettant la définition de relations com-
plexes entre différents types de variables dans un cadre lé-
ger et simple.

Mots-clés
Programmation par contraintes ;Vues de domaine ; Global

Abstract
The concept of domain views is a powerful abstraction in
constraint programming. It permits to define variables that
do not declare any domain but instead rely on a variable x
and a function f , such that y = f(x) where y is the view.
In addition to making modelling easier by providing an ex-
pressive layer of abstraction, views provide an alternative
to constraint decomposition that does not involve auxiliary
variables and propagators. In this article, we introduce the
notion of global domain view. A global domain view relies
on an arbitrary number of variables and a function such
that y = f(x1, ..., xn). The combination of global domain
views with set and graph variables extends the expressi-
veness of constraint programming by allowing the defini-
tion of complex relationships between different types of va-
riables within a light and simple framework.

Keywords
Constraint programming ; ; Domain views ; Global

Avant-propos
Le présent article est un résumé de la lettre publiée dans
Constraints [11]. Nous ne rappelons ici que les motivations
et la contribution théorique, invitant le lecteur à lire l’article
initial pour plus de détails.

1 Introduction
L’idée centrale de la programmation par contraintes (PPC)
est la représentation des problèmes comme des réseaux de
variables et de contraintes représentant des relations lo-
giques qui doivent être satisfaites par toute solution. Chaque
variable x d’un problème prend ses valeurs dans un do-
maine fini noté D(x). L’un des principaux avantages dis-
tinctifs de la PPC par rapport à d’autres techniques telles
que la programmation linéaire en nombres entiers mixtes
(MILP) est son expressivité. En effet, le paradigme de mo-
délisation de la PPC offre un langage riche qui permet aux
utilisateurs de représenter leurs problèmes avec des niveaux
d’abstraction élevés. La diversité des types de variables
est un bon exemple de cette expressivité. Les problèmes
peuvent être représentés avec des variables entières et boo-
léennes classiques, mais aussi avec des variables ensem-
blistes [4, 5] ou des variables de graphes [2, 3], qui four-
nissent toutes deux une représentation compacte et efficace
par des intervalles d’ensembles (resp. de graphes).

2 Vues
Le concept de vues a été introduit en PPC pour déclarer des
variables qui sont définies à partir d’autres variables [8, 10].
Une vue y ne déclare pas directement de domaine mais
s’appuie sur une variable observée x et une fonction f :
D(x) 7→ D(y) telle que y = f(x). Cette abstraction per-
met de déléguer toutes les opérations du domaine de y à x et
offre un moyen simple et léger d’exprimer des contraintes
complexes comme ALLDIFFERENT(x1+1, ..., xn+n). Les
vues offrent de nombreux avantages tant aux utilisateurs
qu’aux développeurs de solveurs de PPC. Tout d’abord,
elles offrent une couche d’abstraction simple et expressive
qui rapproche le langage de modélisation de la PPC du
langage naturel du modélisateur [8]. Les vues fournissent
également une alternative légère à la décomposition des
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contraintes, qui évite d’introduire des variables auxiliaires
et des propagateurs [10]. Enfin, les vues permettent de ré-
duire la quantité de code à écrire et à maintenir en éliminant
le besoin d’implémenter différentes variantes de propaga-
teurs [9]. Dans cet article, nous ne considérons que les vues
de domaine qui ne délèguent que les opérations de domaine
[10] par opposition aux vues de variable qui délèguent à
la fois les opérations de domaine et de contraintes [8]. Les
vues de domaine simplifient l’implémentation de la propa-
gation basée sur la valeur et supportent de manière transpa-
rente les fonctions non-injectives [10].

Definition 1 (Vue de domaine) Étant donné une variable
x ∈ D(x) et une fonction f : D(x) 7→ D(y), une vue
de domaine y = f(x) est une variable qui délègue toutes
les opérations du domaine à x. Une vue de domaine y peut
être manipulée et contrainte comme n’importe quelle autre
variable, et supporte les fonctions non injectives.

Alors que les variables stockent leur domaine et la liste
des propagateurs à notifier lorsque le domaine change, les
vues de domaine, telles que décrites dans [10], stockent les
propagateurs mais délèguent toutes les opérations du do-
maine à la variable observée. Les variables doivent en re-
tour stocker leurs vues pour les notifier en cas de modifi-
cation du domaine. À notre connaissance, les vues de do-
maine n’ont été considérées que pour des fonctions unaires
(définie à partir d’une variable) impliquant variables boo-
léennes et entières (notons que les vues ensemblistes ont
néanmoins été considérées dans [8] comme des vues de va-
riables unaires).
Contribution Dans cet article, nous montrons que les vues
de domaine peuvent être facilement étendues aux relations
globales (définie à partir d’un nombre arbitraire de va-
riables) tout en préservant leurs avantages comme le sup-
port des fonctions non-injectives. Les vues globales sur les
variables ensemblistes et de graphes constituent une couche
d’abstraction simple et expressive pour modéliser des pro-
blèmes complexes inter-domaines (c’est-à-dire impliquant
différents types de variables). Par exemple, les vues algé-
briques sur les variables ensemblistes et de graphe, telles
que l’union et l’intersection, sont simples à mettre en œuvre
avec les vues de domaine globales. Ces extensions des vues
en PPC fournissent des avancées significatives en termes
d’expressivité et de possibilités de modélisation.

3 Vues de domaine globales
En PPC, lorsque le terme globalité est utilisé, il fait géné-
ralement référence aux contraintes. Dans [1], les auteurs
proposent de décomposer la globalité d’une contrainte en
trois aspects : sémantique, opérationnelle et algorithmique.
Dans cet article, en associant global avec vue, nous décri-
vons simplement qu’une vue implique un nombre non fixe
de variables ou plus formellement que f est une fonction
variadique [6] qui accepte un nombre variable d’arguments.
Sur la base de la description proposée dans [10], les vues
de domaine peuvent être étendues pour supporter les vues
globales avec quelques modifications. Une vue de domaine

globale y est construite à partir d’un tableau de variables
{x1, ..., xn} ∈ D(x1)× ...×D(xn). Chaque variable xi
doit stocker une référence à la vue y pour programmer les
contraintes requises sur les modifications du domaine. No-
tez que toute variable xi peut être une vue, car les vues sont
considéréee de manière transparente comme des variables.

Definition 2 (Vue de domaine globale) Étant donné une
fonction variadique f et un ensemble de variables
{x1, . . . , xn}, une vue de domaine globale y =
f(x1, . . . , xn) est une variable qui délègue toutes les opé-
rations du domaine à {x1, . . . , xn}. Une vue de domaine
globale y peut être manipulée et contrainte comme n’im-
porte quelle autre variable.

Les vues de domaine globales offrent les mêmes caracté-
ristiques que les vues de domaine unaires, notamment la
généralisation aux fonctions non-injectives.

Definition 3 (Inverse) L’inverse de f−1 : Y 7→
P(D(x1) × . . . × D(xn)) d’une fonction variadique non
injective f : D(x1)× . . .×D(xn) 7→ Y est définie comme :

f−1(y) =





⊥ si @(v1, ..., vn) ∈ D(x1)× ...×D(xn)

t.q. f(v1, ..., vn) = y;

{(v1, ..., vn) ∈ D(x1)× ...×D(xn) | f(v1, ..., vn) = y}
autrement.

Conceptuellement, les vues de domaine globales ne dif-
fèrent pas des vues de domaine telles que définies dans [10]
mais elles étendent considérablement la portée des vues,
notamment lorsqu’elles sont appliquées à des variables en-
semblistes et de graphes. De plus, elles fournissent la base
pour que les vues supportent des fonctions multivariées
lorsque n est fixé ; e.g., si n = 3 la vue est ternaire.

4 Discussion
Dans cet article, nous avons montré comment les vues
de domaine s’étendent naturellement aux fonctions varia-
diques. Cette extension, comme la version unaire, sup-
porte les fonctions non-injectives. Ces vues peuvent être
construites pour des variables ensemblistes et de graphes et
alors surpasser les modèles équivalents basés sur la décom-
position de contraintes. Enfin, les vues sont simples à im-
plémenter dans les solveurs 1, ont un fort pouvoir expressif
et conduisent à des modèles plus compacts et plus proches
du langage naturel des modélisateurs (par exemple, les uti-
lisateurs n’ont pas besoin de déclarer les bornes d’une vue).
Les vues constituent un grand atout pour une utilisation gé-
néralisée de la programmation par contraintes, car elles ren-
forcent ses avantages distinctifs par rapport aux autres tech-
niques de satisfaction de contraintes et d’optimisation sous
contraintes : expressivité, flexibilité et modélisation inter-
domaines. Les vues sont également beaucoup plus proches
du langage naturel que leur homologue de décomposition
de contraintes. Elles peuvent donc être d’une grande aide
pour la génération automatique de modèles à partir du trai-
tement du langage naturel.

1. Les vues ensemblistes et les vues de graphes ont été implémentées
dans choco-solver 4.10.7 [7]
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Résumé
Nous proposons une variable ciblant les problèmes de tour-
nées de véhicules : la variable de séquence. La représenta-
tion de son domaine permet une recherche sur base d’inser-
tions dans une route partiellement formée, ainsi que l’im-
plémentation d’algorithmes simples, mais puissants, per-
mettant de respecter des temps de transition entre les vi-
sites ou des capacités dans un véhicule. Nos expériences
démontrent que cette variable est suffisamment flexible pour
modéliser des problèmes d’itinéraires très contraints, tout
en les résolvant de manière efficace.

Mots-clés
Variable de séquence, Voyageur de commerce, livraison,
transport de patients, programmation par contraintes.

1 Introduction
Les problèmes de tournées de véhicules (PTV) [19] appa-
raissent fréquemment dans la distribution de biens dans la
chaîne logistique. De par l’augmentation de l’urbanisation
et des défis écologiques, il est également attendu que les
offres de transport flexibles, telles que le transport à la de-
mande, soient davantage développées à l’avenir. Cela sou-
lève de nouveaux enjeux pour l’optimisation, en particulier
le développement d’outils génériques et réutilisables pour
les nombreux contextes et variants du PTV.
La programmation par contraintes (PPC) est une des ap-
proches les plus flexibles pour la modélisation de PTV.
L’approche standard consiste en un modèle de successeurs,
introduisant une variable par lieu visité qui représente la vi-
site suivante dans le parcours d’un véhicule. En dépit de sa
simplicité, ce modèle souffre de deux limitations majeures :
l’impossibilité de représenter des visites optionnelles sans
ajouts de valeurs spéciales ainsi que le rajout d’une visite
au milieu d’un itinéraire partiellement formé. Le but de la
variable de séquence est de pallier à ces deux limitations :

1. Elle peut facilement modéliser l’exclusion de vi-
sites, similairement à une variable d’ensemble.

2. Inspirée de l’idée du graphe d’insertion [3], elle
permet l’ajout d’une visite au milieu d’un itiné-
raire partiellement formé, permettant l’emploi d’al-
gorithmes de recherche d’insertions en profondeur

Le premier auteur est un doctorant

[3, 8] pour pouvoir réinsérer de manière optimale
un ensemble de visites relaxées dans une recherche
en large voisinage (RLV).

Nous commençons par un survol de travaux antérieurs sur
approches avec séquences, avant de détailler notre variable,
quelques contraintes applicables sur son domaine et son
emploi sur 3 variants de PTV.

2 Travaux antérieurs
Dans [18], les auteurs ont introduit une variable de sé-
quence pour des problèmes d’horaires et de PTV. La repré-
sentation du domaine de cette variable étend directement
celle du sous-ensemble lié pour des variables d’ensemble
[7], de part une partition des visites en requises, possibles
et exclues, ainsi qu’une séquence partielle et un ensemble
d’insertion
Bien que non publié, IBM ILOG CP Optimizer [11] dispose
également de variables de séquences pour décider l’ordre de
visites, davantage axé sur la planification mais néanmoins
utilisé pour des problèmes de tournées de vehicules. Leurs
fonctionalités et contraintes sont brièvement décrites [9, 10]
sans pour autant donner leur implémentation exacte. Selon
leur Interface de Programmation [5, 6], elles se basent sur
une structure tête-queue, maintenant séparément l’agran-
dissement de la tête et de la queue pour rajouter des va-
riables d’intervalle au début ou à la fin de la séquence, res-
pectivement. Cette implémentation semble similaire à celle
de Google OR-Tools [15] et ses propres variables de sé-
quences [16]. Elle a été employée pour résoudre le pro-
blème du transport de patients dans [4] et [12].

3 Variable de séquence
Nous introduisons les notations sur les séquences avant de
formaliser le domaine de notre variable et décrire comment
l’implémenter dans un solutionneur de PPC. Notre variable
se base essentiellement sur celle de [18] mais en y enle-
vant le set requis. Par conséquent, une visite possible doit
être directement planifiée à un endroit précis dans une sé-
quence partiellement formée, et ne peut pas être simplement
requise. Cette modification, en dépit de sa simplicité, per-
met de simplifier grandement le raisonnement fait par les
contraintes, leur complexité temporelle ainsi que l’implé-
mentation d’heuristiques, tout en perdant relativement peu
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de flexibilité en pratique. La variable que nous proposons
peut être vue comme une généralisation de l’idée du graphe
d’insertion [3], plus générique et encapsulée par l’implé-
mentation interne du domaine de la variable de séquence.

3.1 Notations
Les notations sont largement issues de [18] mais réintro-
duites par souci de clarté. Chaque lieu pouvant être visité
est qualifié de nœud, et leur ensemble est décrit par X . Une
séquence sur X est notée −→S et l’ensemble de toutes les sé-

quences de X par −→P (X ). La notation p
−→
S≺ q signifie que le

nœud p précède q dans −→S , et p
−→
S−→ q que p précède direc-

tement q dans −→S . Elles seront simplement écrites p ≺ q et
p −→ q lorsque le contexte le permet.
Une séquence peut être agrandie par l’utilisation d’un opé-
rateur insertion(−→S , p, q), avec q /∈ S, p ∈ S, qui résulte
en l’insertion de q juste après p dans la séquence. Plus for-
mellement, assumons −→S =

−→
S 1 · p · −→S 2. La super-séquence

résultante de l’opération est −→S ′ =
−→
S 1 · p · q · −→S 2. Cette

opération est également notée −→S =⇒
(q,p)

−→
S ′.

Étant donné I , un ensemble de tuples (q, p), correspondant
chacun à une insertion potentielle dans −→S , −→S =⇒

I

−→
S ′ si-

gnifie que −→S ′ peut être obtenue en appliquant une insertion
de I sur −→S : ∃(p, q) ∈ I | −→S =⇒

(p,q)

−→
S ′.

Plus généralement, la dérivation en zéro étape ou
plus est définie par −→

S
∗

=⇒
I

−→
S ′ ≡ −→

S =

−→
S ′ ∨

(
∃(p, q) ∈ I | −→S =⇒

(p,q)

−→
S ′′ ∧ −→S ′′ ∗

=⇒
I\{(p,q)}

−→
S ′
)
. No-

tons que I peut contenir des tuples qui ne correspondent pas
à une insertion possible dans, −→S mais à la place dans une
insertion possible dans une super séquence de −→S .

3.2 Domaine
Définition 1. Le domaine d’une variable de séquence Sq
est représenté par ⟨−→S , I, P,E⟩, avec −→S un ensemble de
nœuds ordonnancés correspondant à la séquence et for-
mant un tour partiel, des points d’insertions I ⊆ X ×X et
deux sous-ensembles de nœuds P,E ⊆ X pour les nœuds
potentiellement insérés et exclus de la séquence, respective-
ment. Le domaine de Sq, également noté D(Sq), est défini

comme ⟨−→S , I, P,E⟩ ≡
{−→
S ′ ∈ −→P (P ∪ S) | −→S ∗

=⇒
I

−→
S ′
}

et capture tous les dérivations possibles valides du tour par-
tiel −→S en utilisant les insertions de I .
À son initialisation, la séquence est composée d’un tour
partiel de deux nœuds, α · ω, pour le début α et la fin ω
du parcours, et aucune insertion n’est permise après ω pour
garantir que ω demeure le dernier nœud visité. P est donc
égal à X \ {α, ω}, E = ϕ et l’ensemble d’insertions est
I = {(p, q) ∈ P × X | p ̸= ω}. Imposer un nœud de
début et de fin dans la séquence permet une modélisation
facile des problèmes où le trajet d’un véhicule doit finir à
son point de départ ou à un autre endroit (α se trouve au
même endroit que ω ou non) et évite à l’interface de pro-
grammation de faire face au cas spécial de séquences vides,
requérant l’ajout d’un symbole fictif comme dans [18].

Nous maintenons une cohérence assez faible sur le do-
maine, facile à calculer et capturant les invariants suivants :

S ∪ P ∪ E = X ∧ S ∩ P = S ∩ E = P ∩ E = ϕ (1)
∀(p, q) ∈ I : q ∈ P ∧ p /∈ E (2)
∀q ∈ P : ∃p ∈ S ∪ P | (p, q) ∈ I (3)

(1) Les nœuds de la séquence partielle S, de l’ensemble
possible P et de l’ensemble exclu E forment une partition
de X ; (2) les insertions valides sont constituées de nœuds
possibles placés après des nœuds non exclus (qui ne sont
pas forcément encore présents dans la séquence partielle) ;
(3) un nœud possible peut toujours être inséré après un autre
mœud. Cette cohérence ne détecte pas si tous les arcs de I
sont déconnectés de −→S et devraient être exclus.

3.3 Implémentation et structures de données
L’implémentation du domaine ⟨−→S , I, P,E⟩ doit être réver-
sible pour des solutionneurs à trace comme MiniCP [14], et
ses mises à jours et itérations aussi efficaces que possible.
Le partitionnement entre les ensembles S, P,E est implé-
menté par un seul ensemble réversible [17], permettant la
suppression et restauration en temps constant. Les points
d’insertions I sont quant à eux partitionnés en un ensemble
Ix = {p ∈ (S ∪ P ) : (p, x) ∈ I} par nœud x ∈ X , cha-
cun composé des prédécesseurs valides du nœud x. Ils sont
également implémentés par des ensembles réversibles. Les
successeurs des nœuds sont quant eux accessibles et modi-
fiables en tant constant via un tableau d’entiers réversibles.
Les invariants maintenus par ces structures de données sont
décrits dans les équations (4) à (7) et sont équivalents aux
invariants (1) à (3). La Figure 1 illustre le domaine.

S ∪ P ∪ E = X ∧ S ∩ P = S ∩ E = P ∩ E = ϕ (4)
p ∈ E =⇒ Ip = ϕ ∧ ∀x : p /∈ Ix (5)
p ∈ S =⇒ Ip = ϕ (6)
Ix = ϕ =⇒ x ∈ S ∨ x ∈ E (7)

α a b ω

c d e

node x Ix |Ix ∩ S| |Ix ∩ P |
a ϕ 0 0
b ϕ 0 0
c ϕ 0 0
d {α, a} 2 0
e {a, b, d} 2 1

dcωb e a α

a b c d e α ω

−→
S

P = {d, e}, E = {c}
FIGURE 1 – Variable de séquence, avec son ordonnance-
ment

−→
S = {α, a, b, ω} et ses insertions potentielles (poin-

tillées) pour les nœuds x ∈ P . Se trouve une table montrant
les insertions des nœuds, les successeurs de la séquence
(uniquement valide pour les nœuds ∈ S) ainsi que l’ap-
partenance des nœuds à P et E.
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4 Contraintes globales
Nous énumérons simplement quelques contraintes essen-
tielles au PTV sans pour autant donner leur implémenta-
tion exacte, afin de conserver une taille raisonnable pour ce
résumé. Les lecteurs souhaitant plus de détails peuvent se
référer directement à l’implémentation [1] ou dans le fu-
tur à la version longue du papier, qui est en attente de re-
lecture pour une autre conférence. Les contraintes globales
que nous avons définies sont des contraintes de

Dépendance s’assurant qu’un ensemble de nœuds
soient tous présents ou absents d’une séquence ;

Précédence veillant à ce qu’un ordonnancement précis
de nœuds soit respecté dans la séquence ;

Disjointe garantissant qu’un nœud ne soit visité que
par une seule séquence parmi un ensemble ;

Cumulative respectant une capacité maximale dispo-
nible, très similaire à l’approche de [18].

TempsDeTransition. Permet d’ajouter une dimension tem-
porelle aux PTV. Elle est appliquée sur une séquence, une
matrice de distance tr ∈ Rn×n, une distance de parcours
l et associe à chaque nœud x ∈ X une fenêtre de temps
débutx durant laquelle la visite du nœud doit se produire
ainsi qu’une durée duréex pour y effectuer une action :

TempsDeTransition(Sq, [début], [durée], [[tr]], l) ≡



−→
S ∈ D(Sq)

∣∣∣∣∣∣∣

(
∀i,j ∈ −→S , i

−→
S≺ j =⇒

débuti + duréei + tri,j ≤ débutj

)

l =
∑
i,j∈−→

S | i−→j tri,j





(8)

Nous considérons qu’il est possible d’atteindre un nœud
avant le début de sa fenêtre de temps sans y commencer
la tâche associée, expliquant l’emploi d’inégalités dans (8).
Filtrage Le pseudo-code pour le filtrage est présenté dans
l’Algorithme 2. Nous commençons par mettre à jour les fe-
nêtres de temps début des nœuds visités actuellement (ligne
2). Par la suite, nous calculons la longueur actuelle de la
séquence et enlevons les insertions invalides : un prédéces-
seur qui ne permet pas d’atteindre le nœud dans sa fenêtre
de temps (ligne 8), de rejoindre le successeur actuel dans
la séquence (ligne 13) ou qui excéderait la longueur maxi-
male permise (ligne 17). La complexité de ce filtrage est
O(|P | · |S|). En pratique, le filtrage s’exécute plus rapide-
ment, car Ix ∩ S est récupéré en Θ(min (|S|, |Ix|)) dans
notre implémentation. Comme nous ne raisonnons pas sur
un ensemble de nœuds requis comme dans [18], nous nous
débarrassons du problème NP-complet consistant à vérifier
si un chemin valide visitant tous les nœuds requis existe.

5 Expériences
Notre variable permet de modéliser des problèmes de col-
lecte et livraison (PCL), problèmes de transport de patients
(PTP), ou encore le voyageur de commerce avec fenêtre
de temps (PVCFT). Chacun de ces problèmes est modélisé
avec une Variable de Séquence par véhicule ainsi qu’une

Algorithme 1 : TempsDeTransition(Sq =
⟨−→S I, P,E⟩, [début], [durée], [[tr]], l)

1 for i ∈ −→S do
2 mise à jour de la fenêtre de temps débuti
3 longueur ← distance actuelle de la séquence
4 min (l)← longueur
5 for x ∈ P do
6 for p ∈ Ix ∩ S do
7 arrx ← min(débutp) + duréep + trp,x
8 if arrivéex > max(débutx) then
9 enlève p de Ix

10 else
11 q ← succ(Sq, p)
12 arrq ← max (arrx,min(débutx)) +

duréex + trx,q
13 if arrq > max(débutq) then
14 enlève p de Ix

15 else
16 détour ← trp,x + trx,q − trp,q
17 if detour + longueur > l then
18 enlève p de Ix

contrainte TempsDeTransition sur ces variables. Dans
le cadre du PCL et du PTP, une contrainte Cumulative
est employée pour respecter la capacité maximale des véhi-
cules.
Nos résultats avec une recherche par large voisinage sont
présentés dans la Table 1 pour le PCL, la Table 2 pour le
PTP et la Table 3 pour le PVCFT. Pour le PCL, nos résultats
sont compétitifs avec l’état de l’art [8], avec un léger avan-
tage sur les plus petites instances. Nos variables sont par
ailleurs toujours plus performantes que celles de CP Opti-
mizer (modèle issu de [18]), qui ne parvient pas toujours à
fournir de solution améliorante. Pour le PTP, nous arrivons
à améliorer les meilleurs résultats publiés[4]. Enfin, pour le
PVCFT, notre implémentation est à même de battre l’état
de l’art et trouver de nouvelles meilleures solutions pour
le problème sur 32 instances issues de la suite standard de
tests [13]. Nous ne montrons toutefois que les 10 nouvelles
solutions sur le jeu d’instances AFG [2].

classe a LNS-FFPA Séquence CPO
m n Moyenne Meilleur Moyenne Meilleur Moyenne Meilleur
3 24 191.76 191.40 190.89 190.21 196.11 196.00
4 36 291.71 291.71 294.72 292.72 318.97 318.97
5 48 308.95 306.97 307.09 304.38 327.37 327.00
6 72 532.55 524.97 531.84 519.76 579.79 579.77
7 72 554.57 550.42 554.65 548.72 614.02 614.00
8 108 752.29 742.08 794.86 755.00 924.04 923.86
9 96 622.19 614.65 625.68 611.15 740.26 740.26
10 144 950.16 929.31 1011.42 962.21 / /
11 120 699.32 687.99 718.58 709.49 861.74 861.73
13 144 878.33 864.81 901.71 874.56 1042.82 1042.82
Moyenne 578.18 570.43 593.14 576.82 t/o t/o

TABLE 1 – Valeurs objectives pour le PCL, lorsqu’une so-
lution initiale est fournie. L’état de l’art (LNS-FFPA) et un
modèle employant les variables de CP Optimizer (CPO)
sont indiqués. / signifie qu’aucune solution améliorante n’a
été trouvée. Dix essais ont été faits par instance et modèle.
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Instances SCHED+MSS Séquence
Difficulté Nom |H| |V | |R| Sol Sol
Facile RAND-E-8 32 12 128 128 128
Facile RAND-E-9 36 14 144 142 143
Facile RAND-E-10 40 16 160 157 156
Moyenne RAND-M-8 64 8 128 83 91
Moyenne RAND-M-9 72 8 144 81 93
Moyenne RAND-M-10 80 9 160 99 113
Difficile RAND-H-8 128 8 128 75 87
Difficile RAND-H-9 144 8 144 72 84
Difficile RAND-H-10 160 8 160 72 84

TABLE 2 – Résultats expérimentaux pour le PTP. |H|, |V |,
|R| sont le nombre d’hôpitaux, véhicules et requêtes, res-
pectivement. L’objectif est le nombre de patients servis
(Sol). SCHED+MSS est le meilleur modèle référencé [4]

Instance Précédent Nouvel Temps [s]
rbg132.2 8200 8194 37.76
rbg132 8470 8468 0.76
rbg201a 12 967 12 948 152.53
rbg233.2 14 549 14 523 24.20
rbg092a 7160 7158 2.70
rbg152.3 9797 9796 0.41
rbg193.2 12 167 12 159 242.54
rbg193 12 547 12 538 55.57
rbg233 15 031 14 994 264.70
rbg172a 10 961 10 956 113.83

TABLE 3 – Solutions au PVCFT sur les instances AFG [2].

6 Conclusion
Nous avons présenté une version simplifiée de la Variable
de Séquence introduite précédemment [18], une approche
flexible pour la modélisation et la résolution de PTV. Nous
avons détaillé son domaine et expliqué les contraintes glo-
bales qui peuvent y être appliquées. Nos résultats expéri-
mentaux sur trois PTV montrent que nous sommes com-
pétitifs avec les travaux similaires sur des variables de sé-
quences, tout en étant suffisamment efficace pour trouver de
nouvelles solutions améliorantes à un problème très étudié
tel que le PVCFT. Nos prochains travaux sur cette approche
se focaliseront sur son application à d’autres PTV, à de la
planification ainsi qu’à l’amélioration de nos algorithmes.
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Résumé
L’article [1] propose une version parallèle de l’algorithme
de filtrage GAC de Alldifferent dû à Régin [2]. Il le fait
en utilisant un algorithme parallèle de recherche dans un
graphe pour trouver un couplage maximal et trouver ses
composantes fortement connexes. Des expériences résol-
vant un gros problème N -reines ou un problème d’ordon-
nancement avec contraintes de ressources montrent que le
filtrage GAC peut être accéléré de manière significative sur
un système de mémoire partagée à 64 cœurs et sur un sys-
tème à mémoire distribuée à 200 cœurs

Abstract
The paper [1] parallelizes the Alldifferent generalized arc-
consistent (GAC) filtering algorithm by Régin [2]. It does
so by using a parallel graph search algorithm for finding
a maximum matching and finding the strongly connected
components. Experiments solving a large N -queens pro-
blem or a resource constrained scheduling problem show
that generalized arc-consistent filtering can be significantly
sped-up on a 64-core shared-memory system and on a 200-
core distributed-memory system.

1 Introduction
Alldifferent est l’une des contraintes les plus utiles et les
plus largement utilisées. Elle assure que les variables d’un
vecteur prendront des valeurs différentes. La contrainte
Alldifferent(x1, x2, x3) est équivalente à la conjonction
x1 6= x2, x2 6= x3, et x1 6= x3. Ces conditions se
posent souvent dans les problèmes d’optimisation où les
ressources sont attribué exclusivement.
Régin [2] décrit un filtrage GAC qui opère sur le graphe
biparti reliant les variables et l’ensemble des valeurs du
domaine. Il peut être reformulé en trois grandes étapes :
trouver un couplage maximal (CM) pour obtenir un sup-
port, interpréter ce couplage comme un flot et calculer
son résidu, trouver ses composantes fortement connexes
(CFC), et enfin enlever les arcs inter-composantes. Cet al-
gorithme est une contribution majeure à la programmation
par contraintes (PPC) et a ouvert la voie à une vaste litté-
rature sur les contraintes globales [3]. Pourtant, tandis que
des travaux antérieurs ont développé des optimisations, tous
considèrent seulement une approche séquentielle ou un en-
vironnement parallèle très limité, ce qui pose la question de

savoir ce qu’un environnement parallèle plus général peut
ajouter, se concentrant uniquement sur l’algorithme de fil-
trage lui-même.

2 Algorithme

Cet article propose de paralléliser les deux composantes
principales de l’algorithme : trouver le CM et des CFCs.
Les deux peuvent être exprimés en termes de requêtes
d’accessibilité qui peuvent être parallélisées. Pour trou-
ver le CM, nous utilisons l’algorithme de Ford-Fulkerson,
qui repose sur l’identification des chemins augmentants, ce
qui constitue un problème d’accessibilité. Pour trouver des
CFCSs, l’appartenance d’un sommet au CFC d’un autre
sommet peut être décidée par des requêtes d’accessibilité
dans le sens avant et arrière des arcs. Ensuite, avec la tech-
nique diviser pour régner, toutes les CFCs d’un graphe
sont énumérées en supprimant itérativement les CFC dé-
couvertes.

Notre première version de l’algorithme parallèle utilise un
algorithme de recherche en largeur (BFS) à source unique
requêtes d’accessibilité. Ce BFS comporte deux files d’at-
tente. Au début de la recherche, le sommet racine est placé
dans la première file du processeur qui possède ce sommet.
Ensuite, tous les processeurs s’engagent dans un calcul col-
lectif. Chaque processeur visite tous les sommets de sa file
en les choisissant un par un. Tous les voisins des sommets
visités sont ensuite placés dans une seconde file avec leur
parent. Lorsque tous les sommets de la première file d’at-
tente sont traités, les processeurs envoient toutes les paires
de sommets enfants-parents au processeur qui possède l’en-
fant. Cette procédure continue jusqu’à ce que tous les som-
mets soient visités ou quand un sommet cible a été visité.
La figure 1 illustre le flux de données de cette procédure.

Nous proposons ensuite deux optimisations. La première
remplace BFS par une traversée qui prioritise les sommets
stockés localement, que nous appelons Local-First Search
(LFS). Son flux de données est illustré en Figure 2. La se-
conde propose d’effectuer des parcours multi-sources qui
calculent une forêt couvrante au lieu d’un arbre pour chaque
composante. Ceci permet de trouver plusieurs chemins aug-
mentants aux sommets disjoints et accélère la découverte du
couplage maximal.
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FIGURE 2 – Flux de données dans le LFS parallèle

3 Évaluation Expérimentale
Nous comparons le temps total de l’algorithme parallèle
et ses optimisations à l’algorithme séquentiel en ce qui
concerne trois paramètres différents d’un programme de
contraintes donné : la taille totale du problème, la cardina-
lité du domaine, et le nombre de backtracks. Dans un pro-
blème de contraintes satisfiable, la cardinalité moyenne du
domaine est proportionnelle au degré moyen des sommets
dans le graphe variables-valeurs.
Pour nos expériences, nous avons choisi le problème des N-
reines pour évaluer le temps de propagation en fonction de
la taille totale du problème, un problème de comptage des
N-reines pour évaluer la vitesse des retours arrières, et un
problème d’ordonnancement pour évaluer le temps d’exé-
cution en fonction du degré moyen. Comme machines de
test, nous utilisons un système de mémoire partagée AMD
Epyc Rome avec 64 cœurs (appelé Epyc64), et une petite
grappe de serveurs avec un total de 200 cœurs basés sur
Intel Ivybridge (appelée Ivy200) et connecté à EDR Infini-
band.
Nos algorithmes sont intégrés dans HPCS, un solveur pa-
rallèle de contraintes développé en interne. Pour faciliter
la comparaison, nous avons exécuté les mêmes problèmes
dans Gecode 6.2.0. Sur tous les problèmes, HPCS et Ge-
code sont chargés d’explorer l’arbre de recherche exacte-
ment de la même manière. Les problèmes de N-reines sont
traités par les deux avec le même nombre d’appels des pro-
pagateurs et le même nombre de retours arrières.
La propagation dans Gecode est la plus rapide pour les pro-
blèmes de très petite taille. À partir de quelques centaines
de reines, le HPCS séquentiel est le plus rapide, jusqu’à

1200 dames sur Epyc64 et 4800 dames sur Ivy200. Après
cela, l’algorithme basé sur LFS aux sources multiple est
le plus rapide, par plus d’un facteur 9x sur 9000 reines
sur Epyc64 et plus d’un facteur 3x sur Ivy200. Le goulet
d’étranglement des performances dans l’algorithme paral-
lèle est la communication inter-processus avec en particu-
lier le délai de synchronisation qui prend plus de 100 fois
plus de temps sur Ivy200.
L’algorithme parallèle doit se synchroniser au moins une
fois à chaque tour de propagation. Cela ralentit la recherche
avec backtrack, qui doit exécuter successivement le propa-
gateur à plusieurs reprises tout en mettant à peine à jour
le graphe résiduel. Pour le comptage de solutions sur le
problème des 2400 reines sur Epyc64, Gecode est capable
de traiter 25000 backtracks par seconde, HPCS séquentiel
1300, tandis que le HPCS parallèle n’en fait que 17. Sur
Ivy200 avec 6000 reines, HPCS séquentiel exécute 6 back-
tracks par seconde, tandis que les versions parallèles ne dé-
passent pas 1 par seconde.
Le degré moyen ne détermine pas seulement le nombre
d’arêtes du graphe variables-valeurs, mais il est également
corrélé avec son diamètre. Le diamètre n’est pas pertinent
pour les algorithmes séquentiels, qui fonctionnent le mieux
sur les graphes avec le moins d’arêtes possible. Par contre,
nos algorithmes parallèles bénéficient d’un diamètre plus
petit, parce que le parcours nécessite moins de synchroni-
sations pour parcourir le graphe entier. Cela conduit à la
situation extrême où le HPCS parallèle résout le problème
d’ordonnancement avec un graphe entièrement dense, qui a
un diamètre de 1, dans à peu près le même temps que le pro-
blème d’ordonnancement avec seulement 10% des arêtes,
tandis qu’un problème avec seulement 50% des arêtes est
résolu plus lentement. Cette situation se produit sur les deux
machines de test.
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Résumé
La contrainte de produit assure que le produit de va-
riables sera plus grand qu’une certaine valeur donnée.
En d’autres termes, on souhaite satisfaire la contrainte
Πn
i=1xi ≥ w. Avec l’émergence de problèmes stochas-

tiques, cette contrainte apparaît de plus en plus fréquem-
ment en pratique. Les variables sont le plus souvent des va-
riables de probabilité qui représentent la probabilité qu’un
événement arrive, et la borne minimum est la probabilité
minimum qui doit être satisfaite. Cela est dans la majo-
rité des cas fait pour garantir un certain niveau de sécu-
rité ou une certaine qualité de service. Pour appliquer cette
contrainte, il est tentant comme le proposent de nombreux
auteurs de prendre le logarithme de la somme et de la borne
afin de transformer le produit en une somme. Dans cet ar-
ticle nous montrons que cette idée créé des problèmes et
empêche un calcul exact. Nous proposons et comparons
différentes représentations permettant de calculer exacte-
ment l’ensemble des solutions de ce problème ou jusqu’à
atteindre une certaine précision. Nous donnons aussi une
méthode efficace pour représenter cette contrainte par un
Diagramme de Décision à valeurs Multiples (MDD) afin de
pouvoir combiner cette contrainte avec d’autres MDDs.

Mots-clés
Contrainte de produit, Diagramme de décision à valeurs
multiples, Variables flottantes, Variables décimales, Proba-
bilité, Relâchement

Abstract
The product constraint ensures that the product of some
variables will be greater than a given value, that is
Πn
i=1xi ≥ w. With the emergence of stochastic problems,

this constraint appears more and more frequently in prac-
tice. The variables are most often probability variables that
represent the probability that an event will occur and the
minimum bound is the minimum probability that must be
satisfied. This is often done to guarantee a certain level of
security or a certain quality of service. To deal with this
constraint, it is tempting as proposed by many authors to
take the logarithm of the sum and the bound in order to
transform the product into a sum. In this article we show
that this idea creates many problems and forbids an exact
calculation. We propose and compare different representa-
tions allowing to compute the set of solutions of this pro-
blem exactly or up to a certain precision. We also give

an efficient method to represent that constraint by a Multi-
valued Decision Diagram (MDD) in order to combine this
constraint with some others MDDs.

Keywords
Product constraint, Multi-valued decision diagram, Float
variables, Decimal variables, Probability, Relaxation

1 Introduction
De plus en plus de problèmes impliquent des données aléa-
toires associées à des probabilités. Pour des raisons de qua-
lité de service et de sécurité, il est souvent imposé d’asso-
cier n’importe quelle solution à une probabilité minimum.
Ce type de problème se modélise en définissant pour chaque
variable x représentant des valeurs aléatoires, une variable
px qui représente les probabilités de ces valeurs. Puis, les
variables x et px sont liées ensemble (x = a⇔ px = p(a))
et la contrainte Πn

i=1pxi
≥ w est ajoutée au modèle afin de

garantir que chaque solution sera associée à une probabilité
plus grande qu’une valeur donnée.
Nous nous intéresserons principalement à la définition
de cette contrainte sous forme de diagramme de déci-
sion à valeurs multiples (Multi-valued Decision Diagram
ou MDD) [Kam and Brayton, 1990, Srinivasan et al., 1990,
Bergman et al., 2016] comme cela est déjà fait pour la
contrainte de somme. Nous supposons que les valeurs des
variables sont des nombres décimaux avec une précision
donnée.
Habituellement, la contrainte de produit est modélisée en
prenant les logarithmes des valeurs concernées, puis en la
transformant en contrainte de somme

∑n
i=1 log(pxi

) ≥
log(w). Cela semble plus adapté car le produit de variable
est limité dans les solveurs de programmation par contrainte
à cause des dépassements (overflows). Cependant l’utilisa-
tion de logarithme a lui aussi un désavantage majeur : nous
perdons la possibilité de faire des calculs exacts. En effet
le logarithme d’un nombre ne peut pas être représenté de
manière exacte dans un ordinateur car il s’agit d’un nombre
transcendant. Les nombres flottants doivent donc être utili-
sés et les erreurs d’arrondi de cette représentation doivent
être gérées.
Cet article introduit brièvement ce qu’est un MDD ainsi
que la méthode de construction pour la contrainte qu’il doit
représenter. Puis nous présentons les différentes méthodes
étudiées pour définir le MDD de la contrainte de produit.
Toutes ces méthodes ont été définies de manière à garantir
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la complétude, c’est-à-dire que toutes les solutions soient
représentées par l’ensemble des solutions du MDD. Pour
cela elles ont aussi été définies à l’aide d’entiers pour re-
présenter les nombres à virgule selon une précision δ. Par
exemple avec δ = 4, le nombre décimal 0.98 devient l’en-
tier 9800.

2 Méthodes
La première méthode étudiée sert de cas de comparaison ;
elle se base sur la somme des logarithmes habituellement
utilisée pour résoudre ce problème. Elle a aussi été définie à
l’aide d’entiers en utilisant la méthode de calcul chiffre par
chiffre du logarithme [Goldberg, 2006]. Il est donc possible
pour ces deux cas de faire une somme de logarithmes avec
une précision λ donnée (c’est-à-dire avec λ chiffres après la
virgule). Cela permet d’établir un compromis entre temps,
mémoire et exactitude.
La seconde calcule le MDD exact du produit des variables,
garantissant que l’ensemble des solutions est à la fois com-
plet et correct conformément aux données. Cela nécessite
d’utiliser une structure de données capable de représenter
de très grands nombres, ainsi qu’une grande capacité de
mémoire.
Nous proposons ensuite de construire le MDD de la pré-
cédente méthode de manière relâchée selon une certaine
précision. Ce relâchement est effectué en faisant des multi-
plications relâchées, c’est-à-dire des multiplications qui ne
prennent en compte que les ε premiers chiffres après le cal-
cul. On note cette multiplication ×ε tel que dx ×ε ye =
d(x× y)/10εe. Par exemple d9800×4 9780e = 9585. Cela
permet de faire le même type de compromis que pour la
méthode avec le logarithme.
Enfin nous présentons une méthode tirant avantage de ces
relâchements pour construire de façon incrémentale un
MDD par des itérations successives. Chaque itération cor-
respond à une précision plus grande que celle de l’itéra-
tion précédente. L’idée est d’éviter de considérer les parties
du MDD qui seront toujours satisfaites quand la précision
du calcul augmente. Par exemple, quelque soit la précision
ajoutée (le nombre de décimales prises en compte), nous
aurons toujours (0.95...× 0.95...) > 0.9.
Cette méthode repose sur deux notions, celle de solution
incertaine et celle d’arc suspicieux. Une solution est dite
certaine si on peut dire qu’elle est valide à partir d’une pré-
cision ε donnée. Par opposition, une solution est dite incer-
taine si on ne peut déterminer si elle est valide à la préci-
sion actuelle ε. Un arc est dit suspicieux s’il appartient à au
moins une solution incertaine.
Il s’agit alors d’identifier et extraire les arcs (et donc éga-
lement de nœuds) dits suspicieux. Les arcs et noeuds ap-
partenant à au moins une solution incertaine sont conservés
dans un MDD appelé MDDM . Ce MDD simplifié est la
base pour la prochaine itération, où la précision sera plus
élevée. Les arcs sont identifiés grâce à une propagation de
propriétés à travers le MDD [Jung and Régin, 2021]. L’al-
gorithme se termine lorsque le MDD extrait est vide ou si
la précision maximale est atteinte. À chaque itération, on

accumule les solutions certaines dans un MDD à part noté
MDDS . Notre algorithme peut renvoyer soit MDDS conte-
nant uniquement des solutions (correction), soit l’union de
MDDS et MDDM contenant toutes les solutions (complé-
tude). Notons que si MDDM est vide notre méthode est à la
fois correcte et complète.

3 Résultats
Diverses expériences ont été effectuées sur ces différentes
méthodes à l’aide de données générées de manière semi-
aléatoire. Les résultats mettent principalement en avant les
désavantages de la méthode exacte en terme de temps de
calcul et de mémoire utilisée, mais aussi les avantages de la
méthode incrémentale sur ces mêmes aspects tout en ayant
un ensemble de solutions très proche, si non égal, à l’en-
semble de solutions du MDD exact.

4 Conclusion
Dans ce papier différentes méthodes ont été présentées et
testées afin de construire au mieux la contrainte de produit.
Il a été montré que la méthode relâchée permet d’obtenir
des résultats précis (de manière proportionnelle) dans un
temps raisonnable par rapport à un produit exact. Une mé-
thode incrémentale utilisant efficacement ce relâchement a
ensuite été élaborée permettant d’allier temps, mémoire et
précision. Il pourrait être intéressant pour de futurs travaux
de voir comment les résultats obtenus évolueraient si les
probabilités étaient remplacées par des intervalles de pro-
babilités. Un autre développement intéressant serait d’ap-
pliquer de manière similaire la méthode incrementale sur
d’autres contraintes.
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Résumé
La question de savoir s’il est possible d’apprendre à partir
de la résolution de problèmes existants a été abordée depuis
longtemps par des solveurs portfolio où la meilleure heu-
ristique est choisie par apprentissage automatique à par-
tir de caractéristiques créées manuellement, et plus récem-
ment par l’apprentissage profond sur les graphes (GNNs).
Avec ce papier, nous nous inscrivons dans cette voie en pro-
posant une nouvelle heuristique basée sur l’apprentissage
par renforcement profond avec des récompenses antago-
nistes. Nous montrons que notre méthode réduit le nombre
d’échecs pour atteindre une première solution de plus de
50% en comparaison avec MiniSat.

Mots-clés
Heuristique, Apprentissage automatique, Apprentissage
profond, Apprentissage par renforcement, Graph Neural
Networks.

Abstract
The question of whether it is possible to learn from sol-
ving existing problems has been addressed for a long time
by portfolio solvers where the best heuristic is chosen by
Machine Learning from handcrafted features, and more re-
cently with Deep Learning by embedding this knowledge
into a Graph Neural Network (GNN). In this paper, we build
upon the latter category by proposing a new heuristic ba-
sed on Deep Reinforcement Learning using two GNNs with
opposing rewards. We show that our method reduces the
number of fails to get the first solution by more than 50%
compared to MiniSat.

Keywords
Heuristic, Machine Learning, Deep Learning, Reinforce-
ment Learning, Graph Neural Networks.

1 Introduction
Des challenges considérables pour l’apprentissage auto-
matique.
L’apprentissage automatique est difficile à appliquer aux
problèmes combinatoires pour quatre raisons principales.
Premièrement, les problèmes combinatoires n’ont pas de
taille fixe. Ils sont représentés par un graphe dont la taille

dépend du problème et des données qui vont avec. Les tech-
niques classiques d’apprentissage automatique, qui fonc-
tionnent sur des données tabulaires, sont difficiles à adapter
à ce nouveau contexte. Deuxièmement, il existe une grande
variabilité dans l’espace des solutions vis-à-vis de l’entrée.
Deux modèles qui différent en taille et en structure peuvent
avoir les mêmes solutions et à l’inverse deux modèles syn-
taxiquement proches peuvent avoir des solutions très dif-
férentes. En particulier, l’ajout d’une unique contrainte non
satisfiable peut faire passer le nombre de solutions d’un mil-
lion à zéro. Troisièmement, la projection de l’ensemble des
solutions sur un sous-ensemble des variables peut être le
domaine entier, ce qui rend la classification des valeurs du
domaine très inefficace, en d’autres termes, il est possible
d’avoir une distribution uniforme des solutions dans l’es-
pace de recherche. Finalement, l’expression du problème et
les données sont par nature discrètes, ce qui ne permet pas
de facilement exploiter les directions de descente induites
par les gradients. Pour ces raisons, il n’est pas trivial d’éta-
blir une technique directe d’apprentissage de bout-en-bout
pour résoudre des problèmes combinatoires.

Des solveurs spécialisés.
En revanche, les solveurs SAT [3] ou PC [15] sont capables
de traiter de tels problèmes grâce à une combinaison de
recherche et de propagation, mais l’heuristique nécessaire
est souvent difficile à trouver. C’est un champ de recherche
actif qui a notamment permis l’émergence des compteurs
d’activité, de l’apprentissage des clauses avec les « nogoods
», des redémarrages [14, 6]. Mais malgré tout, il est difficile
d’exploiter les connaissances acquises lors de la résolution
d’autres problèmes. Deux cadres existent pour permettre
de réutiliser les informations apprises : les solveurs port-
folio [21, 7] qui utilisent l’apprentissage automatique pour
reconnaître les caractéristiques du problème et pour choi-
sir statistiquement le solveur le plus approprié ainsi que
les solveurs incrémentaux [8] qui peuvent conserver des
connaissances exactes acquises lors de la résolution d’un
sous-ensemble de clauses.

L’essor des GNNs.
Des travaux récents ont apporté un nouvel éclairage sur
l’utilisation de l’apprentissage automatique pour acqué-
rir des connaissances indépendantes de la résolution d’un
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unique problème, en particulier en utilisant les GNNs
[16, 2]. Une approche remarquable est celle de NeuroSAT
[17] où un GNN est spécifiquement entrainé pour prédire la
satisfiabilité d’une instance. L’idée principale de l’applica-
tion de l’apprentissage par renforcement [19] à un problème
SAT est de considérer le solveur comme un système contrô-
lable et d’apprendre une politique la plus optimale possible
pour interagir avec cet environnement. Plusieurs articles ont
exploré cette direction, comme [20, 18, 11, 4]. La difficulté
pour intégrer le Machine Learning dans le cœur du solveur
à été reconnu par [5] et a motivé le développement d’un sol-
veur dédié permettant l’interaction entre le ML et la PPC.

Notre méthode antagoniste.
Dans ce travail préliminaire, nous présentons une nouvelle
façon de construire une heuristique pour le problème SAT
en utilisant les GNNs et l’apprentissage par renforcement,
basée sur l’opposition entre le comportement attendu pour
l’heuristique de choix de variable et celui de l’heuristique
du choix de valeur. L’heuristique de choix de variable a
un schéma de récompense qui vise à fermer la recherche
dès que possible. Elle est entrainée conjointement avec une
heuristique de choix de valeur qui cherche à ouvrir la re-
cherche vers le plus de solutions possibles. Ces deux heu-
ristiques sont implémentées avec des GNNs et sont en-
trainées en utilisant la bibliothèque SATLIB [9]. Nos ex-
périences montrent que les connaissances structurelles et
contextuelles acquises sont capable de réduire significati-
vement le nombre de retours en arrière pour trouver la pre-
mière solution lorsqu’elles sont utilisées sur des nouveaux
problèmes non vus lors de la phase d’entrainement.

2 Notions préliminaires
Satisfiabilité booléenne
Soit V un ensemble des variables booléennes. Un littéral est
soit une variable x ∈ V ou la négation ¬x d’une variable.
Une clause est un ensemble de littéraux c interprété comme
une disjunction. Une formule SAT en CNF est un ensemble
de clauses F interprété comme une conjunction. Le pro-
blème SAT consiste à trouver une affectation M des va-
riables de V (aussi appelée modèle) tel que la formule F est
satisfaite, ou la preuve qu’une telle affectation n’existe pas.
SAT a été le premier problème à être prouvé comme NP-
complet [3], même si on se restreint aux problèmes 3SAT,
qui ont des clauses avec au plus 3 littéraux. Les solveurs
CDCL sont basés sur une recherche heuristique avec retour
en arrière, des inférences et de l’apprentissage [3]. Il est à
noter que le mot apprentissage est utilisé dans un sens dif-
férent de celui du Machine Learning car il n’implique pas
de généralisation.
L’inférence est réalisée par la propagation unitaire qui
donne à une variable la polarité de son littéral quand il
apparaît dans une clause singleton. L’inférence crée aussi
le graphe d’implication qui connecte et enregistre les litté-
raux propagés. L’apprentissage se fait lors d’un conflict en
appliquant une résolution sur le graphe d’implication jus-
qu’à ce qu’une condition soit vérifiée (usuellement la dé-
couverte du premier UIP). Il en est déduit une clause re-

dondante qui va empêcher que ce conflit apparaisse une
seconde fois au cours de la recherche. Après que l’infé-
rence a atteint un point fixe, le solveur sélectionne une va-
riable et une valeur et éxécute une décision en ajoutant cette
hypothèse au graphe d’implication. L’heuristique classique
VSIDS (Variable State Independent Decaying Sum) [14]
donne un score à chaque variable qui combine une infor-
mation statistique sur le problème, une mise-à-jour avec
de l’apprentissage par renforcement après chaque conflit et
un taux d’escompte pour permettre de se concentrer sur les
parties difficiles du problème après un redémarrage. Il en va
de même pour de nombreuses heuristiques d’apprentissage
online telles que CHB ou LRB [13, 12] La partie apprentis-
sage est très efficace, mais le score initial est générique et
l’heuristique a besoin d’un échauffement pour dévoiler son
potentiel. Un état s peut-être défini comme un ensemble de
littéraux affectés à toute étape de la recherche.
Apprentissage par renforcement
Un système contrôlable peut-être modélisé comme un Pro-
cessus de Décision Markovien (PDM), défini comme un
tuple (S,A, T,R, γ), où S est un ensemble d’états, A un
ensemble d’actions, T : S × A × S → [0, 1] une fonc-
tion de transition probabiliste telle que ∀s, s′ ∈ S,∀a ∈ A,
T (s, a, s′) est la probabilité d’atteindre l’état s′ quand on
réalise l’action a dans l’état s, R : S × A → R est une
fonction récompense et γ ∈ [0, 1) est le taux d’escompte.
Un PDM est déterministe si l’état obtenu après l’applica-
tion d’une action est complétement determiné par l’action
et l’état de départ. Dans ce contexte, on peut écrire les fonc-
tions de transition sous la forme T : S × A → S. Une
politique π : S × A → [0, 1] est une fonction qui définit
une distribution de probabilité pour chaque état sur l’en-
semble des actions. Une politique déterministe est une fonc-
tion π : S → A. Une exécution de la politique π en partant
de l’état s0 est une séquence d’actions [a0, a1, . . . , an] telle
que si+1 = π(si, a) si la politique est déterministe.
Soit un PDM M et une politique π, on peut récursivement
definir le gain attendu d’une action en fonction d’un état,
d’une action et d’une politique aussi appelé Q-value, tel
que :

Qπ(s, a) =

R(s, a)+
∑

s′∈S
[T (s, a, s′)× γ

∑

a′∈A
(π(s′, a′)×Qπ(s′, a′))]

Dans le cas déterministe, on obtient :

Qπ(s, a) = R(s, a) + γ ×Qπ(s′, π(s′)))
s′ = T (s, a)

L’apprentissage par renforcement a pour objectif d’ap-
prendre une politique optimale π∗, qui maximise la somme
des récompenses jusqu’à un état terminal :

∀(s, a) ∈ S ×A, π∗ = argmaxπQ
π(s, a)

Une condition nécessaire pour l’optimalité d’une politique
est de vérifier l’équation de Bellman, qui stipule que pour
la politique optimale :

Qπ
∗
(s, a) = R(s, a) + γ ×max

a′∈A
Qπ

∗
(π∗(s, a), a′)
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FIGURE 1 – Graph Neural Network

La programmation dynamique peut-être utilisée pour cal-
culer π∗ en calculant récursivement les Q-values des états
résultants, pour toutes les actions. Mais, l’aspect combi-
natoire induit par le grand nombre d’actions dans chaque
état rend le problème intraitable en pratique. Le Deep Q-
Learning (DQN) construit une approximation des Q-values
grâce aux épisodes générés et à l’équation de Bellman en
tant que critère. Par la suite, nous allons utiliser un modèle
paramétrisé Qθ qui va être entrainé pour satisfaire l’équa-
tion de Bellmann. La politique induite par cette approxima-
tion est donc :

π̂(s) = argmaxa∈AQθ(s, a)

GNNs
Ils sont conçus pour apprendre à partir de représentations
sous forme de graphe. On utilise le cadre général de [2].
Pour un graphe G = (V,E) avec E ⊆ V 2, on considère
trois plongements (embeddings) : e ∈ Re pour chaque arc,
v ∈ Rv pour chaque nœud et u ∈ Ru pour le graphe dans sa
totalité, où les paramètres e, v et u sont constants. Un GNN
est composé de trois fonctions de mise à jour ϕe, ϕv, ϕu qui
calculent les nouveaux embeddings à partir des précédents
et de 3 fonctions d’agrégation ρe→v, ρe→u, ρv→u qui per-
mettent à la fois de résonner sur la topologie du graphe et
d’utiliser des fonctions de mise à jour d’arité fixe. Comme
la plupart des approches, nous utilisons la somme comme
fonction d’agrégation. Les fonctions ϕ et ρ sont les com-
posantes principales pour constuire les blocs indépendants
et complets comme présentés dans [2] et représentés avec
les figures 1(a) et 1(b). Par la suite les blocs sont combinés
pour former le GNN décrit avec la figure 1(c). Un bloc in-
dépendant s’appele un encodeur et est utilisé pour prépaper
le premier embedding. Puis cet embedding est connecté à

un bloc complet, qui va être répété plusieurs fois. L’embed-
ding final est utilisé comme entrée d’un dernier bloc indé-
pendant, le décodeur qui produit l’embedding de sortie.

3 Apprentissage de l’heuristique de
branchement

Les techniques d’apprentissage profond sont basées sur la
notion d’embedding, qui est une représentation multidi-
mensionnelle des données. Dans le cas des problèmes SAT,
et puisque le problème est représenté sous forme de graphe,
nous souhaitons un embedding du graphe. Nous nous ap-
puyons sur le cadre introduit dans [11] qui utilise un GNN
général [2] pour produire un tel embedding.
Un problème SAT est construit sur un ensemble fini B des
variables booléennes définissant un ensemble L de littéraux
L = B ∪ ¬B où ¬B = {¬b | b ∈ B}. Un modèle est une
application M : B → B. Un état est une représentation
du problème courant à résoudre, à savoir les variables boo-
léennes et les clauses. Un problème SAT peut être repré-
senté comme un graphe biparti G = (V,E) où un nœud est
créé pour chaque variable et chaque clause : V = B ∪ C,
et pour chaque clause c, il existe un lien entre le nœud de
la clause et chaque littéral de la clause. Le lien est étiqueté
pour distinguer les littéraux positifs et négatifs.
Dans [11], un seul GNN a été utilisé pour traiter l’ensemble
du problème SAT, il fait la distinction entre les variables et
les clauses en utilisant un encodage "one-hot" : (0, 1) pour
les nœuds des variables et (1, 0) pour les nœuds des clauses.
De la même manière, un littéral positif d’une clause reçoit
une étiquette (0, 1) et un littéral négatif (1, 0). Cet encodage
est utilisé pour alimenter un bloc indépendant afin de pro-
duire les embeddings initiaux qui sont liés au noyau itéré.
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FIGURE 2 – Encodage du GNN sur un problème SAT simple

Comme le cadre de [11] se concentre uniquement sur la sé-
lection des variables, le décodeur produit une Q-Value pour
chaque polarité de chaque variable. Puisque la récompense
est fixée à −0.1 pour une transition non-terminale et 0 pour
une transition terminale, la maximisation de la Q-Value sé-
lectionne le littéral ayant la plus grande probabilité de ter-
miner la recherche.

Réseaux hétérogènes
Notre première amélioration est l’utilisation de GNNs hété-
rogènes [22] où différentes catégories de nœuds et d’arêtes
ont des fonctions de mise à jour différentes. Nous définis-
sons un ensemble différent de fonctions de mise à jour pour
les nœuds des variables et pour les nœuds des contraintes.
Cela nous permet non seulement de supprimer l’encodage
one-hot des nœuds, mais aussi d’apprendre une fonction de
mise à jour plus spécialisée pour chaque catégorie. Notre
implémentation du GNN s’appuie sur l’extension Tensor-
Flow graph_nets introduite dans [2]. À titre d’exemple,
la figure 2 montre l’architecture pour deux clauses x∨¬y∨z
et y ∨ ¬z ∨ ¬t. Pour chaque variable booléenne, on défi-
nit un encodeur (représenté en vert) qui produit un embed-
ding initial. Il n’y a pas d’entrée pour cet encodeur puisque
nous distinguons les nœuds des variables, des nœuds des
contraintes en les utilisant dans des réseaux différents. Il
s’agit donc simplement d’une couche linéaire qui produit
un vecteur dans R64, suivie d’une couche de normalisa-
tion. Le même encodeur, mais chacun possédant son propre
ensemble de paramètres, est défini pour les clauses (repré-
sentées en bleu), pour les littéraux positifs (représentés en
rouge) et pour les littéraux négatifs (représentés en jaune),
conduisant à des embeddings dans R64. L’embedding glo-
bal du graphe est obtenu de la même manière, mais dans
R32 (représentée en orange). Le bloc complet consiste en 4
itérations d’un perceptron multicouches récurrent avec une
couche cachée de taille 1024 suivie d’une couche de nor-
malisation (représenté en vert clair).

Entraînement antagoniste
Notre deuxième et principale amélioration consiste à défi-
nir deux GNNs pour les heuristiques de variable et de va-
leur au lieu d’un seul comme dans [11, 18]. Ces deux ré-
seaux sont entraînés conjointement avec des récompenses
antagonistes. Les couches du décodeur commencent, pour
les deux réseaux, par un MLP entièrement connecté avec
trois couches cachées de taille respective 256, 512 et 256.
Ensuite, une couche linéaire de taille 1 sort la Q-Value de
chaque variable pour le réseau heuristique des variables,
tandis que la couche linéaire de taille 2 sort la Q-Value de
chaque polarité pour le réseau heuristique des valeurs.

La fonction de récompense associée à chacun de ces ré-
seaux produit un comportement antagoniste entre les deux
heuristiques. Le réseau heuristique variable est entraîné
avec une récompense de type "premier échec" qui donne
une valeur de 1 à tout état terminal, soit une solution ou
un échec, et 0 à tout état intermédiaire. Il est intéressant
de noter que, comme les succès sont beaucoup moins fré-
quents que les échecs, il arrive souvent que le réseau soit
capable d’apprendre à trouver une solution sans en voir au-
cune ou presque. Il s’agit là simplement de la traduction
du fait que l’on ne cherche pas à apprendre les solutions
du problème mais bien un comportement permettant en gé-
néral de guider la recherche. La récompense pour l’heuris-
tique de valeur est le nombre de clauses supplémentaires
qui sont satisfaites en prenant une action donnée. Les Q-
Values associées à ces récompenses sont respectivement les
valeurs attendues de la probabilité de clore un épisode et
le nombre maximum de clauses satisfaites (MNSC). Nous
appelons de façon globale la combinaison de ces deux heu-
ristiques antagonistes AGNN (Antagonistic Graph Neural
Network).

Le GNN est entraîné en collectant des échantillons (s, a, s′)
des triplets état-action-état décrivant l’effet d’une action
dans un état donné. L’action est choisie selon la technique ϵ-
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gloutonne [19] en utilisant l’état actuel de l’heuristique. La
valeur de ϵ commence à 1 et est soumise à une décroissance
exponentielle. Une fois qu’un problème SAT est choisi, il
est exécuté jusqu’à ce qu’il échoue ou trouve une solu-
tion. Chaque échantillon est ajouté à une base d’expériences
dans lequel les échantillons sont choisis aléatoirement pour
l’apprentissage afin d’éviter les séquences fortement corré-
lées. La fonction objectif est donnée par l’apprentissage par
différence temporelle. Nous conservons une version légè-
rement plus ancienne du réseau, appelée réseau cible, qui
calcule une Q-Value QT . Nous exprimons alors la fonction
objectif comme : loss(Q(s, a), R+argmax QT (s

′, a′)) où
loss est la fonction objectif de Huber [10] appliquée à l’er-
reur quadratique moyenne.

Hδ(y, ŷ) =

{
1
2 (y − ŷ)2 if |y − ŷ| ≤ δ
δ(|y − ŷ| − 1

2δ) sinon

Elle passe de quadratique à linéaire après un seuil δ afin
de réduire l’influence des grands gradients au sein d’un lot.
Nous utilisons également le clipping des gradients pour ré-
duire l’influence des grands gradients entre les lots.

4 Résultats expérimentaux
Pour les expériences, nous avons utilisé le jeu de données
SATLIB [9], qui contient diverses instances 3-SAT. En par-
ticulier, nous avons utilisé 10000 problèmes 3-SAT uni-
formes ayant 20 à 250 variables et 91 à 1065 clauses, et
40000 problèmes ayant 100 variables et 403 à 449 clauses
avec des backbone contrôlées (littéraux qui sont vrais dans
chaque solution réalisable) de taille 10 à 90. Les séries de
backbone avec 70 et 90 variables sont respectivement ap-
pelées b70 et b90. Comme le benchmark comporte 50000
problèmes, nous les avons répartis aléatoirement en 3 caté-
gories : un ensemble d’entraînement (80%), qui est utilisé
pendant la phase d’entraînement, un ensemble de validation
(10%) qui est utilisé pour évaluer le modèle de l’agent ac-
tuel et un ensemble de test (10%) qui est inconnu pendant
la phase d’entraînement et qui est utilisé pour rapporter ces
résultats.
Notre système est expérimental et souffre de plusieurs
sources d’inefficacité qui nous empêchent de fournir des in-
formations intéressantes sur les temps de calcul. Première-
ment, notre système utilise un solveur de contraintes "mai-
son" en C++ qui n’est pas optimisé pour les problèmes
SAT. Ensuite, chaque état est extrait du solveur et transféré
via une interface Python vers le framework GNN Graph-
Net [2], puis de façon interne vers TensorFlow [1]. L’in-
férence est réalisée sur une carte graphique NVIDIA GTX
1080Ti et le résultat est renvoyé au solveur via cette même
interface Python pour être utilisé dans une heuristique dé-
diée. En moyenne, une seule inférence prend 0, 14 seconde
alors que MiniSat peut souvent résoudre le problème entier
en 0, 01 seconde. Pour cette raison, nous nous concentrons
uniquement sur l’évaluation de l’efficacité de l’apprentis-
sage. Une amélioration ultérieure de l’architecture et de
l’inférence n’étant bénéfique que si l’apprentissage s’avère
utile à l’heuristique résultante.

Heuristique Conflits
b90

Conflits
b70

DomDeg + MaxVal 906 715
DomDeg + MinVal 1963 1771
Minisat 263 229
MiniSat sans redémarrage 283 239
Single agent MNSC 188 159
AGNN Antagoniste 133 106
AGNN Antagoniste Small 116 99

TABLE 1 – Performances sur l’ensemble de test

Efficacité de l’entraînement
Nous utilisons comme métrique le nombre d’échecs ren-
contrés avant la première solution. Notre objectif est de
montrer que l’apprentissage à partir de problèmes offline
est efficace et que notre architecture hétérogène antago-
niste est supérieure aux autres techniques. Pour ce faire,
nous comparons les heuristiques suivantes : Dom/Deg
+ MaxVal, Dom/Deg + MinVal, le solveur standard
MiniSat, qui peut être considéré comme la base de
référence, MiniSat sans redémarrage, pour faire
des comparaisons sans la partie apprentissage de VSIDS
[14], Single agent MNSC, où un seul agent est en-
traîné pour maximiser le nombre de clauses satisfaites
(MNSC) et AGNN Antagoniste. Nous avons ajouté
AGNN Antagoniste Small dans lequel l’heuristique
GNN antagoniste (AGNN) est entraînée sur des problèmes
SATLIB uniformes de petite taille, c’est-à-dire les 2100
problèmes ayant 20 à 75 variables.
Les résultats sont présentés dans le Tableau 1. Nous ob-
servons que les deux agents antagonistes entraînés sur des
objectifs opposés ont les meilleures performances, rédui-
sant d’un facteur de respectivement 2, 26 et 2, 31 le nombre
d’échecs nécessaires pour trouver la première solution sur
b90 et b70 par rapport à MiniSat avec redémarrages.
Comme les redémarrages sont une caractéristique orthogo-
nale de la stratégie de recherche et ne sont pas utilisés par
l’heuristique AGNN, nous indiquons également l’amélio-
ration par rapport à MiniSat sans redémarrage, de respec-
tivement 2, 43 et 2, 31. Nous observons que l’entraînement
sur des petites instances augmente d’environ 10% la capa-
cité de généralisation du GNN (avec un facteur de réduction
passant de 1, 97 à 2, 26 sur b90 et de 2, 16 à 2, 31 sur b70).
Une explication possible est que plus de solutions sont ren-
contrées sur les petits problèmes que sur les grands au mo-
ment de l’apprentissage : le nombre de déroulements qui
mènent à une solution sur les petits problèmes est de 19%
alors qu’il n’est que de 0.19% pour les grands problèmes.

Apprentissage guidé par une satisfiabilité maximale
Nous évaluons l’impact de l’utilisation comme récompense
du nombre de contraintes satisfaites, puisque nous suppo-
sons qu’une telle récompense devrait aider à rapprocher un
agent d’une solution. Nous réalisons cette expérience en
utilisant l’agent MNSC. La figure 3 montre, sur la même
échelle, l’évolution conjointe du nombre d’échecs avant
d’atteindre la première solution, et de la récompense cu-
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FIGURE 3 – Influence de la fonction objectif

mulative pour l’agent (le nombre des contraintes satisfaites
avant le premier retour en arrière). Comme on peut le voir
sur la figure 3(a), le nombre de contraintes satisfaites aug-
mente au fur et à mesure de l’apprentissage. Cependant,
le nombre d’échecs avant la première solution, augmente
brusquement après une diminution initiale (Figure 3(b)), ce
qui montre que le processus d’apprentissage est instable.
Nous pensons que cela est dû au fait qu’un agent entrainé
avec cette récompense va guider la recherche vers un op-
timum local, où un grand nombre de contraintes sont sa-
tisfaites, mais qui n’est pas nécessairement proche d’une
solution complète.

C’est probablement aussi pourquoi dans [11] le réseau est
évalué après chaque épisode par rapport aux données de
validation et le meilleur réseau est renvoyé à la fin. Nous
avons également effectué une augmentation des données en
considérant les valeurs opposées des littéraux dans un pro-
blème où tous les arcs sont inversés. La figure 3(b) montre
que cela n’apporte aucune amélioration. En revanche, la
même expérience avec l’approche antagoniste montre une
bien meilleure stabilité. La figure 3(c) montre les perfor-
mances de l’heuristique AGNN au fur et à mesure de l’ap-
prentissage. En comparant l’entraînement antagoniste où la

récompense pour le réseau des valeurs est le nombre des
contraintes satisfaites (simplement appelé Adversarial dans
la figure) avec les récompenses données par les heuristiques
MinVal et MaxVal, nous observons que la performance est
principalement obtenue par le réseau de l’heuristique des
variables.
Structure du GNN et paramètres d’apprentissage
Nous avons comparé l’approche homogène et l’approche
hétérogène pour différentes valeurs des hyperparamètres de
l’apprentissage en Table 2 où δ est le paramère de la loss
de Huber et lr la vitesse d’apprentissage. Nous pouvons
observer que ces paramètres d’apprentissage ont une plus
grande influence que le simple découpage des réseaux de
neurones. Toutefois, l’approche hétérogène procure une lé-
gère amélioration dans tous les cas.

Homogène Heterogène
δ +∞ 3 10 +∞ 3 10

lr = 2e−4 366 285 318 299 245 255
lr = 2e−5 295 114 225 268 103 153

TABLE 2 – Performance sur l’ensemble de validation
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FIGURE 4 – Visualisation du backbone par PCA sur les embeddings du GNN

L’importance des premières inférences
Puisque l’inférence du GNN est coûteuse, et que cela res-
tera probablement le cas avec une meilleure implémenta-
tion, il est utile d’évaluer l’importance des premiers choix.
En effet, c’est là qu’ils peuvent apporter beaucoup d’amé-
liorations puisque tout apprentissage effectué par le solveur
doit s’échauffer en commençant à résoudre le problème. La
figure 5 illustre l’impact sur le nombre d’échecs lorsque les
premières inférences sont faites par le GNN avant que le
contrôle ne soit entièrement transféré à l’heuristique du sol-
veur classique. On peut voir qu’il y a un impact majeur des
5-6 premières décisions. Ceci n’est pas surprenant car on
s’attend à ce que le GNN puisse capturer une partie de la
structure du problème à l’avance.

Apprentissage supervisé
Puisque les choix initiaux sont de la plus haute importance
pour réduire le nombre de conflit avant la première solu-
tion, nous avons essayé d’apprendre de manière supervisée
les Q-values afin de voir si le réseau réussit à les apprendre.
Pour cela, nous avons considéré les problèmes avec back-
bone b70 et b90. Considérant le nombre limité de va-
riables qui sont à l’extérieur du backbone, nous pouvons
directement leur donner un label vrai ou faux pour chacune
de leur polarité sat ou unsat. Notons que dans ce cas il y a
trois possibilités : soit la variable appartient au backbone et
seule l’une de ses polarité est assignée à 1, l’autre à 0, soit
elle est en dehors et on attend que le réseau trouve le label 1
pour les deux polarités. L’usage lors de la recherche est fait
par une seule inférence du GNN qui prédit d’un seul coup
l’ensemble des labels.

Nous avons évalué sur un ensemble de problèmes la perti-
nence de la prédiction des affectations pour l’appartenance
au backbone. Nous avons obtenu un résultat de 73% dans le
meilleur cas, alors qu’un classifieur de référence qui prédit
la classe majoritaire de la polarité de la variable dans les
clauses obtient un résultat de 60%. En effectuant une PCA
sur la dernière couche du réseau juste avant la prédiction,
on peut obtenir une projection des embeddings extraits par

le réseau. La Figure 4 montre deux résultats représentatifs
sur l’ensemble de test. Dans le premier cas, en Figure 4(a),
la séparation de l’espace latent est bien visible, montrant
que le modèle est parfaitement capable d’identifier l’empla-
cement du backbone et son affectation. Toutefois, il existe
des cas où cela ne fonctionne pas, comme le cas présenté
en Figure 4(b) où l’on constate une classification pour le
moins confuse.

Influence du nombre d’itérations du coeur du GNN
La Figure 6 montre les résultats sur b90 en fonction du
nombre d’itérations du coeur du GNN. Il s’agit d’une
expérience d’un intérêt pratique discutable puisque les
temps d’inférences peuvent prendre plusieurs heures. Nous
constatons toutefois un phénomène intéressant. D’une part
le nombre de problèmes résolus sans backtrack augmente
grandement, jusqu’à atteindre 20% (Figure 6(a)). A titre
de comparaison, Minisat obtient un score de 0% et AGNN
Antagoniste Small 0.8%. Mais la Figure 6(b) montre
qu’en moyenne le nombre de conflits remonte quand on
itère plus avec des résultats dégradés sur les autres pro-
blèmes.

5 Discussion et conclusion
Dans cet article, nous avons présenté une heuristique pour
SAT appelée AGNN, basée sur les GNN, qui utilise deux
agents antagonistes et des réseaux hétérogènes entraînés par
l’apprentissage par renforcement. Nous avons observé une
réduction de 50% du nombre de retours arrière sur les pro-
blèmes SATLIB par rapport à MiniSAT, même en autori-
sant les redémarrages. Ces résultats montrent que l’appren-
tissage est efficace et a le potentiel de guider la recherche.
Cependant, notre implémentation ne réduit pas le temps de
résolution effectif. Notre objectif initial est de montrer l’in-
térêt scientifique de l’apprentissage par renforcement pro-
fond pour guider la recherche. Il reste maintenant à s’inté-
resser à rendre l’approche efficace en pratique. En effet, les
grands problèmes nécessitent de construire des grands ré-
seaux de neurones et de nombreux embeddings qui doivent

Thomas Fournier, Arnaud Lallouet, Télio Cropsal, Gaël Glorian, Alexandre Papadopoulos, Antoine Petitet
and Wijnand Suijlen

41 JFPC@PFIA 2022



0 10 20 30 40 50
Number of moves played by GNN

250

300

350

400

450

Av
er

ag
e 

nu
m

be
r o

f c
on

fli
tc

s

Number of conflitcs

FIGURE 5 – Impact d’un nombre limité de coups joués par le GNN sur b70

10 20 30 40 50 60 70
Num Passes

25

50

75

100

125

150

175

200

Nu
m

be
r o

f p
ro

bl
em

s s
ol

ve
d 

wi
th

 n
o 

co
nf

lic
t

Number of first-try solve evolution with core passes

(a) Problèmes résolus sans backtrack

10 20 30 40 50 60 70
Num Passes

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

5000
Av

er
ag

e 
nu

m
be

r o
f c

on
fli

ct
s

Number of conflicts evolution with core passes

(b) Nombre moyen de conflits

FIGURE 6 – Evolution des performances en fonction du nombre d’itérations du coeur

être recalculés à chaque fois qu’une décision est prise. Mal-
gré l’utilisation d’un GPU pour les calculer, appeler l’heu-
ristique AGNN à chaque fois qu’une décision est prise est
plus coûteux que d’utiliser l’heuristique intégrée très ra-
pide de MiniSAT. Nous avons vu, et ce résultat a égale-
ment été observé dans [11] que l’utilisation de l’heuris-
tique uniquement pour les premiers coups peut améliorer
la vitesse de résolution et conserver le bénéfice de l’heu-
ristique d’apprentissage. Cette direction mérite clairement
une étude plus approfondie.
Une autre idée que nous avons exploré est d’effectuer une
seule exécution du GNN et de prédire la polarité de toutes
les variables afin de modifier l’initialisation de VSIDS.
Cette approche est intéressante du point de vue de l’infé-
rence mais semble difficile à fiabiliser en pratique. Nous
avons choisi de ne pas utiliser de features créées à la
main comme dans [18]. Des informations comme l’arité, la
densité ou même les présolutions pourraient être très pré-
cieuses et devraient certainement être exploitées dans un
système réel. Malheureusement, leurs utilisation ne permet
pas d’isoler correctement l’impact de l’apprentissage sur les
caractéristiques élaborées. Enfin, la manière dont l’embed-

ding est calculée peut certainement faire l’objet d’une étude
plus approfondie. En particulier, les contraintes n-aires dé-
finissent un hypergraphe, qui est imparfaitement représenté
par un graphe avec des nœuds de contrainte. Le passage de
SAT à CP nécessitera plus de travail dans cette direction,
ainsi que dans la représentation des domaines.
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Résumé
Les forêts de décision sont des modèles d’apprentissage au-
tomatique très utilisés en pratique pour leur performance.
Malheureusement, il est difficile de dire à quoi est dû leur
performance parce que les algorithmes pour trouver des fo-
rêts de décision sont heuristiques. Ce papier résume notre
papier "Assessing Optimal Forests of Decision Trees" ac-
cepté à ICTAI 2021 [3]. Dans ce papier, nous proposons
une technique d’optimisation pour trouver des forêts de dé-
cision optimales. Cela permet de pouvoir facilement éva-
luer la pertinence des critères qui pourraient expliquer la
performance des forêts de décision.

Mots-clés
Forêts optimales, boosting, génération de colonnes.

Abstract
Decision forests are machine learning models that are wi-
dely used in practice for their performance. Unfortunately,
it is difficult to find what their performance is due to be-
cause the algorithms for finding decision forests are heu-
ristic. This paper summarizes our paper "Assessing Opti-
mal Forests of Decision Trees" accepted at ICTAI 2021 [3].
In this paper, we propose an optimization technique to find
optimal decision forests. This allows to easily assess the re-
levance of criteria that could explain the performance of
decision forests.

Keywords
Optimal forests, boosting, column generation.

1 Introduction
Les forêts de décision sont des modèles d’apprentissage très
utilisés en pratique pour résoudre des problèmes difficiles.
Elles sont beaucoup utilisées en raison de leur performance.
Le boosting est l’une des techniques les plus connues
pour construire des forêts de décision. Son principe est de
construire successivement des arbres de décision, chacun
ayant pour objectif de corriger les erreurs des précédents.
Adaboost est l’un des algorithmes de boosting les plus po-
pulaires. Il combine plusieurs arbres de décision, chacun
ayant un poids. Adaboost fonctionne bien en pratique mais
il est difficile d’identifier à quoi ses performances sont dues.

*Papier doctorant: Gaël Aglin est l’auteur principal

En effet, Adaboost est un algorithme heuristique. Contraire-
ment à beaucoup d’autres algorithmes d’apprentissage au-
tomatique ou d’apprentissage profond dont le succès vient
explicitement d’une fonction perte connue, Adaboost n’op-
timise pas un critère concret. Afin de mieux cerner le fonc-
tionnemnet des forêts de décision, certains chercheurs ont
proposé des modèles mathématiques qui reposent sur la dé-
finition d’un critère d’optimisation global et dont la réso-
lution aboutirait à des forêts de décision optimales. Ces
forêts optimales permettraient de mieux apprécier les dif-
férentes intuitions qui expliqueraient la performance des
forêts de décision. Malheureusement, l’algorithme proposé
pour résoudre les modèles n’aboutit pas à une solution opti-
male. Il n’est donc pas clair si les critères proposés peuvent
vraiment justifier les performances des forêts de décision
ou non. Dans cet article, nous nous appesantissons sur
les modèles mathématiques LPBoost [4] et MDBoost [6].
Nous montrons qu’avec les algorithmes proposés récem-
ment pour apprendre des arbres de décision optimaux, il
est à présent possible de résoudre de façon optimale les
modèles LPBoost et MDBoost. Finalement, nous évaluons
avec exactitude la pertinence des critères proposés par ces
modèles.

2 LPBoost et MDBoost
LPBoost et MDBoost sont des modèles mathématiques dé-
finissant un critère global à optimiser pour la construction
de forêts de décision. L’idée est de trouver l’ensemble des
arbres de décision et des poids dont la combinaison permet-
trait d’optimiser un critère spécifique, tout en étant perfor-
mant. Afin de déterminer le critère à optimiser, ces deux
modèles se basent sur un concept introduit par Schapire et
al. [5]. Ce concept s’appelle la marge. La marge est un score
donné par un ensemble d’arbres à la prédiction d’une ins-
tance d’entraînement. Le signe de la marge indique si la
prédiction est correcte ou non. Si elle négative, la prédiction
est incorrecte. Sinon, la prédiction est bonne. De même, la
valeur absolue de la marge indique à quel point l’ensemble
des arbres est unanime sur la prédiction, qu’elle soit cor-
recte ou incorrecte. Schapire et al. ont montré que les algo-
rithmes heuristiques de boosting maximisent la marge des
instances au fur et à mesure qu’ils construisent des forêts.
Cependant, ils n’ont pas donné une définition concrète d’un
critère d’optimisation basé sur la marge.
Afin de trouver des forêts optimales performantes, LPBoost
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identifie l’ensemble des arbres qui maximise la plus petite
des marges des données d’entraînement. MDBoost, quant à
lui, maximise la moyenne de toutes les marges tout en mini-
misant leur variance. Pour résoudre les modèles, un même
algorithme de génération de colonnes a été utilisé. Le pri-
mal permet d’identifier les poids des arbres obtenus pen-
dant que le dual permet d’identifier à chaque itération, les
poids à affecter aux instances afin d’améliorer leur marge.
Concrètement, les poids sont utilisés à chaque itération pour
apprendre un nouvel arbre qui améliore les marges.

3 Forêts optimales
Lors de la résolution des modèles LPBoost et MDBoost,
les chercheurs ont utilisé un algorithme heuristique afin de
trouver chaque nouvel arbre à ajouter à l’ensemble, sur base
des poids fournis par le dual. De ce fait, les arbres obtenus
n’ont pas la garantie d’optimalité. Par conséquent, l’algo-
rithme de génération de colonnes n’a aucune assurance de
l’optimalité du résultat final puisqu’il n’est pas possible de
prouver qu’il n’existe plus aucun arbre à rajouter pour amé-
liorer le critère d’optimisation.
Afin de résoudre efficacement les différents modèles et ob-
tenir des forêts réellement optimales, nous proposons pour
la première fois, dans ce papier, un algorithme pour trou-
ver des arbres optimaux supportant des coûts variables
pour les instances. Afin de pouvoir obtenir ces arbres,
nous nous sommes appuyés sur l’algorithme DL8.5 [1]
rendu disponible par la librairie PyDL8.5 [2]. Le chan-
gement majeur effectué dans cet algorithme pour suppor-
ter les coûts des instances est le changement de la fonc-
tion objectif minimisée dans chaque feuille de l’algorithme.
Pour un jeu de données avec un ensemble de classes C,
l’erreur minimisée dans une feuille ℓ contenant des ins-
tances, chacune associée à un coût wi et une classe yi est
erreur(ℓ) =

∑
i∈ℓ wi − maxc∈C

∑
i∈ℓ∧yi=c wi. La nou-

velle fonction que nous avons introduite n’est pas adaptée
à l’implémentation de DL8.5 proposée par PyDL8.5 parce
qu’il utilise une optimisation algorithmique basée sur des
vecteurs binaires et qui considère les instances par bloc de
64. Cette optimisation, permet d’accélérer le calcul des er-
reurs dans les feuilles. Cependant, elle ne convient pas à des
opérations sur des coûts, qui ne peuvent pas être binarisées.
Au contraire, l’utilisation des vecteurs binaires contraint le
calcul de l’erreur à parcourir toutes les instances du jeu de
données. Nous proposons donc une adaptation de cette op-
timisation qui permet de ne parcourir dans une feuille, que
les instances concernées par la feuille.

4 Résultats
Nous avons réalisé différentes expériences. Dans un pre-
mier temps, nous avons exécuté notre algorithme et l’avons
comparé à l’algorithme qui utilise des arbres heuristiques.
Les valeurs objectives de nos forêts sont toujours meilleures
que celles de l’algorithme existant. Cela prouve que les fo-
rêts trouvées avec l’algorithme existant n’étaient pas opti-
males. Pour évaluer la pertinence de la forêt optimale, nous
avons effectué une validation croisée et comparé la préci-

sion de nos forêts à celle des forêts trouvées avec l’algo-
rithme existant. Il apparaît que les forêts optimales sont
plus performantes que les autres sur la plupart des don-
nées. Cependant, il y a quelques jeux de données sur les-
quels les forêts de l’algorithme existant sont plus perfor-
mantes que les nôtres. On peut en conclure que les forêts
optimales peuvent augmenter les performances, mais pas
systématiquement sur tous les jeux de données. De plus,
les résultats des forêts optimales avec le modèle MDBoost
sont meilleurs que ceux des forêts qui utilisent le modèle
LPBoost. Cela implique que la qualité des forêts optimales
dépend aussi de la fonction objectif optimisée. Il faut aussi
noter que, la forêt optimale avec MDBoost surpasse Ada-
boost sur de nombreux jeux de données.

5 Conclusion
Ce travail a intérêt à évaluer les forêts de décision opti-
males afin d’évaluer l’intuition du succès des forêts de dé-
cision. Dans un premier temps, nous avons montré que l’al-
gorithme existant ne permet pas de trouver des forêts opti-
males. Ensuite, nous avons proposé un nouvel algorithme
pour trouver des arbres de décision pondérés optimaux ca-
pables d’être utilisés pour construire des forêts optimales.
Nous avons montré que les forêts optimales obtiennent tou-
jours une meilleure valeur d’optimisation que les forêts de
l’algorithme existant. En termes de généralisation, il ap-
parait que les forêts optimales ont une bonne capacité de
généralisation mais cela dépend fondamentalement du cri-
tère optimisé. Notre travail ouvre la porte à l’exploration de
nouvelles fonctions pouvant permettre d’améliorer la géné-
ralisation des forêts de décision.
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Résumé
L’extraction des motifs dits high utility est un problème clé
de la fouille de données visant à découvrir les motifs qui
génèrent une utilité élevée. La fonction d’utilité peut être
quantifiée en termes de profit, de coût, ou toute autre me-
sure de préférence définie par l’utilisateur. D’autres part,
la fouille de données à base d’Intelligence Artificielle (AI)
symbolique est un cadre prometteur permettant de spé-
cifier les propriétés des motifs à découvrir en terme de
contraintes. Deux modèles de représentation et de réso-
lution en IA ont été utilisés pour représenterr et résoudre
différent problèmes en fouille de données, à savoir la pro-
grammation par contrainte (CP) et la satisfiabilité proposi-
tionnelle (SAT). Dans ce travail 1, nous proposons une ap-
proche basée sur la logique propositionnelle pour résoudre
le problème de la fouille des itemsets high utility.

Mots-clés
Fouille de données, High Utility, Intelligence Artificielle
Symbolique, Satisfiabilté Propositionelle

1 Introduction
La fouille de données (data mining, en anglais) est un do-
maine de recherche multi-disciplinaire qui exploite l’ap-
prentissage automatique, les statistiques ainsi que l’Intel-
ligence Artificielle symbolique afin de d’inférer des rela-
tions nouvelles et valides entre les données. La fouille des
itemsets "profitables" ou high utility (High Utility Itemsets
Mining, en anglais ou HUIM) est un problème clé dans
l’extraction des motifs. Ce problème a émergé pour pallier
les limites du problème classique de l’extraction des mo-
tifs fréquents (Frequent Itemset Mining en anglais ou FIM).
HUIM consiste à découvrir l’ensemble des articles/items
apparaissant ensemble et générant un profit/gain supérieur à
un seuil d’utilité minimum. Chaque item est caractérisé par
une quantité dans les transactions ainsi qu’un profit unitaire.
En fait, l’utilité peut être quantifiée en fonction de profit, du
coût, ou toute autre mesure de préférence définie par l’uti-
lisateur.
La fouille de données à base d’Intelligence Artificielle (AI)
symbolique est un cadre prometteur permettant de spé-
cifier les propriétés des motifs à découvrir en terme de
contraintes. Ainsi, les contraintes font souvent partie de

1. La version anglaise de cet article publiés dans la revue (Data Knowl.
Eng. 136 : 101927 (2021)), le premier auteur est un étudiant.

la spécification de plusieurs problèmes en fouille de don-
nées. Ce constat a permis la création d’un nouvel axe de
recherche multidisciplinaire combinant les techniques de
l’Intelligence artificielle symbolique et le domaine de la
fouille de données. Encouragé par les travaux récents sur la
reformulation de problèmes d’énumération d’itemsets clas-
siques en programmation par contraintes, l’objectif de cet
article est de représenter et de résoudre en SAT le problème
de la fouille des motifs high utility dans les bases de don-
nées transactionnelles.

2 Travaux antérieurs
Les approches de la fouille des motifs high utility peuvent
être scindés en deux grandes classes : celles qui opèrent en
deux phases et ceux qui permettent d’extraire en une seule
phase des motifs high utility. Les algorithmes de la première
catégorie utilisent généralement une sur-estimisation de la
mesure d’utilité afin d’élaguer l’espace de recherche. Ils gé-
nèrent d’abord un ensemble de motifs candidats en suresti-
mant leur utilité dans la phase 1. Ensuite, dans la phase 2,
ils effectuent une analyse supplémentaire de la base de don-
nées pour calculer l’utilité exacte des candidats et filtrer les
ensembles de motifs qui ne peuvent pas être des HUIs. Par
exemple, les algorithmes Two-Phase, IHUP et Up-Growth
font partie de cette première classe d’approches.
Les approches de la seconde famille appliquent des straté-
gies d’élagage pour réduire l’espace de recherche en fonc-
tion des bornes supérieures de la mesure d’utilité. Parmi ces
algorithmes, nous pouvons citer EFIM, D2HUP et FHM,
etc.

3 Préliminaires
3.1 Motifs profitables
Étant donné l’ensemble Ω = {a1, a2, . . . , an} de n
items distincts. Une base données de transactions D =
{(i1, T1), (i2, T2), . . . , (im, Tm)} est un ensemble de tran-
sactions où chaque transaction T est définie par (i, Ti) ∈ D
et est composée d’un identifiant i et un ensemble d’items
Ti.
Un motif X est un sous-ensemble non vide de Ω, i.e.,
X ⊆ Ω. Chaque item dans une transaction est asso-
cié à une utilité interne wint(a, Ti) et une utilité ex-
terne wext(a). Ainsi, l’utilité d’un item a dans une tran-
saction (i, Ti) ∈ D est u(a, Ti) = wint(a, Ti) ×
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wext(a). L’utilité d’un itemset X dans une transaction est
u(X,Ti) =

∑
a∈X u(a, Ti), l’utilité d’un itemset X dans

D est u(X) =
∑

(i,Ti)∈D | X⊆Ti
u(X,Ti). Un itemset X

est dit high utility (HUI) dans une base de données D s’il a
une valeur d’utilité supérieure à un seuil d’utilité minimum
donné θ.

3.2 Logique propositionnelle et SAT
Soit L un langage propositionnel construit inductivement à
partir d’un ensemble fini PS de variables propositionnelles,
les constantes booléennes ⊤ (true ou 1) et ⊥ (false ou 0)
ainsi que les connecteurs logiques classiques {¬,∧,∨,→
,↔}. Nous utilisons les lettres x, y, z, etc. pour désigner
les éléments de PS. Les formules propositionnelles de L
sont notées Φ,Ψ, etc. Un littéral est une variable proposi-
tionnelle (x) de PS ou sa négation (¬x). Une clause est une
disjonction (finie) de littéraux. Pour toute formule proposi-
tionnelle Φ du langage L, P(Φ) dénote les symboles de PS
apparaissant dans Φ.

4 Modélisation de HUIM en SAT
Dans ce travail, un encodage vers la logique proposition-
nelle du problème de la fouille des motifs high utility est
introduit. Notre formulation est constituée d’un ensemble
de contraintes comme résumé dans la Figure 1. Plus pré-
cisément, étant donnée une table de transactions, l’enco-
dage proposé associe à chaque item a (resp. identifiant de
transaction i), une variable propositionnelle dénommée pa
(resp. qi). La première formule propositionnelle (1) repré-
sente la couverture de l’itemset candidat. Cette contrainte
(1), appelée contrainte de couverture, permet d’exprimer
qu’une transaction Ti ne contient pas l’itemset X , si un des
items de X n’est pas dans Ti. La contrainte (2) permet de
forcer les itemsets recherchés à être fermés. Cette contrainte
est la même que l’encodage classique des itemets fréquents.
Elle stipule que pour un item a, si toutes les transactions qui
ne contienent pas a n’appartiennent pas à la couverture de
l’itemset recherchéX , alors a doit être dansX . Finalement,
la contrainte sur l’utilité d’un itemset X dans D est expri-
mée en utilisant l’inéquation linéaire (3). Cette contrainte
exige que l’utilité de l’itemset recherché doit être supérieure
ou égale à un seuil fixé θ. En utilisant une variable supplé-
mentaire (rai), la contrainte (3) peut être réecrite comme la
conjonction des contraintes (4) et (5).
Par conséquent, le problème HUIM peut être modélisé en
logique avec la formule propositionnelle Φhuim = (1) ∧
(3). Pour encoder le probleme de la fouille des HUIs fer-
més, la formule résultante de l’encodage est Φchuim =
(1) ∧ (2) ∧ (3)
Afin d’énumérer tous les modèles de la formule Φhuim
(resp.Φchuim), nous proposons une nouvelle approche fon-
dée sur DPLL légèrement modifié pour l’énumération de
tous les modèles.
Dans cet article, nous définissons une stratégie de décompo-
sition pour améliorer l’efficacité de notre algorithme. L’idée
principale est d’éviter d’encoder toute la base de données en
faveur de la résolution de nombreux sous-problèmes indé-
pendants de petite taille plutôt qu’un seul gros problème.

m∧

i=1

(¬qi ↔
∨

a∈Ω\Ti

pa) (1)

∧

a∈Ω

(pa ∨
∨

Ti∈D | a̸∈Ti

qi) (2)

m∑

i=1

∑

a∈Ti

u(a, Ti)× (pa ∧ qi) ≥ θ (3)

m∑

i=1

∑

a∈Ti

u(a, Ti)× rai ≥ θ (4)

m∧

i=1

∧

a∈Ti

(rai ↔ pa ∧ qi) (5)

FIGURE 1 – Encodage de HUIM en SAT

Formellement, étant donné l’ensemble des items Ω =
{a1, . . . , an}, l’ensemble de modèles de la formule Φhuim
peut être divisé en {E1, . . . , En} avec E1 est un sous-
ensemble contenant l’item a1, E2 est un sous-ensemble
contenant l’item a2 mais pas l’item a1,En contient an mais
pas les items a1, . . . , an−1. Plus généralement, Ei est ob-
tenu en enumérant les modèles de la sous-formule Φi en
propageant pai = ⊤ et pak = ⊥ ∀ 1 ≤ k < i. En d’autres
termes, Φi = Φ ∧ pai ∧

∧
1≤k<i ¬pak .

5 Résultats expérimentaux
Nous comparons la performance de notre algorithme
SATHUIM avec les algorithmes spécialisés EFIM [1] et
D2HUP [3]. Son extension appelée SATCHUIM est compa-
rée avec EFIM-Closed [4], CHUD [2] et CHUI-Miner.
Les tests sont éffectués sur des instances réelles prises de
SPMF. Les expérimentations montrent que nos méthodes
sont très compétitives avec l’état de l’art et passent à
l’échelle sur des grandes instances. Notons que les perfor-
mances de tous les algorithmes dépendent des caractéris-
tiques de l’instance ainsi que les valeurs du seuil d’utilité.
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Résumé
L’implication active d’un expert dans un processus de clus-
tering sous contraintes se traduit par une démarche incré-
mentale où les contraintes expertes sont ajoutées à la volée.
Toutefois, les clusterings intermédiaires produits devront
être relativement similaires pour ne pas dérouter l’expert.
Nous proposons un modèle en PPC permettant d’obtenir
une partition similaire à la partition existante tout en te-
nant compte des contraintes. Notre modèle peut traiter plu-
sieurs types de contraintes, relâcher les contraintes et créer
un nouveau cluster. Des expériences menées sur des jeux de
données de référence ainsi que dans un cas d’usage réel en
télémétrie montrent l’intérêt de notre modèle.

Mots-clés
Clustering sous contraintes, programmation par
contraintes, optimisation combinatoire

Abstract
Actively involving an expert in a constrained clustering
loop translates into an incremental process where expert
constraints are added on the fly. However, intermediate
clusterings must be somewhat similar to one another in or-
der not to confuse the expert. We propose a CP model to
build a partition that is similar to an existing partition while
taking constraints into account. Our model can support se-
veral types of constraints and features constraint relaxa-
tion and cluster creation. Experiments performed on popu-
lar datasets as well as a use case in remote sensing denote
the relevance of our model.

Keywords
Constrained clustering, constraint programming, combina-
torial optimization

1 Introduction
Le clustering est une tâche importante en fouille de don-
nées dont l’objectif est de partitionner un ensemble de
données (objets) en groupes (clusters) d’une manière telle
que les objets appartenant à même cluster soient similaires
mais différents de ceux appartenant aux autres clusters. Le
clustering sous contraintes [6] a pour objectif de trouver

des clusters plus pertinents en spécifiant, sous forme de
contraintes, les propriétés requises. Cela permet de pallier
dans une certaine mesure aux biais des algorithmes de clus-
tering. Parmi les contraintes les plus communément utili-
sées figurent les contraintes imposant que des objets appar-
tiennent (ou non) à un même cluster [14], ou que les clus-
ters aient une taille minimale et/ou maximale [1]. Elles sont
en général données par l’expert et modélisent ses connais-
sances a priori sur le résultat attendu.
Dans la pratique, l’expert peut éprouver des difficultés à
incorporer dès le début du processus toutes les connais-
sances nécessaires à l’élaboration d’une partition intéres-
sante. L’idée est donc de lui proposer une partition qui lui
permettra de suggérer des connaissances intéressantes à in-
tégrer, conduisant ainsi à une nouvelle partition qui pourra
être encore itérativement améliorée. Ceci constitue un pro-
cessus interactif qui est bien connu en fouille de données.
Comme l’illustre la figure 1, l’implication active de l’ex-
pert dans le processus de clustering se traduit par l’intégra-
tion incrémentale de contraintes représentant des connais-
sances de l’expert à une partition existante. Ces contraintes
peuvent prendre des formes diverses et doivent être sa-
tisfaites dans la nouvelle partition modifiée. Par exemple,
l’expert peut ainsi indiquer que deux objets appartenant à
un même cluster devraient être séparés car il les juge dis-
similaires. Les nouvelles contraintes données par l’expert
doivent être prises en compte pour construire une nouvelle
partition. Toutefois, afin de ne pas trop dérouter l’expert,
la partition résultante doit être relativement similaire à la
partition initiale.
Une première approche naïve pour tenir compte des
contraintes données par l’expert consiste à relancer un algo-
rithme de clustering sous contraintes sur les données avec
les nouvelles contraintes. Cependant, cette approche pré-
sente au moins deux inconvénients majeurs : (1) elle re-
lance le clustering sur les données initiales à partir de zéro
sans tenir compte des résultats intermédiaires ; (2) elle peut
produire des résultats très différents de la partition qui a été
présentée à l’expert. Ainsi, l’enjeu dans une approche incré-
mentale est de réduire le fossé entre les résultats produits
par l’algorithme du clustering et les intuitions de l’expert
durant la boucle d’interaction.
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FIGURE 1 – Représentation du processus de clustering par
contraintes incrémentales.

Dans cet article, nous proposons une nouvelle approche
incrémentale basée sur la programmation par contraintes
(PPC) permettant d’intégrer des contraintes utilisateur à une
partition existante, et de produire une nouvelle partition qui
soit proche de la partition existante. L’originalité de notre
méthode est d’intégrer dans le critère d’optimisation, pour
les points changeant de cluster, la distance au centre de leur
nouveau cluster, pour limiter les modifications par rapport
à une partition existante. À la différence des méthodes exis-
tantes à base de la programmation linéaire en nombres en-
tiers (PLNE) [11], notre méthode permet de trouver une so-
lution satisfaisant le plus grand nombre de contraintes dans
le cas de conflits entre les contraintes, alors que les autres
approches échouent. Des expériences menées sur des jeux
de données de référence ainsi que sur un cas d’usage réel
en télémétrie montrent l’intérêt de notre modèle. Nous dis-
cutons également des inconvénients d’une modification mi-
nimale et présentons une solution de compromis entre deux
critères : l’amélioration du clustering par les contraintes et
la nécessité de ne pas produire de résultats perturbants pour
l’expert.
Dans la section 2, nous discutons des travaux antérieurs liés
au clustering sous contraintes, ou à la modification mini-
male de clustering. Dans la section 3, nous décrivons notre
modèle en programmation par contraintes pour la modifi-
cation de clustering et détaillons des méthodes pour aug-
menter l’efficacité des contraintes. Dans la section 4, nous
présentons les résultats du modèle sur des jeux de données
de référence ainsi que sur des séries temporelles en télémé-
trie.

2 Travaux antérieurs
Les premiers travaux développés sur l’intégration de
contraintes dans des tâches de clustering sont des exten-
sions d’algorithmes de clustering classiques pour intégrer
des contraintes must-link/cannot-link [4, 14, 16]. Ces algo-

rithmes peuvent chercher à satisfaire toutes les contraintes
comme COP-KMEANS [14] ou cherchent une solution qui
est un compromis entre la satisfaction de contraintes et la
qualité du clustering [2]. Par la suite, des approches fon-
dées sur des formalismes déclaratifs ont été proposées, per-
mettant d’intégrer des contraintes plus générales que des
contraintes must-link/cannot-link, avec un solveur SAT [5],
avec la PLNE [12] ou encore avec la PPC [3]. Toutes ces
méthodes cependant cherchent à construire un clustering à
partir des données en présence des contraintes. Elles ne sont
par conséquent pas appropriées dans une démarche incré-
mentale, car l’apparition de nouvelles contraintes nécessite
de relancer l’algorithme de nouveau à partir des données,
sans garantie que la nouvelle partition soit similaire à l’an-
cienne.
Le problème de modification minimale d’une partition a été
posé dans [9]. Le modèle proposé dans ce travail est basé
sur la PLNE et intègre des contraintes sur les diamètres
des clusters relativement à un descripteur. L’objectif recher-
ché est d’enlever des propriétés indésirables d’une partition.
Cependant dans ce travail, la différence avec la partition ini-
tiale est mesurée en nombre de points qui changent de clus-
ter, sans tenir compte de l’homogénéité des clusters. Une
autre approche utilisant la PLNE [11] exploite la partition
initiale en mesurant le score d’appartenance d’un point à
chaque cluster. Ce travail cherche ensuite à construire un
clustering optimisant un critère fondé sur ce score ; toutes
les données sont prises en compte, même celles qui ne sont
pas liées aux contraintes. Notons enfin que ces approches ne
permettent pas de gérer le cas de conflits entre contraintes.
Notre approche est basée sur la PPC, et vise à conserver
l’homogénéité des clusters d’une partition existante tout en
tenant compte de nouvelles contraintes. Elle permet d’in-
tégrer différents types de contraintes et de relâcher des
contraintes en cas de conflit.

3 Modèle de clustering par
contraintes incrémentales

Nous présentons dans cette section un modèle en program-
mation par contraintes pour le problème de modification
minimale de partition : nous utilisons un critère d’optimi-
sation basé sur la distance qui tend à limiter la portée des
changements apportés à une partition existante – produite
par un algorithme de clustering ou issue d’une précédente
itération du modèle – pour rester relativement similaire à
cette dernière tout en améliorant sa qualité par l’intégration
du retour expert sous forme de contraintes.

3.1 Problème d’optimisation sous
contraintes pour la modification de
clustering

Nous considérons un ensemble de N instances X et une
partition existante P de X en K clusters, où P[i] indique le
numéro du cluster contenant l’instance i. Nous proposons
de représenter la structure de la partition P par une matrice
de distances D de taille N × K, où D[i, c] représente la
distance d’une instance i au centre du cluster c.
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Variables et fonction objectif. Pour représenter la partition
modifiée, nous utilisons N variables X1, . . . , XN ayant
pour domaines {1, . . . ,K}, où Xi = c indique que l’ins-
tance i est affectée au cluster c. Comme la matriceD repré-
sente la structure de P , afin d’obtenir une partition proche
à P , nous proposons une fonction objectif qui minimise,
pour les instances réaffectées dans la partition modifiée, la
distance au centroïde de leur nouveau cluster :

argmin

N∑

i=0

I(P[i] ̸= Xi) D[i,Xi]

La fonction indicatrice I(P[i] ̸= Xi) retourne 1 si le nu-
méro de cluster du ième élément de la partition modifiée est
différent du numéro de cluster à l’entrée du modèle, et 0
sinon.
Contraintes expert. Différents types de contraintes d’ex-
pert peuvent être intégrés dans le modèle. Une contrainte
must-link (resp. cannot-link) sur deux instances i, j indique
que ces instances doivent être (resp. ne doivent pas être)
dans le même cluster. Ces contraintes sont représentées par
Xi = Xj pour la contrainte must-link et Xi ̸= Xj pour la
contrainte cannot-link.
Une contrainte triplet (a, p, n) signifie que l’instance a est
plus proche de p que de n. Elle est traduite par :

Xa = Xn =⇒ Xa = Xp

Xa ̸= Xp =⇒ Xa ̸= Xn

Pour inclure des retours expert plus thématiques, des
contraintes logiques peuvent être intégrées. Elles peuvent
être de la formeP =⇒ Q, oùP etQ sont des conjonctions
de contraintes élémentaires de type Xi = Xj ou Xi ̸= Xj .
Création de nouveaux clusters. Notre modèle permet de
spécifier un nombre de clusters plus grand que K, en dé-
finissant le domaine des Xi à {1, . . . ,K ′}, avec K ′ > K.
Il permet ainsi d’affecter une instance à un nouveau clus-
ter en cas de non satisfaction de toutes les contraintes.
Par exemple si K = 2 et que l’expert impose les trois
contraintes suivantes : Xi ̸= Xj , Xj ̸= Xl et Xl ̸= Xi,
alors il sera nécessaire de former un nouveau cluster pour
trouver une solution. Par rapport à la partition existante P ,
nous fixons la distanceD[i, k′] à une valeur plus grande que
la distance au centre le plus éloigné de i pourK < k′ ≤ K ′,
et ce afin d’éviter que le modèle ne crée des clusters dont le
seul intérêt est d’optimiser la fonction objectif.
Relâchement de contraintes expert. L’expert pourrait
faire des erreurs, ce qui se traduirait par le fait que les
contraintes ajoutées sont contradictoires. Il n’existe pas
dans ce cas de solution satisfaisant toutes les contraintes.
Nous autorisons alors à satisfaire un certain nombre de
contraintes. Chaque contrainte expert c est associée à une
variable booléenne Sc de sorte que Sc = 1 si et seulement si
c est satisfaite. La somme des variables Sc donne le nombre
de contraintes satisfaites par une solution donnée. On peut
ainsi imposer une contrainte établissant un seuil de satisfac-
tion des contraintes expert :

∑

c

Sc ⪌ δ

L’introduction de la relaxation de contraintes permet à
notre modèle de résoudre des problèmes contenant des
contraintes contradictoires et d’ignorer des contraintes né-
cessitant la modification d’instances éloignées de leur nou-
veau cluster. Dans un contexte incrémental, on peut en-
visager que l’expert fasse varier le taux de satisfaction
des contraintes. Cette fonctionnalité engendre toutefois une
combinatoire plus importante qui se répercute sur le temps
de calcul (cf. section 4.1.2 pour plus de détails).
Restriction du modèle. Étant données de nouvelles
contraintes, l’objectif est de modifier la partition existante
en préservant le plus possible la structure de P tout en sa-
tisfaisant ces nouvelles contraintes. Ainsi, si une instance
n’apparaît dans aucune contrainte, son affectation ne sera
pas modifiée afin de conserver la structure de P . Par consé-
quent il suffit de n’inclure dans le modèle de PPC que les
instances concernées par au moins une contrainte.

3.2 Propagation des modifications
Dans une application réelle, nous supposons que l’expert
ne va réagir que sur un petit nombre d’instances par ité-
ration. Il en découle que la modification du clustering est
tellement minimale qu’elle en devient imperceptible. Il est
donc important d’exploiter les retours pour propager les in-
formations/modifications et ainsi éviter de poser à l’expert
un nombre prohibitif de requêtes. Il faut dès lors trouver un
moyen de permettre la propagation des modifications à des
instances non contraintes, tout en la contrôlant pour ne pas
dérouter l’expert. Notre intuition est que les contraintes sur
des instances ne concernent pas uniquement les instances
elles-mêmes, mais aussi leur voisinage. Dans cette optique,
nous présentons deux façons de transmettre localement les
modifications réalisées par notre modèle.
Propagation par super-instances. Notre première ap-
proche consiste à construire des super-instances [13] : des
instances virtuelles regroupant plusieurs points de données
réels. Ainsi, la modification des super-instances se traduit
par des changements sur toutes les instances qui la com-
posent, contraints ou non. La création des super-instances
est réalisée en décomposant chaque cluster de la partition
initiale en petits groupes, chaque groupe représentant une
super-instance. On calcule ensuite une matrice de distance
D′ de taille Ns×K avec Ns le nombre de super-instances,
où D′[i, c] représente la distance moyenne des instances de
la super-instance i au centre du cluster c. Le nombre de
super-instances par cluster est déterminé arbitrairement et
a une utilité indirecte pour définir la granularité de la pro-
pagation des contraintes : quand Ns tend vers le nombre
d’instances du cluster, le nombre moyen d’instances dans
une super-instance tend vers 1.
La décomposition des clusters en super-instances est effec-
tuée par un algorithme de clustering exécuté sur chacun
des clusters de la partition existante. Conformément à notre
idée que les contraintes de l’expert sur des instances sym-
bolisent en fait un ensemble de modifications à effectuer sur
ces instances et leur voisinage, nous recherchons des super-
instances compactes, ce qui oriente notre choix vers des al-
gorithmes comme le clustering hiérarchique complete-link,
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(a) Résultat d’une génération de super-instances via un al-
gorithme de clustering hiérarchique ascendant complete-link
lancé sur chaque cluster. Les instances d’une même couleur
sont représentées par la même super-instance.

(b) Super-instances obtenues après division des instances
contraintes pour éviter l’émergence de contraintes indési-
rables. Les instances en gris font partie de super-instances non
contraintes et ne sont donc pas pris en compte par le modèle.

FIGURE 2 – Exemple de prétraitement pour la génération de super-instances sur le jeu de données Iris.

FPF [7], ou KMEANS. Le processus est décrit dans la fi-
gure 2.
Les contraintes de l’utilisateur liant des instances doivent
être transférées aux super-instances afin que notre modèle
puisse les traiter. La transmission des contraintes peut avoir
comme effet de bord l’émergence de contraintes absentes
du jeu de contraintes fourni, et qui peuvent rendre le pro-
blème insoluble. La figure 3 présente une illustration de ce
problème. Pour éviter cet écueil, nous avons décidé d’ajou-
ter un pré-traitement supplémentaire consistant à diviser
les super-instances contenant plusieurs instances contraints.
Nous nous servons des instances contraintes comme centres
des nouvelles super-instances et nous assignons les ins-
tances restantes au centre le plus proche. Ainsi, le problème
de la figure 3 est résolu en divisant les super-instances en
deux.

Propagation aux plus proches voisins. Notre seconde ap-
proche consiste à propager les modifications du modèle en
post-traitement aux plus proches voisins des instances mo-
difiées. Cette méthode permet de faire varier facilement la
propagation des modifications à partir d’une solution opti-
male du modèle et est facilement applicable quel que soit
le jeu de données. C’est également une méthode qui fait
des modifications locales et qui n’est pas sujette aux pro-
blèmes de temps et/ou de mémoire qui peuvent arriver avec
la méthode des super-instances. Cependant la portée de la
propagation par cette voie est moins prévisible, alors que la
génération de super-instances définit en amont les instances
ciblées par la propagation de modifications ; l’expert peut
ainsi être informé à l’avance de la portée des changements.

4 Expérimentations
Les expérimentations visent à :

— estimer l’impact des contraintes sur la qualité du
clustering, tout en gardant la structure générale des
clusters existants.

FIGURE 3 – Exemple de contraintes émergentes : une paire
d’instances appartenant à deux super-instances S1 et S2
sont soumises à une contrainte must-link (en orange), tan-
dis qu’une autre paire est soumise à une contrainte cannot-
link (en bleu pointillés). Il se trouve alors que S1 et S2 sont
en même temps soumis à une contrainte must-link et une
contrainte cannot-link, ce qui rend le problème insoluble.

— comparer les performances de notre approche par
rapport à d’autres méthodes similaires.

— étudier la capacité de relâcher des contraintes.

Implémentation. Le modèle a été implémenté dans un pre-
mier temps en C++ avec la librairie open source Gecode
6.2.0 1, puis en Python avec CPMpy 2. Cette nouvelle librai-
rie fait l’interface avec différents solveurs connus, tels que
CP-SAT d’or-tools 3, que nous utilisons. Nous avons
constaté un speedup allant jusqu’à deux ordres de grandeur
par rapport à Gecode. En termes de stratégie de recherche,
nous choisissons en premier les variables X de plus haut
degré puisque leur affectation peut permettre de satisfaire
plusieurs contraintes rapidement et avec peu de modifica-
tions. Nous comparons notre approche avec une méthode de

1. https://www.gecode.org
2. https://github.com/CPMpy/cpmpy
3. https://developers.google.com/optimization
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(a) Valeurs d’ARI entre la vérité terrain et les méthodes (b) ARI entre la partition existante et les méthodes.

FIGURE 4 – Évolution de l’ARI des partitions calculées avec les différentes méthodes comparées à (a) la vérité des données
et (b) les partitions existantes. Initial est la partition générée par l’algorithme indiqué en abscisse ; ILP Modification est la
méthode de post-processing en PLNE présentée dans [11] ; CP Basic est le résultat de notre modèle sans propagation ; les
meilleurs résultats des méthodes de propagation sont également indiqués par Super-instances et Nearest Neighbors.

post-processing en PLNE avec Gurobi 4 [11] ainsi qu’une
implémentation Python de COP-KMEANS 5 [15].

4.1 Jeux de données de référence
Nous utilisons des jeux de données issus du dépôt pour l’ap-
prentissage automatique de l’UC Irvine 6 décrits en table 1.

4.1.1 Comparaison de performances
Pour chaque jeu de données, nous générons 15 jeux de
contraintes must-link/cannot-link par une procédure aléa-

4. https://github.com/dung321046/ConstrainedClusteringViaPostProcessing
5. https://github.com/Behrouz-Babaki/COP-Kmeans
6. https://archive-beta.ics.uci.edu/ml/datasets

toire : on tire au hasard deux points du jeu de données ; si
les points sont dans le même cluster du point de vue de
la vérité terrain, on crée une contrainte must-link, sinon on
crée une contrainte cannot-link. Nous simulons ainsi un re-
tour expert sur les données. Chaque jeu de contraintes ainsi
créé contient un nombre de contraintes équivalent à 10% de
la taille du jeu de données.

Nous avons généré une partition de départ avec trois
méthodes : KMEANS, clustering hiérarchique ascendant
single-link (HCA) et clustering spectral. Lors de l’intégra-
tion de contraintes, COP-KMEANS n’utilise pas la parti-
tion de départ et est relancé pour chaque jeu de contraintes.
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Nom Objets Attributs Classes
iris 150 4 3

wine 178 13 3
glass 214 9 7

ionosphere 351 34 2
user knowledge 403 5 4

breast cancer 569 30 2
yeast 1484 8 10

abalone 4177 7 28

TABLE 1 – Jeux de données utilisés, triés par ordre crois-
sant du nombre d’objets. Le nombre d’attributs que possède
chaque objet, ainsi que le nombre de classes (et donc de
clusters à trouver) sont également indiqués.

Nous effectuons donc une seule itération du processus de
clustering par contraintes incrémentales. Dans le cas de plu-
sieurs itérations, la partition produite après une itération de-
viendrait le point de départ des modifications suivantes.
Nous comparons également les méthodes de propagation
avec différents paramètres : pour la propagation par super-
instances, nous faisons varier le nombre de super-instances
créés selon une proportion de 30%, 40% et 50% du nombre
de points total ; pour la seconde méthode, nous avons aussi
fait les expériences pour 5, 10, 15 et 20 voisins.
Pour déterminer la performance du clustering, nous utili-
sons l’indice de Rand ajusté (ARI [8]) entre deux partitions
P et P ′ qui s’exprime ainsi :

2(ab− cd)
(a+ d)(d+ b) + (a+ c)(c+ b)

où a est le nombre de paires de points qui sont dans le même
cluster dans les deux partitions, b est le nombre de paires de
points dans des clusters différents dans les deux partitions, c
est le nombre de paires de points dans le même cluster dans
P et dans des clusters différents dans P ′ et d est le nombre
de paires de points dans des clusters différents dans P et
dans le même cluster dans P ′. L’ARI est compris entre -1
et 1, une valeur de 1 dénotant des partitions identiques, et
une valeur de 0 ou inférieure correspondant à des partitions
indépendantes entre elles.
Qualité du clustering. Les résultats des comparaisons sont
présentés en figure 4. La figure 4a présente les comparai-
sons des partitions trouvées par les différentes méthodes par
rapport à la vérité des données. L’ARI entre la partition ini-
tiale et la vérité sert de référence. On peut constater que la
partition initiale influe beaucoup sur les résultats car les mé-
thodes ILP et CP se basent sur cette partition pour intégrer
les contraintes. La partition trouvée par KMEANS possède
en général un meilleur ARI que celles produites par HCA
ou clustering spectral. On peut constater qu’en général, la
modification produite par ILP ou CP améliore l’ARI quelle
que soit la partition initiale. A noter que COP-KMEANS
se comporte toujours de la même façon indépendamment
de la partition initiale, puisque cet algorithme calcule une
nouvelle partition à partir des données et des contraintes,
sans tenir compte de la partition initiale.

La figure 4b présente les comparaisons des partitions pro-
duites par les méthodes par rapport à la partition initiale.
On peut constater que COP-KMEANS produit une partition
assez similaire à la partition initiale produite par KMEANS,
car les deux méthodes visent la même fonction objectif. Ce-
pendant pour les partitions initiales produites par HCA ou
le clustering spectral, COP-KMEANS ne peut pas garantir
une partition similaire. On constate également que les mé-
thodes ILP et CP produisent une partition très similaire à
la partition initiale produite par KMEANS. Cependant, ILP
s’écarte plus de la partition initiale dans les cas de HCA et
du clustering spectral, alors que notre modèle est celui qui
reste le plus proche de la partition de départ dans tous les
cas sans propagation, et aussi dans bon nombre de cas où
l’on effectue une propagation par les super-instances.

FIGURE 5 – Temps d’exécution en secondes des différentes
méthodes (échelle logarithmique)

En effet le modèle ILP utilise le score d’allocation des
points aux clusters pour réarranger tous les points, ce qui
peut produire d’importantes modifications sur la structure
des clusters, y compris sur les points non contraints. Notre
modèle, en se restreignant sur les points ou super-instances

Intégration incrémentale de contraintes pour le clustering avec la programmation par contraintes

JFPC@PFIA 2022 54



contraints, assure des modifications moins importantes tout
en améliorant les résultats. De plus les propagations sont
localisées au niveau des points contraints, ce qui les rend
plus prévisibles pour l’expert.

Temps d’exécution. Nous avons mesuré l’efficacité des
méthodes en termes de temps d’exécution. La figure 5 re-
présente le temps d’exécution des méthodes en secondes.
On peut constater que l’approche ILP est assez stable en
temps alors que l’approche CP peut demander un temps
d’exécution important lorsque le nombre de contraintes de-
vient grand. Pour améliorer l’efficacité, une perspective est
d’améliorer la stratégie de recherche pour atteindre rapide-
ment des solutions proches de l’optimum.

4.1.2 Relâchement de contraintes
Le modèle ILP [11] ne permet pas de gérer les cas sur-
contraints, par exemple lorsque les contraintes utilisateur
sont conflictuelles. Notre modèle permet de gérer ces cas
grâce à l’utilisation de la PPC. Afin de mettre en évidence
l’intérêt de notre modèle dans le cas de problèmes sur-
contraints, nous avons utilisé un problème de résolution de
40 contraintes sur Iris avec une partition de départ produite
par KMEANS, dans lequel nous avons intentionnellement
créé un réseau de trois contraintes rendant le problème in-
soluble ainsi que deux contraintes must-link contradictoires
avec la vérité terrain entre des points très éloignés l’un de
l’autre. Nous simulons ainsi le cas où des erreurs sont in-
troduites dans le retour expert.

FIGURE 6 – Solution du problème sur-contraint ; les
contraintes affichées ne sont pas satisfaites au lancement
du modèle ; les contraintes en rouge sont relâchées par le
modèle (must-link en trait plein, cannot-link en pointillés).

La solution obtenue en demandant la satisfaction de 37
contraintes sur les 40 est visible dans la figure 6. On
constate que l’une des contraintes du réseau ainsi que les
contraintes erronées sont relâchées. L’ARI entre la solution
et la vérité terrain est de 0.802, alors qu’il est de 0.764 si
l’on demande la satisfaction de 39 contraintes (toutes les
contraintes ne pouvant pas être satisfaites à cause du réseau
de contraintes contradictoires). Le choix par le modèle des
contraintes à relâcher pour minimiser la fonction objectif
permet donc dans une certaines mesure de corriger des er-

reurs dans le retour expert.
Par ailleurs, nous avons mesuré l’évolution du temps de cal-
cul en fonction du taux de satisfaction pour estimer l’impact
de la possibilité de relâcher les contraintes. Pour cette expé-
rimentation, nous avons considéré le jeu de données yeast
avec 10 jeux de 50 contraintes must-link/cannot-link en pro-
portions égales. Les résultats sont présentés dans la figure
7. On constate que l’augmentation du temps de calcul est si-
gnificative quand le taux de satisfaction est inférieur à 25%
du nombre de contraintes. La variance du temps de calcul
entre les jeux de contraintes est également très forte pour
ces valeurs.

FIGURE 7 – Évolution du temps de calcul du modèle sur
le jeu de données yeast en fonction de la proportion de
contraintes à satisfaire. Les points sans barre d’erreur ont
une variance trop faible pour être affichée.

4.2 Coupes de bois
Présentation des données. Le jeu de données utilisé est
une série temporelle de 11 images satellite de dimensions
724×337 d’une zone des Vosges, prises sur une période de
3 ans (détail en table 2) [10]. Au lieu des canaux habituels,
chaque pixel est associé à une série de valeurs NDVI (Nor-
malized Difference Vegetation Index) indiquant le niveau de
végétation à chaque date.
On dispose d’étiquettes qui décomposent la série tem-
porelle en 3 classes : végétation, artificiel, coupe claire.
Cette dernière classe a plusieurs particularités : elle a été
construite avec précision par des experts, alors que les
deux autres ont été délimitées de façon plus approximative.
Elle est aussi très petite en proportion des données totales
(moins de 0.3% des données, ce qui correspond à 639 pixels
sur un total de 243.988 pixels), ce qui la rend difficile à dé-
tecter par des méthodes non supervisées. Elle est composée
de 10 zones identifiées par les experts comme des endroits
où des arbres ont été coupés. La période d’apparition des
zones de coupes claires est indiquée dans la table 2. En-
fin, l’évolution temporelle des zones de coupes claires (une
baisse forte et ponctuelle du NDVI suivie d’un retour pro-
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Période Date Coupes
t1 08/05/2016 -
t2 23/08/2016 -
t3 26/08/2016 -
t4 10/05/2017 8
t5 19/06/2017 -
t6 23/08/2017 -
t7 25/09/2017 -
t8 08/05/2018 2
t9 02/07/2018 -
t10 24/07/2018 -
t11 16/08/2018 -

TABLE 2 – Dates des prises de vue de la série temporelle et
nombre d’apparitions de zones de coupes claires à chaque
période

gressif à la normale) est similaire à celle des zones de prai-
ries fauchées ou de récoltes de cultures, ce qui complique
encore le problème. Dans ces conditions, l’intervention de
l’expert pour dissiper la confusion est primordiale. La fi-
gure 8 présente la répartition en pixels des classes annotées
et met en exergue la complexité de la tâche.

FIGURE 8 – Répartition des clusters labellisés sur la série
d’images satellite du jeu de données Coupes de bois. La fo-
rêt est représentée en vert (156684 pixels), les zones d’acti-
vité humaine en bleu (86665 pixels) et les zones de coupes
claires en jaune (639 pixels).

Présentation du problème. Étant donné que la seule classe
pour laquelle nous avons des informations précises est celle
des coupes de bois, nous nous donnons comme but de dis-
tinguer ce groupe du reste des données ; il s’agit ainsi d’un
problème de clustering binaire.
Les données de départ décrivent l’évolution temporelle du
NDVI des images satellites. Une donnée xi est donc consti-
tuée de 11 valeurs NDVI xi1, . . . , xi11. Pour chaque don-
née, nous avons construit une série dérivée x′i1, . . . , x

′
i10,

en calculant la différence de NDVI entre chaque pas de
temps x′ij = xij+1 − xij . Pour tenter de trouver un cluster
proche des annotations d’experts, nous avons suivi la mé-
thode décrite dans [10] consistant à effectuer un clustering
avec k = 15 sur les données et à sélectionner le cluster avec
la plus grande intersection avec la classe de coupes claires.
Nous avons remarqué que le clustering sur les variations
de NDVI permettait d’obtenir un cluster couvrant plus de

points de coupes de bois que l’utilisation des données de
base. Les données sélectionnées sont présentées en orange
dans la figure 9a. Il s’agit d’un ensemble de 16183 pixels,
dont 348 qui sont des coupes claires, soit plus de la moitié
des points de coupe totaux.
On sépare une nouvelle fois ces données en deux en espé-
rant distinguer ainsi les coupes de bois des autres évolutions
similaires (fauchage, récoltes). Cette partition nous sert de
point de départ. Elle contient un cluster de petite taille (561
points) contenant une majorité de points de coupe. C’est
ce cluster qui est identifié comme les points de coupes.
Nous représentons ce cluster dans la figure 9b, où les points
de coupe réels (vrais positifs) sont indiqués en vert, et les
points qui ne sont pas des coupes (faux positifs) sont indi-
qués en rouge. Le reste de la partition de départ reste affi-
chée en orange. Les points de coupe non sélectionnés, qui
sont donc absents de la partition de départ, sont indiqués en
jaune. Ces zones sont présentées dans la figure 9c afin de
mieux les positionner dans la zone géographique initiale.
Nous générons ensuite 25 contraintes sur des points de
coupe de bois, sur la base des annotations d’experts. Ces
contraintes servent de données d’entrée à notre modèle pour
modifier la partition que nous avons construite. La figure 9b
présente les contraintes générées, où les contraintes must-
link sont en violet et cannot-link sont en bleu et pointillés.

Résultats. Nous présentons dans la figure 9d le résultat ob-
tenu avec la modification par notre modèle, sans utilisation
de super-instances et avec la propagation aux 8 plus proches
voisins, qui donne les meilleurs résultats d’après nos ex-
périences. On peut constater que la modification en tenant
compte de ces contraintes a permis de réduire le nombre de
faux positifs. En particulier, la zone de faux positifs près de
la zone de coupe au nord-est de la zone géographique est ré-
duite après modification par notre modèle. La modification
en elle-même est réalisée en 2.24 secondes en moyenne.
Nous avons analysé l’impact des paramètres sur le nombre
de super-instances et le nombre de plus proches voisins, le
résultat est présenté dans la figure 10. On peut constater
qu’un très faible nombre de super-instances entraîne des
modifications trop importantes, ce qui se traduit par une
chute de l’ARI. Le meilleur résultat est obtenu pour un taux
de super-instances équivalent à environ 50% du nombre
de points de chaque cluster. La propagation par les plus
proches voisins est cependant moins sensible à l’augmen-
tation du nombre de voisins. Le choix d’un nombre de voi-
sins entre 5 et 10 pour propager efficacement les modifi-
cations semble raisonnable. Enfin, le temps de génération
des super-instances calculé en utilisant le clustering hiérar-
chique complete-link est de 8.73 secondes.

5 Conclusion
Nous avons développé un modèle en programmation par
contraintes pour la modification d’un clustering, permet-
tant d’une part l’intégration incrémentale de contraintes et
d’autre part de préserver la structure des clusters. Il peut
également traiter différents types de contraintes, dont des
contraintes thématiques, et relâcher des contraintes pour ré-
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(a) En orange, le cluster couvrant le plus de coupes de bois. (b) Mise en évidence des coupes de bois et des contraintes.

(c) Image d’origine. (d) Cluster modifié par notre modèle.

FIGURE 9 – Le cluster utilisé pour l’étude de cas est affiché en orange. La première image utilise les canaux d’origine, la
seconde est en niveaux de gris selon la valeur NDVI. Les vrais positifs sont en vert, les faux positifs en rouge, les points de
coupe absents des données considérées en jaune.
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FIGURE 10 – Évolution de l’ARI selon les méthodes de propagation sur la partition construite à partir des données de coupes
de bois. On considère l’ARI entre la partition modifiée et la vérité terrain (1), entre la partition initiale et la vérité terrain (2),
entre la partition initiale et la partition modifiée (3). En outre, l’ARI entre les résultats de COP-KMEANS (ou ILP) et la vérité
terrain sont indiqués pour comparaison.

soudre des conflits ou corriger des erreurs dans le retour
de l’expert. Ces atouts rendent ce modèle adapté à l’utili-
sation dans un contexte d’interaction avec un expert pour
des tâches de clustering. L’efficacité des contraintes sur la
qualité du clustering peut être améliorée par des processus
d’apprentissage actif pour tirer au mieux avantage du retour
expert. La contrainte du temps réel pour l’interaction signi-
fie qu’il faut également étudier des stratégies de recherche
adaptées pour obtenir rapidement des solutions proches de
l’optimum.
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Résumé
Dans ce papier, on présente un outil, MS-Builder, qui gé-
nère des certificats pour le problème Max-SAT, en appe-
lant itérativement un oracle SAT pour générer une réfuta-
tion par résolution de la formule qui est ensuite rendue va-
lide pour Max-SAT et appliquée sur la formule. Ce procédé
est répété jusqu’à ce que la formule restante devienne sa-
tisfiable. On propose également un outil, MS-Checker, ca-
pable de vérifier les certificats Max-SAT basés sur l’appli-
cation de règles d’inférence Max-SAT. Cet article résume
les travaux publiés à la conférence SAT 2021 [4].

Mots-clés
Optimisation Combinatoire, Max-SAT, Certificats d’opti-
malité.

1 Introduction
Étant donné une formule sous Forme Normale Conjonctive
(FNC), le problème Max-SAT consiste à déterminer le
nombre maximum de clauses qu’il est possible de satisfaire
par une affectation des variables alors que le problème
SAT consiste simplement à déterminer si la formule est
satisfiable. Dans le contexte du problème SAT, une formule
peut être démontrée insatisfiable à l’aide d’une séquence
de résolutions [5], appelée réfutation par résolution, qui
déduit de la formule initiale de nouvelles clauses jusqu’à
en déduire la clause vide qui, par définition, est impossible
à satisfaire. Ainsi, les solveurs SAT modernes, en plus
de proposer la résolution du problème SAT, fournissent
aussi la preuve de la réponse affirmée, soit sous forme de
modèle (si la formule est satisfiable), soit sous forme de
réfutation (si elle ne l’est pas). En revanche, si les solveurs
Max-SAT sont de plus en plus efficaces chaque année, ils
ne produisent pas encore de certificats d’optimalité sur la
solution trouvée. Les systèmes de preuve pour Max-SAT
ont en effet principalement été étudiés théoriquement ou
pour leur apport à la résolution (sans preuve) du problème
Max-SAT.

Dans cet article, on propose un outil indépendant, MS-
Builder, capable de produire des certificats d’optimalité
pour le problème Max-SAT. Cet outil se base sur l’adapta-
tion des réfutations par résolution pour Max-SAT dans [3]
auquel on ajoute un cas particulier détaillé dans [4]. Itérati-
vement, l’outil fait appel à un oracle SAT pour obtenir une

réfutation par résolution de la formule courante. Cette ré-
futation est adaptée en max-réfutation (qui utilise les règles
de la max-résolution [2] et du split [3]), puis appliquée sur
la formule. Ce procédé est répété jusqu’à ce que l’oracle
SAT détecte que la formule est devenue satisfiable. L’en-
semble des transformations calculées, plus le modèle pour
la formule résiduelle, forme un certificat d’optimalité pour
le problème Max-SAT. On propose aussi un outil associé,
MS-Checker, pour vérifier les certificats d’optimalité ba-
sés sur les règles d’inférence Max-SAT. Ces deux outils ont
été testés expérimentalement sur les instances partielles non
pondérées de la Compétition Max-SAT 2020 [1].

2 Fonctionnement de MS-Builder
Exemple 1. On considère la formule ϕ = (x1∨x3)∧(x1)∧
(x1 ∨ x2) ∧ (x2) ∧ (x3) ∧ (x2 ∨ x3).

Lecture du fichier : MS-Builder récupère la formule ϕ
encodée dans le fichier représenté dans la figure 1.

c formule avec optimum = 2
1 -1 3 0
1 1 0
1 -1 2 0
1 -2 -3 0
1 -2 0
1 -3 0
1 2 3 0

FIGURE 1 – Fichier avec formule

Première itération : MS-Builder fait appel à un oracle
SAT, qui retourne que la formule initiale est insatis-
fiable, avec la réfutation par résolution de la figure
2, qui est adaptée en la max-réfutation de la figure 3
puis appliquée sur la formule. La formule courante
est maintenant ϕ = (x1 ∨ x3) ∧ (x1) ∧ (x1 ∨ x2) ∧
(x2 ∨ x3) ∧□.

x2 ∨ x3 x2 x3

x3

□

FIGURE 2 – Première réfutation par résolution
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x2 ∨ x3 x2 x3

x2 ∨ x3
x3

□

FIGURE 3 – Adaptation de la première réfutation

Deuxième itération : MS-Builder fait appel à un
oracle SAT (en laissant de côté la clause vide), qui
retourne que la formule initiale est insatisfiable,
avec la réfutation par résolution de la figure 4, qui
est adaptée en la max-réfutation de la figure 5 puis
appliquée sur la formule. La formule courante est
maintenant ϕ = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧
□ ∧□.

x1 ∨ x3 x1 x1 ∨ x2 x2 ∨ x3

x3

x2

x3

□

FIGURE 4 – Deuxième réfutation par résolution

x1 ∨ x3 x1 x1 ∨ x2 x2 ∨ x3

x1 ∨ x3
x1 ∨ x2 ∨ x3
x1 ∨ x2 ∨ x3x1

□

FIGURE 5 – Adaptation de la deuxième réfutation

Troisième itération : MS-Builder fait appel à un
oracle SAT (en laissant de côté les deux clauses
vides), qui retourne que la formule initiale est sa-
tisfiable, avec l’affectation x1 = x2 = x3 = 0.
Il retourne donc le certificat Max-SAT représenté
dans la figure 6, constitué de cinq étapes de max-
résolution, plus l’affectation qui permet de satis-
faire les clauses non vides restantes après transfor-
mation de la formule.

c read-once refutation
t msres < 1 2 3 | 1 -2 >
t msres < 1 3 | 1 -3 >
c semi-read-once refutation
t msres < 1 -1 2 | 1 -2 -3 >
t msres < 1 -1 3 | 1 -1 -3 >
t msres < 1 1 | 1 -1 >
o 2
v 000

FIGURE 6 – Certificat d’optimalité Max-SAT

3 Expérimentations
MS-Builder et MS-Checker sont mis à dispo-
sition de la communauté scientifique (https:
//pageperso.lis-lab.fr/matthieu.py/en/
software.html) et ont été testés expérimentalement
sur les instances partielles non pondérées de la Compéti-
tion Max-SAT 2020 [1]. En particulier, MS-Builder a été
capable de construire des certificats d’optimalité complets
pour 163 instances sur 576 instances (figure 7).

FIGURE 7 – Temps d’exécution (en secondes) pour la
construction de certificats complets
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Résumé
Adapter une réfutation par résolution en max-réfutation
sans en augmenter considérablement sa taille est une ques-
tion ouverte depuis l’introduction de la max-résolution. Cet
article contribue à cette problématique en proposant un al-
gorithme nommé algorithme de génération de remplaçants,
capable d’adapter n’importe quelle réfutation par résolu-
tion en max-réfutation grâce à des appels à un oracle SAT.
En particulier, on démontre que cet algorithme adapte effi-
cacement les motifs en diamant, dont l’adaptation est expo-
nentielle dans la littérature. Cet article résume les travaux
publiés à la conférence ICTAI 2021 [4].

Mots-clés
Max-SAT, Réfutation par résolution, Max-Réfutation.

1 Introduction
Étant donné une formule sous Forme Normale Conjonc-
tive, le problème Max-SAT consiste à déterminer le nombre
maximum de clauses qu’il est possible de satisfaire par une
affectation des variables alors que le problème SAT consiste
simplement à déterminer si la formule est satisfiable. Dans
le contexte du problème SAT, une formule peut être démon-
trée insatisfiable à l’aide d’une séquence de résolutions [5],
appelée réfutation par résolution, qui déduit de la formule
initiale de nouvelles clauses jusqu’à en déduire la clause
vide. Un exemple de réfutation par résolution est présenté
dans l’exemple 1. De même, pour Max-SAT, on utilise un
système de preuve bien connu basé sur la règle de la max-
résolution (définition 1) [1], qui étend la règle de résolu-
tion utilisée dans SAT. Les séquences de max-résolutions
sont plus contraintes que les séquences de résolutions car la
max-résolution remplace les prémisses par les conclusions,
ce qui consomme les prémisses et empêche de les utiliser à
nouveau. Adapter une réfutation par résolution utilisée dans
le cadre du problème SAT en une réfutation valide pour
Max-SAT est par conséquent un problème difficile et jus-
qu’à il y a peu, on ne savait le faire que si la formule en
entrée est read-once (comme dans la figure 1), c’est à dire
si chaque clause est utilisée une seule fois comme prémisse
d’une résolution. Des travaux récents proposent une adapta-
tion de n’importe quelle réfutation par résolution pour Max-
SAT grâce à l’utilisation de la règle du split (définition 2)
mais celle-ci entraîne une augmentation exponentielle de la
taille de la formule dans le pire des cas [2]. Malgré cela,

ces travaux ont permis d’introduire le premier générateur
de preuve indépendant pour Max-SAT [3].
Dans cet article, on propose d’apporter une autre alternative
pour l’adaptation des réfutations par résolution pour Max-
SAT (on parle de max-réfutation). Pour cela, on utilise un
algorithme qui suit la réfutation et remplace chaque résolu-
tion par une max-résolution et, lorsqu’il a besoin d’un rem-
plaçant pour une clause qui a été consommée, fait appel à
un oracle SAT pour que ce remplaçant soit créé.

Exemple 1. Soit ϕ = (x1∨x3)∧(x1)∧(x1∨x2)∧(x2∨x3).
Une réfutation de ϕ est représentée dans la figure 1.

x1 ∨ x3 x1 x1 ∨ x2 x2 ∨ x3

x3

x2

x3

□

FIGURE 1 – Réfutation par résolution

Définition 1 (Max-Résolution [1]). Étant données deux
clauses c1 = x ∨ A et c2 = x ∨B avec A = a1 ∨ · · · ∨ as
et B = b1 ∨ · · · ∨ bt, la max-résolution remplace c1 et c2
par un ensemble de clauses où c3 est la clause résolvante
et cc1, . . . , cct+s sont des clauses de compensation :

c1 = x ∨A c2 = x ∨B
c3 = A ∨B

cc1 = x ∨A ∨ b1
. . .

cct = x ∨A ∨ b1 ∨ · · · ∨ bt−1 ∨ bt
cct+1 = x ∨B ∨ a1

. . .
cct+s = x ∨B ∨ a1 ∨ · · · ∨ as−1 ∨ as

Définition 2 (Scission (ou Split)). L’application de la règle
du split sur la clause c1 = (A) où A est une disjonction de
littéraux et sur une variable x remplace c1 par deux clauses
c2 et c3 comme suit :

c1 = (A)
c2 = (x ∨A) c3 = (x ∨A)
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Étape Résolution initiale Déroulement de l’algorithme Formule courante
1 (x1 ∨ x3) ∧ (x1)→ (x3) (x1 ∨ x3) ∧ (x1)→ (x3) ∧ (x1 ∨ x3) (x1 ∨ x2) ∧ (x2 ∨ x3) ∧ (x3) ∧ (x1 ∨ x3)
2 (x1) ∧ (x1 ∨ x2)→ (x2) Réfutation retournée par l’oracle après propagation de x1 : (x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x3) ∧ (x2) ∧ (x1 ∨ x2)

x3 x3

□
3 (x2) ∧ (x2 ∨ x3)→ (x3) (x2) ∧ (x2 ∨ x3)→ (x3) ∧ (x2 ∨ x3) (x1 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2) ∧ (x3) ∧ (x2 ∨ x3)
4 (x3) ∧ (x3)→ □ Réfutation retournée par l’oracle après propagation de x3 : (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧□

x1 ∨ x2 x1 x2

x2

□

TABLE 1 – Exécution de l’algorithme de génération de remplaçants

x1 ∨ x3 x1 x1 ∨ x2 x2 ∨ x3

x3
x1 ∨ x3

x1
x1 ∨ x3

x2
x1 ∨ x2

x3
x2 ∨ x3

x2 ∨ x3
x1 ∨ x2 ∨ x3
x1 ∨ x2 ∨ x3 x3

□

FIGURE 2 – Max-réfutation calculée grâce à l’algorithme de génération de remplaçants

2 L’algorithme de génération de
remplaçants

L’idée de l’algorithme de génération de remplaçants est de
suivre la liste des étapes de résolution de la réfutation ini-
tiale, de remplacer chaque étape de résolution par une max-
résolution, et d’appliquer cette étape sur la formule cou-
rante. Au cours du processus, si une clause nécessaire à une
étape de max-résolution est manquante, on fait appel à un
oracle SAT pour regénérer cette clause. Pour cela, on pro-
page la falsification de la clause manquante et toute réfuta-
tion par résolution de la formule permet d’inférer la clause
manquante. Notons que le procédé est réappliqué récursi-
vement pour générer le remplaçant. La correction de l’algo-
rithme est établie dans le théorème suivant ou MS(P ) dé-
note la projection de P dans Max-SAT [4]. Notons que l’al-
gorithme est capable de transformer linéairement des motifs
démontrés exponentiels pour l’adaptation dans [2].

Théorème 1. Soit ϕ une formule insatisfaisante et P une
réfutation par résolution de ϕ. Il existe une max-réfutation
de ϕ contenant toutes les étapes de max-résolution de
MS(P ) dans le même ordre.

Exemple 2. On considère la réfutation par résolution de
l’exemple 1. Une max-réfutation de la même formule est
donnée dans la figure 2. Les étapes de l’algorithme de géné-
ration pour construire cette max-réfutation sont détaillées

dans le tableau 1. Notons que la preuve entourée en rouge
(resp. bleu) dans la figure 2 est obtenue après annulation
de la propagation de x1 (resp. x3) sur la réfutation par ré-
solution obtenue par l’oracle dans l’étape 2 (resp. 4).
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Résumé

Dans ce papier, on s’intéresse à la construction de trans-
formations préservant l’équivalence Max-SAT afin d’infé-
rer de l’information (clause ou formule) à partir d’une for-
mule donnée. Dans ce but, on définit et caractérise la no-
tion de clauses et formules explicables, on propose un sys-
tème de preuve complet pour l’inférence dans Max-SAT et
un algorithme associé pour établir ou réfuter l’explicabilité
de n’importe quelle clause ou formule. On donne enfin des
bornes théoriques sur la taille des transformations calcu-
lées. Cet article résume les travaux publiés à la conférence
ICTAI 2021 [4].

Mots-clés
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1 Introduction

Étant donné une formule sous Forme Normale Conjonc-
tive, le problème Max-SAT consiste à déterminer le nombre
maximum de clauses qu’il est possible de satisfaire par une
affectation des variables. Un système de preuve bien connu
pour Max-SAT est basé sur la règle de la max-résolution [2]
qui est l’adaptation de la règle de résolution définie dans le
contexte du problème SAT [5]. La max-résolution, en tant
que système de preuve, est complète pour la résolution du
problème Max-SAT, c’est-à-dire qu’il est possible, à partir
de n’importe quelle formule sous Forme Normale Conjonc-
tive (FNC) ϕ, de déduire une formule équivalente compo-
sée d’une sous-formule satisfiable et d’un multi-ensemble
de clauses vides, dont la taille est l’optimum de ϕ.

Cet article s’intéresse aussi aux systèmes de preuve pour
Max-SAT et en particulier à la capacité qu’ont ces systèmes
pour la déduction d’informations (sous forme de clause ou
formule) à partir d’une formule donnée. Comme la max-
résolution est inférentiellement incomplète [3], on propose
alors un nouveau système de preuve (ExC) inférentielle-
ment complet dont on étudie les relations avec d’autres sys-
tèmes de preuve connus. On propose aussi un algorithme
(l’algorithme d’explication) permettant d’expliquer ou de
démontrer l’inexplicabilité de n’importe quelle clause ou
formule dans Max-SAT. On démontre enfin les bornes théo-
riques sur la taille, en nombre d’étapes d’inférence, des ex-
plications calculées.

2 Explication de clauses
Pour commencer, on introduit la notion d’explicabilité, qui
peut s’étendre naturellement aux formules (on détaille ici
uniquement l’explication de clauses).

Définition 1 (Clause explicable et explication de clause).
Soit ϕ une formule FNC et c une clause non tautologique,
on dit que c est explicable dans ϕ s’il existe une formule
FNC ϕ′ telle que ϕ ≡ c ∧ ϕ′. La transformation de ϕ vers
c ∧ ϕ′ est appelée explication de c dans ϕ.

Pour faire l’explication de n’importe quelle clause dans
Max-SAT, on va simplement se ramener à deux cas ex-
trêmes de clauses explicables ou inexplicables.

Proposition 1. Soit ϕ une formule FNC et c une clause
non tautologique. Si ∃c′ ∈ ϕ telle que c′ sous-somme c (les
littéraux de c′ sont dans c) alors c est explicable dans ϕ.

Exemple 1. La clause (x1 ∨ x2) est explicable dans ϕ =
(x1) ∧ (x2) car elle est sous-sommée par (x1).

Proposition 2. Soit ϕ une formule FNC et c une clause non
tautologique. Si ∀c′ ∈ ϕ, c′ s’oppose à c (deux littéraux de
c′ et c s’opposent), alors c est inexplicable dans ϕ.

Exemple 2. La clause c = (x1 ∨ x2) est inexplicable dans
ϕ = (x1) ∧ (x2) car elle s’oppose à toutes ses clauses.

En testant récursivement si on est dans ces deux cas ex-
trêmes, on peut démontrer l’explicabilité d’une clause en
utilisant la caractérisation établie dans le théorème suivant.

Théorème 1. Une clause c est explicable dans une formule
ϕ si et seulement si ∃c′ ∈ ϕ telle que c′ ne s’oppose pas à c
et ∀x /∈ var(c), c ∨ x et c ∨ x sont explicables dans ϕ.

3 Le système de preuve ExC
On propose ici un nouveau système inférentiellement com-
plet, appelé ExC et composé de deux règles d’inférence dé-
finies ci-dessous. Ce système est comparé à d’autres sys-
tèmes de preuves de la littérature dans figure 1).

Définition 2 (Coupe symétrique). Soient deux clauses c1 =
x ∨ A et c2 = x ∨ A où A est une disjonction de littéraux,
la coupe symétrique remplace c1 et c2 par c3 = (A) :

c1 = (x ∨A) c2 = (x ∨A)
c3 = (A)
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Définition 3 (Expansion). Soit une clause c = (A) où A
est une disjonction de littéraux et B = b1∨ ...∨ bk, la règle
d’expansion remplace c par les clauses suivantes :

c = (A)

cc1 = (A ∨ b1)
...

cck = (A ∨ b1 ∨ ... ∨ bk−1 ∨ bk)
c′ = (A ∨B)

Proposition 3. La règle d’expansion est valide pour Max-
SAT.

Définition 4. Le système de preuve ExC est composé de
deux règles : la coupe symétrique et l’expansion.

Proposition 4. ExC est inférentiellement complet.

ExC
i-p-équivalents max-résolution

+
expansion

i-p-simule r-p-simule

max-résolution
+

scission (split)

i-p-sim
ule [1]

r-p
-sim

ule [1]

coupe symétrique
+

scission (split)

i-p-simule

max-résolution
r-p-simule [1]

FIGURE 1 – Relation entre ExC et d’autres systèmes de
preuve de la littérature

4 L’algorithme d’explication
L’algorithme d’explication permet d’expliquer n’importe
quelle clause ou de réfuter son explicabilité. Pour cela, on
teste si on est dans un des deux cas extrêmes exprimés dans
les propositions 1 et 2. Si c’est le cas, on conclut (clause
explicable ou non explicable). Sinon, on remplace la clause
c par deux clauses c ∨ x et c ∨ x et il suffit d’expliquer
ces deux clauses pour expliquer c. Si c est une clause expli-
cable dans la formule ϕ alors l’algorithme décrit ci-dessus
est capable de générer une explication dans ExC contenant
O(2n) étapes d’inférence où n est le nombre de variables de
ϕ. Ce résultat est établit dans le théorème 2. L’explication
de clauses est aussi illustrée dans l’exemple 3.

Théorème 2. Soit ϕ une formule FNC avec n variables
et c une clause explicable dans ϕ. Il existe une explication
de c dans ϕ utilisant les règles de ExC et contenant O(2n)
étapes d’inférence.

Exemple 3. On considère la formule ϕ = (x1 ∨ x2) ∧
(x1 ∨ x2 ∨ x3)∧ (x3)∧ (x1) et on veut expliquer la clause
c = (x1). Une explication de c à partir de ϕ est donnée
dans la figure 2.

x3

x1 ∨ x3 x1 ∨ x2 ∨ x3 x1 ∨ x2 ∨ x3 x1 ∨ x2 ∨ x3

x1 ∨ x2 x1 ∨ x2

x1

FIGURE 2 – Explication de la clause (x1) dans ϕ

Notons que l’algorithme d’explication peut être utilisé pour
construire naturellement des preuves d’optimalité pour le
problème Max-SAT. Intuitivement, l’idée est d’essayer
d’expliquer itérativement la clause vide jusqu’à ce qu’elle
ne soit plus explicable dans la formule courante. Ainsi, nous
déduisons itérativement autant de clauses vides que l’op-
timum de la formule initiale. Les preuves générées dans
ExC contiennent dans ce cas O(m×2n) étapes d’inférence
comme établi dans le théorème suivant.

Théorème 3. Soit ϕ une formule FNC avec n variables et
m clauses. On peut déduire ϕ ⊢ □ ∧ · · · ∧□︸ ︷︷ ︸

opt(ϕ)

∧ϕ′ où ϕ′ est

satisfiable dans ExC en O(m× 2n) étapes d’inférence.

Enfin, notons que nos résultats s’étendent également au pro-
blème Max-SAT pondéré, où un poids positif est attribué à
chaque clause. Pour cela il suffit d’étendre ExC avec les
deux règles définies ci-dessous pour gérer les poids.

Définition 5 (Fold & Unfold). Étant donné une clause c et
deux poids positifs w1 et w2, les règles fold et unfold sont
respectivement définies comme suit :

(c, w1) (c, w2)
(c, w1 + w2)

(c, w1 + w2)
(c, w1) (c, w2)
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Résumé
Adapter une preuve par résolution en une preuve par
max-résolution sans augmenter considérablement sa taille
est une question ouverte. En effet, la seule classe
dont l’adaptation est connue et triviale est celle où
les clauses sont utilisées au plus une fois dans les
preuves. Dans ce papier, on propose une nouvelle classe
de résolution, appelée résolution sans croisement, dans
laquelle les clauses réutilisées plusieurs fois sont exploitées
indépendemment pour générer de nouvelles informations.
On démontre que les preuves de cette classe peuvent être
adaptées en preuves par max-résolution sans augmentation
considérable de leur taille en utilisant les clauses de
compensation générées par la max-résolution.

Mots-clés
Preuve, Résolution sans croisement, Max-résolution.

Abstract
Adapting a SAT resolution proof into a Max-SAT resolution
proof without considerably increasing the size of the proof
is an open problem. Read-once resolution, where each
clause is used at most once in the proof, represents
the only fragment of resolution for which an adaptation
using exclusively Max-SAT resolution is known and trivial.
Proofs containing non read-once clauses are difficult to
adapt because the Max-SAT resolution rule replaces the
premises by the conclusions. This paper contributes to
this open problem by defining, for the first time since
the introduction of Max-SAT resolution, a new fragment
of resolution whose proofs can be adapted to Max-SAT
resolution proofs without substantially increasing their
size. In this fragment, called crossing-free resolution, non
read-once clauses are used independently to infer new
information thus enabling to bring along each non read-
once clause while unfolding the proof until a substitute is
required.

Keywords
Proof, Max-SAT, Resolution.

1 Introduction
Le problème Max-SAT est une extension d’optimisation
du problème de satisfiabilité (SAT) et consiste, étant
donné une formule en Forme Normale Conjonctive
(FNC), à déterminer le nombre maximum de clauses

qu’il est possible de satisfaire par une interprétation des
variables. Ce formalisme bien connu est utilisé pour
représenter et résoudre de nombreux problèmes industriels
et académiques [3, 4]. SAT et Max-SAT sont fortement liés
et partagent de nombreux aspects. En effet, les techniques
de résolution pour SAT sont souvent utilisées dans le cadre
de Max-SAT, en particulier dans les algorithmes faisant
appel à des oracles SAT ou encore dans les algorithmes
par séparation et évaluation pour Max-SAT [1, 2, 20].
Cependant, en théorie, combler le fossé entre l’inférence
SAT et Max-SAT reste l’un des principaux défis de ces
dernières années.
L’un des premiers systèmes de preuve pour Max-SAT est
basé sur une règle d’inférence, appelée max-résolution
[6, 7, 16], qui est une extension de la règle de résolution
[27], introduite dans le contexte de SAT. La max-résolution
est la règle d’inférence la plus étudiée dans le cadre Max-
SAT, à la fois en théorie et en pratique [1, 5, 17, 18, 22,
23, 26]. Cependant, adapter une preuve par résolution
pour obtenir une preuve par max-résolution valide de
taille raisonnable reste un problème ouvert. Bonnet et
al. affirment que "il semble difficile d’adapter une preuve
par résolution classique pour obtenir une preuve par
max-résolution, et démontrer que cela est possible sans
augmenter considérablement la taille de la preuve est
une question ouverte"1. En effet, contrairement à la
résolution, la max-résolution remplace les prémisses par
les conclusions. Par conséquent, les preuves par résolution
read-once, où chaque clause est utilisée une fois dans la
preuve, représentent le seul fragment de résolution pour
lequel une adaptation immédiate et triviale est possible
[7, 12].
Des travaux récents [11, 23] tentent de contourner ce
problème en permettant l’utilisation de la règle split, qui
permet intuitivement de dupliquer une clause en ajoutant
un littéral, pour adapter linéairement les réfutations par
résolution tree-like. Plus précisément, l’adaptation tire
parti de la structure de telles preuves et applique le split
pour dupliquer les clauses utilisées plusieurs fois dans la
preuve. Cependant, les preuves résultantes sont dans un
nouveau système de preuve, appelé ResS [17], dans lequel
la max-résolution est augmentée avec le split. Pour combler
réellement le fossé entre la résolution SAT et Max-SAT,
les clauses réutilisées doivent être inférées au travers des

1traduction du passage original en anglais dans [7].
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clauses de compensation générées par la max-résolution.
Dans cet article, nous contribuons à ce problème ouvert
en identifiant un nouveau fragment de résolution, que
nous appelons résolution sans croisement, pour lequel
une adaptation utilisant uniquement la max-résolution est
possible sans augmenter considérablement la taille de la
preuve. Les preuves sans croisement sont définies à l’aide
des sous-dérivations des clauses utilisées plusieurs fois.
Informellement, ces clauses sont utilisées indépendamment
pour déduire de nouvelles informations dans de telles
preuves. Nous montrons que l’adaptation de preuves
par résolution sans croisement à des preuves par max-
résolution sans augmentation de leur taille est possible
modulo quelques subtilités syntaxiques mineures. De
plus, nous montrons que les motifs diamants, qui
sont exponentiels pour l’adaptation introduite dans [23],
appartiennent au fragment de résolution sans croisement et
peuvent être adaptés sans augmentation de leur taille.
Ce papier est organisé comme suit. Dans, la section 2,
on présente quelques définitions et notations, ainsi que
le contexte nécessaire et les travaux connexes sur la
résolution SAT et Max-SAT. Le fragment de résolution sans
croisement est introduit dans la section 3 et son adaptation
est présentée dans la section 4. On étudie les motifs
diamants et on montre qu’ils peuvent être adaptés sans
augmenter leur taille dans la section 5. Enfin, on conclut
et discute les perspectives dans la section 6.

2 Préliminaires
2.1 Définitions and Notations
Soit X l’ensemble des variables propositionnelles. Un
littéral l est une variable x ∈ X ou sa négation x. Une
clause C est une disjonction (ou un ensemble) de littéraux.
Si |C| = 1, C est une clause unitaire. Une formule en
Forme Normale Conjonctive (FNC) ϕ est une conjonction
(ou un multi-ensemble) de clauses. Une interprétation I :
X → {vrai, faux} affecte une valeur booléenne à chaque
variable et peut être représentée comme un ensemble de
littéraux. Un littéral l est satisfait (resp. falsifié) par une
affectation I si l ∈ I (resp. l ∈ I). Une clause C
est satisfaite par une affectation I si au moins un de ses
littéraux est satisfait par I , sinon elle est falsifiée par I .
La clause vide □ ne contient aucun littéral et est toujours
falsifiée. Une clause C est une tautologie si elle contient
à la fois un littéral et sa négation, i.e. ∃l ∈ C tel que
l ∈ C, et dans ce cas, elle est toujours satisfaite. Une
clause C s’oppose à une clause C ′ si C contient un littéral
dont la négation est dans C ′, i.e. ∃l ∈ C tel que l ∈
C ′. On note var(l) et vars(C) les variables apparaissant
respectivement dans le littéral l et dans la clauseC. La taille
d’une clause est le nombre de ces littéraux. Une formule
FNC ϕ est satisfaite par une affectation I , que l’on appelle
modèle de ϕ, si chaque clause C ∈ ϕ est satisfaite par I ,
sinon elle est falsifiée par I .
Le problème de Satisfiabilité (SAT) consiste à déterminer
s’il existe une affectation I qui satisfait une formule FNC
donnée ϕ. Dans le cas où une telle affectation existe, on

dit que ϕ est satisfiable, sinon on dit que ϕ est insatisfiable.
Le coût d’une interprétation I , noté costI(ϕ), est le nombre
de clauses falsifiées par I . Le problème Max-SAT est une
extension d’optimisation de SAT qui, pour une formule
CNF donnée ϕ, consiste à déterminer le nombre maximum
de clauses pouvant être satisfaites par une affectation des
variables. De manière équivalente, il consiste à déterminer
le nombre minimum de clauses que chaque affectation doit
falsifier, i.e. min

I
costI(ϕ).

2.2 Résolution SAT
Un système de preuve et de réfutation bien connu pour SAT
est basé sur la règle de résolution [27]. Étant donné deux
clauses opposées, cette règle, définie ci-dessous, déduit
une clause résolvante qui peut être ajoutée à la formule.
Une preuve (ou dérivation) par résolution d’une clause C
à partir d’une formule ϕ est une suite finie de résolutions
partant des clauses de ϕ et déduisant C, habituellement
représentée comme une suite finie de clauses. Si C est la
clause vide □, la preuve est appelée réfutation de ϕ. Une
preuve par résolution peut également être représentée sous
la forme d’un graphe acyclique orienté dont les nœuds sont
des clauses de la preuve ayant deux ou zéro arcs entrants
(resp. s’il s’agit de résolvantes ou de clauses de la formule
initiale). La taille d’une dérivation par résolution π, notée
s(π), est le nombre de résolvantes qu’elle contient tandis
que sa largeur, notée w(π), est la taille maximale de toutes
ses clauses.

Définition 1 (Résolution [27]). Étant donné deux clauses
opposées C1 et C2, la règle de résolution est définie comme
suit :

C1 = x ∨A C2 = x ∨B
C3 = A ∨B

De nombreuses classes restreintes de résolution ont été
étudiées dans la littérature, par exemple la résolution read-
once [13], la résolution arborescente (tree-like) [15] et
la résolution linéaire [21] entre autres. En particulier,
une preuve par résolution est read-once si chaque clause
est read-once, c’est à dire utilisée au plus une fois dans
la preuve. De même, une dérivation par résolution est
arborescente si chaque clause intermédiaire, c’est-à-dire
résolvante, est utilisée au plus une fois dans la dérivation.
La résolution linéaire, définie ci-dessous, se situe entre la
résolution arborescente et la résolution générale en termes
de complexité de preuves [8, 9]. Notons que, lorsque la
première condition de (b) est vérifiée dans la définition, la
clause Di est appelée la clause input parent de Ci+1.

Définition 2 (Résolution linéaire [21]). Soit ϕ une formule
FNC et C une clause. Une dérivation par résolution
linéaire de C à partir de ϕ est une suite de clauses
C1, ..., Cm tel que :

(a) C1 ∈ ϕ et Cm = C

(b) Pour tout i < m, Ci+1 est la résolvante de Ci soit
avec une clause Di de ϕ soit avec une clause Ck pour
un certain k < i.
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2.3 Résolution Max-SAT
Le calculus de max-résolution (MaxRes) est l’un des
systèmes de preuve pour Max-SAT les plus étudiés dans
la littérature qui repose sur une règle d’inférence étendant
la résolution pour Max-SAT [6, 7, 16]. Outre la clause
résolvante, cette règle, appelée max-résolution et définie ci-
après, introduit de nouvelles clauses dites de compensation
et qui sont indispensables pour préserver l’équivalence
Max-SAT. En tant que règle valide et complète pour Max-
SAT [7], la max-résolution joue un rôle important dans le
cadre de Max-SAT [5, 17, 23, 26]. En particulier, pour
une formule CNF donnée, il est possible de générer une
preuve par max-résolution de son optimum en appliquant
l’algorithme de saturation [7]. De plus, cette règle est
largement utilisée et étudiée dans le cadre des algorithmes
par séparation et évaluation pour Max-SAT [1, 10, 14, 18]
et plus marginalement dans le cadre des algorithmes faisant
appel à des oracles SAT [12, 22].

Définition 3 (Max-résolution [6, 7, 16]). Étant donné deux
clauses opposées C1 et C2, la règle de max-résolution est
définie comme suit :

C1 = x ∨A C2 = x ∨B
Cr = A ∨B

CC1 = x ∨A ∨B
CC2 = x ∨A ∨B

oùCr est la clause résolvante etCC1, CC2 sont les clauses
de compensation.

Notons que la réécriture suivante est utilisée pour
représenter les clauses de compensation sous forme
compacte : C ∨ a1 ∨ a2 ∨ ... ∨ an = (C ∨ a1) ∧ (C ∨
a1 ∨ a2) ∧ ... ∧ (C ∨ a1 ∨ a2 ∨ ... ∨ ∨an). Cette réécriture
a été introduite dans [16] comme une règle récursive pour
transformer les clauses de compensation en forme CNF.
Cela implique également que la max-résolution dépend
de l’ordre des littéraux dans les clause prémisses, comme
indiqué dans [7, 16]. Par souci de simplification et en
abusant certaines notations, nous autoriserons l’utilisation
de cette réécriture comme deux règles à part entière
pour manipuler les clauses sous forme compacte. Nous
appellerons la réécriture gauche-droite expansion et droite-
gauche compactage. Nous discutons cette subtilité à la suite
du théorème 1 dans la section 4.
Une preuve (ou dérivation) par max-résolution d’une
formule ϕ′ (ou simplement une clause C ∈ ϕ′) à partir
de ϕ est une séquence finie de max-résolutions à partir
des clauses de ϕ et déduisant ϕ′, généralement représentée
par une suite finie de formules. Nous autoriserons l’ajout
de clauses tautologiques à n’importe quelle formule dans
la preuve. Nous discutons cette subtilité syntaxique à
la fin de la section 4. Une preuve par max-résolution
peut également être représentée comme un graphe biparti
acyclique orienté dont les nœuds sont soit des clauses,
soit des étapes d’inférence (auquel cas ils seront omis
pour plus de simplicité). Une séquence d’étapes de max-
résolution déduisant une clause vide est appelée réfutation

par max-résolution. Notons que d’autres règles d’inférence
et systèmes de preuve ont également été étudiés dans le
cadre de Max-SAT [5, 17, 19, 26].

Contrairement à la résolution, la max-résolution remplace
les prémisses par les conclusions. Larrosa et al. décrivent la
max-résolution comme un"mouvement de connaissances"
[16]. Du fait de cette spécificité, il n’est pas facile
d’adapter une preuve par résolution en une preuve par
max-résolution. En effet, dans les preuves par résolution,
plusieurs étapes de résolution peuvent partager la même
prémisse, car les prémisses ne sont pas consommées après
l’application d’une étape de résolution. En revanche, les
prémisses d’une étape de max-résolution sont consommés
après son application. Par conséquent, l’adaptation
immédiate d’une preuve par résolution pour Max-SAT n’est
possible que si elle est read-once [7, 6, 12]. Adapter
n’importe quelle preuve par résolution en une preuve pour
Max-SAT sans augmenter considérablement sa taille reste
un problème ouvert.

Des travaux récents [11, 23] augmentent la règle de max-
résolution par la règle split, formant un nouveau système
plus fort que MaxRes et appelé ResS [17], pour adapter
linéairement les réfutations de résolution arborescente en
réfutations ResS. Plus précisément, l’adaptation tire parti
de la structure de telles preuves et applique le split, qui
permet intuitivement de dupliquer une clause en ajoutant
un littéral, pour dupliquer les clauses utilisées plusieurs
fois dans la preuve. De plus, l’algorithme de substitution
introduit dans [25] permet également de générer des
remplaçants pour les clauses non read-once en faisant appel
à des oracles SAT, mais aucune garantie n’est fournie sur la
taille des réfutations ResS calculées. La résolution read-
once reste donc le seul fragment de résolution pour lequel
une adaptation utilisant exclusivement la max-résolution
est possible sans augmenter considérablement la taille de
la preuve. Dans la section suivante, nous définissons
un nouveau fragment de résolution pour lequel une telle
adaptation est possible.

3 Résolution sans croisement
La difficulté majeure dans l’adaptation des preuves par
résolution à celles par résolution Max-SAT réside dans
l’inférence de remplaçants aux clauses non read-once.
En effet, de tels remplaçants doivent être naturellement
déduits à l’aide de la max-résolution lors du déroulement
de la preuve initiale, contrairement aux travaux précédents
[11, 23] où les clauses non read-once sont artificiellement
dupliquées à l’aide de la règle split avant de dérouler
effectivement la preuve. Dans cette section, nous
définissons un nouveau fragment de résolution, appelé
résolution sans croisement. L’idée derrière ce raffinement
est d’assurer une maniabilité suffisante des preuves en
termes de structure afin d’inférer des remplaçants aux
clauses non read-once lorsque cela est nécessaire. À cette
fin, nous définissons ci-dessous la notion de sous-dérivation
d’une clause non read-once.
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x4 ∨ x5 x4 ∨ x5

x1 ∨ x3 ∨ x4 x4 x1 ∨ x4 x2 ∨ x4 ∨ x6

x1 ∨ x3 x1 x2 ∨ x6

x3 x3 ∨ x6

x2 ∨ x3

x6

x2 ∨ x3 ∨ x5 x2 ∨ x3 ∨ x5

x5 ∨ x7 x2 ∨ x3 ∨ x7 x5 ∨ x7

Figure 1: Sous-dérivations de clauses non read-once dans une preuve par résolution sans croisement.

Définition 4 (sous-dérivation de clause non read-once).
Soit ϕ une formule FNC et π une dérivation par résolution
de la clause C à partir de ϕ. La sous-dérivation d’une
clause non read-once C ′ dans π, notée ED(C ′), est
la sous-dérivation de π formée par toutes les étapes de
résolution dans les chemins commençant par C ′ dans π
jusqu’à leur premier nœud de jonction. Nous appelons la
clause dérivée dans le nœud de jonction, la clause issue de
C ′, notée EC(C ′).

Exemple 1. On considère la dérivation par résolution π
représentée dans la figure 1 de la clause C = x6 à partir
de la formule ϕ = {x1 ∨ x3 ∨ x4, x4 ∨ x5, x4 ∨ x5, x1 ∨
x4, x2 ∨ x4 ∨ x6, x5 ∨ x7, x2 ∨ x3 ∨ x7, x5 ∨ x7}. Les
clauses non read-once x4 et x2 ∨ x3 ∨ x7 et leurs sous-
dérivations sont respectivement représentées en rouge et en
bleu. De plus, on a EC(x4) = x6 et EC(x2 ∨ x3 ∨ x7) =
x2 ∨ x3.

Rappelons que les clauses prémisses sont consommées
après l’application de la max-résolution. Par conséquent,
il semble difficile d’adapter les dérivations par résolution
dans lesquelles sous-dérivations de clauses non read-once
se croisent. En effet, dans de tels cas, la formule peut
évoluer significativement car les clauses de compensation
peuvent être utilisées tandis que d’autres peuvent être
générées. C’est pour cela que la résolution sans croisement
garantit que toutes les sous-dérivations de clauses non read-
once soient disjointes, c’est-à-dire qu’elles ne se croisent
pas, comme défini ci-dessous.

Définition 5 (Résolution sans croisement). Soit ϕ une
formule FNC et π une preuve par résolution de la clause
C à partir de ϕ. π est dite sans croisement ssi pour chaque
paire de clauses non read-once (C1, C2) de π, ED(C1)
et ED(C2) sont disjoints, c’est-à-dire qu’ils ne partagent
aucun arc.

Exemple 2. On considère la même formule ϕ que l’exemple
1. La preuve par résolution π de la clause C = x6 à
partir de ϕ représentée dans la figure 1 est sans croisement
puisque les sous-dérivations des clauses non read-once x4
et x2 ∨ x3 ∨ x7 sont disjointes.

Notons que le fragment de résolution sans croisement
implique une propriété intéressante établie dans la
proposition suivante. Intuitivement, cette propriété

garantit que les clauses non read-once soient utilisées
indépendamment pour déduire de nouvelles informations
dans les preuves par résolution sans croisement. Cela
implique que chaque sous-dérivation de clause non read-
once dans une preuve par résolution sans croisement peut
être adaptée indépendamment comme décrit dans la section
suivante.

Proposition 1. Soit ϕ une formule FNC, π une preuve par
résolution sans croisement de la clause C à partir de ϕ et
C ′ une clause non read-once dans π. toute clause Cl dans
ED(C ′) telle que Cl /∈ {C ′, EC(C ′)} est read-once.

Preuve. Soit Cl une clause dans ED(C ′) telle que Cl /∈
{C ′, EC(C ′)}. Clairement, si Cl n’est pas read-once alors
ED(Cl) partage au moins un arc avec ED(C ′) ce qui est
absurde puisque π est sans croisement.

4 De la résolution sans croisement à
la max-résolution

Dans cette section, nous montrons que les preuves par
résolution sans croisement peuvent être adaptées en
dérivations par max-résolution modulo quelques subtilités
syntaxiques mineures sans augmenter considérablement
leur taille. Dans la proposition suivante, nous fournissons
d’abord quelques motifs qui seront utilisés dans
l’adaptation.

Proposition 2. Soient A,B,C et {l} quatre ensembles de
littéraux tels que |C| > 0. Les déductions suivantes
peuvent être effectuées en O(|C|) étapes d’inférence :

(a) (A ∨ C) ∧ (B ∨ C) ⊢MaxRes A ∨B

(b) (l ∨A ∨ C) ∧ (l ∨B) ⊢MaxRes A ∨B ∨ C

(c) (l ∨A ∨ C) ∧ (l ∨B ∨ C) ⊢MaxRes A ∨B ∨ C

Preuve. On donne la preuve du motif (a) par récurrence
sur |C| = n :

• Si n = 1, alors C = {l′}. Clairement, (A∨ l′)∧ (B ∨
l′) ⊢MaxRes A ∨B par application d’une seule étape
de max-résolution sur la variable var(l′).

• Supposons que n > 1 et soit l′ ∈ C. Par récurrence,
on a (A ∨ C) ∧ (B ∨ C \ {l′}) ⊢MaxRes A ∨ B ∨ l′
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Ci = li ∨Ai Di = li ∨Bi

Ci+1 = Ai ∨Bi

CC1|i = li ∨Ai ∨Bi

C ′
i−1 = C1 ∨ Ci = C1 ∨ li ∨Ai

C1 ∨ li ∨Ai
C1 ∨Ai

C1 ∨Ai ∨Bi

C ′
i = C1 ∨Ai ∨Bi = C1 ∨ Ci+1

var(li)

var(li)

Figure 2: Étape d’induction pour déduire C ′
i à la ième étape. Les arcs continus représentent l’application de la max-résolution

tandis que les arcs discontinus représentent le compactage ou l’expansion. Les clauses de compensation non utilisées sont
omises.

en n − 1 étapes d’inférence. De plus, on a B ∨ C =
(B∨C \ {l′})∧(B∨l′) par expansion et (A∨B∨l′)∧
(B ∨ l′) ⊢MaxRes A ∨B par application d’une étape
de max-résolution sur var(l′). Par conséquent, on
conclut que l’inférence (A∨C)∧ (B ∨C)} ⊢MaxRes

A ∨B est possible en O(n) étapes.

Les preuves pour les motifs (b) et (c) sont similaires par
récurrence sur |C|

Dans la suite, on commence à traiter l’adaptation des
preuve par résolution sans croisement et en particulier les
sous-dérivations des clauses non read-once. Pour générer
un remplaçant à une clause non read-once, notons qu’on
peut utiliser les littéraux dans les nœuds de jonction (c.f.
lemme 1 dans [23]) de la sous-dérivation, c’est-à-dire les
nœuds où les chemins partant de la clause non read-once
s’intersectent. Pour générer de tels substituts en utilisant
la max-résolution, nous commençons par traiter les parties
linéaires read-once dans la preuve. De manière informelle,
on veut emmener chaque clause non read-once quand on
déplie la preuve jusqu’à ce qu’elles soient réutilisées. Ceci
est formellement établi pour les parties linéaires read-once
de la preuve dans le lemme suivant. Notons que les
implications de l’égalité ∗

= dans la preuve seront discutées
plus en détail à la fin de la section.

Lemme 1. Soit ϕ une formule FNC, π = C1, ..., Cs(π) une
preuve par résolution linéaire read-once de la clause C ̸=
□ à partir de ϕ. On peut déduire ϕ ⊢MaxRes C ∧ (C1∨C)
en O(s(π)× w(π)) étapes d’inférence.

Preuve. Soit m = s(π). Étant donné que π est read-once,
elle peut être trivialement adaptée en une dérivation par
max-résolution de C à partir de ϕ qui est de même taille,
en remplaçant chaque étape de résolution par une max-
résolution [7, 12]. Dans la suite, on prouve par induction
sur i ∈ {1, ..,m− 1} qu’on peut inférer C ′

i = C1 ∨Ci+1 à
la ième étape de max-résolution :

• Pour i = 1, la première max-résolution sur les clauses
C1 = l1 ∨ A1 et D1 = l1 ∨ B1 et la variable var(l1)
génère la clause de compensation suivante :

CC1|1 = l1∨A1∨B1
∗
= l1∨A1∨A1 ∨B1 = C1∨C2 = C ′

1

Notons que pour établir l’égalité ∗
=, on peut ajouter

les clauses tautologiques l1 ∨ A1 ∨ B1 ∨ A1 (ou
alternativement l1 ∨ A1 ∨ A1) à la formule), auquel
cas l1 ∨ A1 ∨ A1 ∨B1 peut être trivialement déduite
par compactage. De plus, si D1 est une clause
unitaire, CC1|1 n’est pas générée. Cependant, on peut
simplement ajouter les clauses tautologiques l1∨A1∨
A1 qui correspondent à C1∨C2 puisque D1 = l1 (B1

est vide).

• Supposons qu’on peut générer C ′
i−1 = C1 ∨ Ci à

la ième − 1 étape de max-résolution. La ième étape
sur Ci = li ∨ Ai et Di = li ∨ Bi et la variable
var(li) génère la résolvante Ci+1 = Ai ∨ Bi et les
clauses de compensation CC1|i = li ∨ Ai ∨ Bi et
CC2|i = li ∨ Ai pourB. L’induction pour inférer
C ′
i est représentée dans la figure 2. Notons que,

comme dans le cas de base, si Di = li(i > 1) est
une clause unitaire, c’est-à-dire que la ième étape
correspond à une suppression du littéral li de Ci =
li ∨ Ai en déduisant la résolvante Ci+1 = Ai, les
clauses tautologiques li∨Ai∨Ai peuvent être ajoutées
à la formule remplaçant ainsi CC1|i dans la figure
2. Cependant, comme le montre la même figure,
l’ajout de telles clauses dans le cas où D1 est unitaire
peut être évité puisque l’étape d’expansion initiale sur
C ′
i−1 suffit pour générer C1 ∨Ai = C1 ∨ Ci+1 = C ′

i.

Enfin, d’après la proposition 2 (motif b), l’inférence de
C1 ∨ Ai ∨ Bi dans la figure 2 requiert O(|Bi|) étapes de
max-résolution et, par conséquent, chaque étape de π est
clairement adaptée en O(w(π)) étapes d’inférence pour
générer C et C1 ∨ Cm. On conclut qu’on peut déduire
ϕ ⊢MaxRes C ∧ (C1 ∨ Cm) en O(s(π).w(π)) étapes
d’inférence.

Exemple 3. On considère la preuve linéaire read-once de
la clause x3 ∨ x6 de ϕ = {x4, x2 ∨ x4 ∨ x6, x2 ∨ x3}
représentée à gauche de la figure 3. La preuve par max-
résolution déduisant x3∨x6 et x4∨x3 ∨ x6 est représentée
à droite de la figure 3.

Dans la suite, nous établissons notre résultat sur
l’adaptation des preuve par résolution sans croisement. La
preuve dans le théorème suivant traite en particulier les
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x4 x2 ∨ x4 ∨ x6

x2 ∨ x6 x2 ∨ x3

x3 ∨ x6

x4 x2 ∨ x4 ∨ x6

x2 ∨ x6
x4 ∨ x2 ∨ x6

x2 ∨ x3

x3 ∨ x6
x2 ∨ x6 ∨ x3

x4 ∨ x6

x4 ∨ x2 ∨ x6

x4 ∨ x6 ∨ x3

x4 ∨ x3 ∨ x6

Figure 3: Maintien de la clause non read-once tout
en dépliant une section linéaire read-once de la preuve.
Les arcs continus représentent l’application de la max-
résolution tandis que les arcs discontinus représentent le
compactage ou l’expansion. Les clauses de compensation
non utilisées sont omises.

nœuds de jonction dans les sous-dérivations des clauses non
read-once, c’est-à-dire les nœuds où les chemins partant
des clauses non read-once se croisent. Plus précisément,
l’idée est de ramener la clause non read-once à travers
ces nœuds particuliers. Une illustration d’une adaptation
complète est donnée dans l’exemple 4.

Théorème 1. Soit ϕ une formule FNC et π une preuve par
résolution sans croisement de la clause C à partir de ϕ. On
peut déduire ϕ ⊢MaxRes C en O(s(π) × (s(π) + w(π))2)
étapes d’inférence.

Preuve. La propriété 1 garantit que chaque sous-
dérivation de clause non read-once puisse adaptée

indépendamment. Soit Cl une clause non read-once dans π
et, sans perte de généralité, on considère la sous-dérivation
ED(Cl) d’une clause non read-once Cl. Dans la suite, on
prouve qu’à chaque étape de ED(Cl) C ′, on peut inférer
C ′ et SC ∨ C ′ où SC est soit Cl soit son remplaçant dans
le chemin menant à C ′. La preuve se fait par induction sur
la taille de la dérivation. Le cas de base où la dérivation
est vide est trivial. Ensuite, en utilisant le lemme 1, on peut
supposer sans perte de généralité que C ′ est dérivée dans
un nœud de jonction (de chemins partant de Cl). Soient
l∨A et l∨B les prémisses de l’étape de résolution dérivant
C ′ = A ∨ B. L’hypothèse d’induction garantit qu’il existe
une preuve par max-résolution de l ∨ A et C ∨ l ∨A.
Comme le montre la figure 4, Cl ∨ l peut être utilisée
pour remplacer les occurrences de Cl dans la dérivation
de l∨B. Notons que pour éviter d’utiliser des remplaçants
tautologiques, on peut supposer sans perte de généralité
que l /∈ Cl en interchangeant les preuves de l ∨ A et
l ∨ B lorsque cela est nécessaire imposant ainsi un ordre
de déroulement de la preuve et entraînant la génération de
la même clause comme substitut dans de tels nœuds. De
manière similaire au côté gauche, l’hypothèse d’induction
garantit aussi l’existence d’une preuve par max-résolution
de l ∨ B et Cl ∨ l ∨ l ∨B et, par conséquent, Cl ∨ l ∨ B
par expansion. Clairement, C ′ = A ∨ B peut être dérivée
par max-résolution et on montre dans la figure 4 comment
Cl ∨ C ′ = C ∨ A ∨B peut être déduite en utilisant les
clauses de compensation ainsi que Cl∨ l ∨A et Cl∨ l∨B.
Notons que les cas particuliers suivants peuvent se produire
:

• A ou B est vide, auquel cas une clause unitaire est
utilisée pour dériver C ′ = A ∨ B. Nous représentons
dans la figure 5 comment dériver Cl ∨ C ′ dans le cas
où A est vide. La dérivation dans le cas où B est vide

l ∨A l ∨B

A ∨B
l ∨A ∨B
l ∨A ∨B

Cl ∨ l ∨A Cl ∨ l ∨B

...
...

Cl Cl ∨ l

Cl ∨ l ∨A
Cl ∨A ∨B

Cl ∨ l ∨A ∨B

Cl ∨ l ∨A
Cl ∨A

Cl ∨A ∨B

var(l)

var(l)

vars(B)
var(l)

Figure 4: Inférence de Cl ∨ A ∨B dans un nœud de jonction de ED(Cl). Les arcs continus représentent l’application
de la max-résolution, les doubles arcs continus en gras représentent l’application de la max-résolution pour supprimer des
ensembles opposés de littéraux tandis que les arcs discontinus représentent le compactage ou l’expansion. Les clauses de
compensation non utilisées sont omises.
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l l ∨B

B

l ∨B

Cl ∨ l ∨B

...
...

Cl Cl ∨ l

Cl ∨B

var(l)

var(l)

Figure 5: Inférence de Cl ∨C ′ dans le cas où A est vide
dans un nœud de jonction de ED(Cl). Les arcs continus
représentent l’application de la max-résolution tandis
que les arcs discontinus représentent le compactage ou
l’expansion. Les clauses de compensation non utilisées
sont omises.

l ∨A l ∨A

A

Cl ∨ l ∨A Cl ∨ l ∨A

...
...

Cl Cl ∨ l

Cl ∨ l ∨A
Cl ∨A

var(l)

var(l)

Figure 6: Inférence de Cl ∨ C ′ dans le cas où A = B
dans un nœud de jonction de ED(Cl). Les arcs continus
représentent l’application de la max-résolution tandis
que les arcs discontinus représentent le compactage ou
l’expansion. Les clauses de compensation non utilisées
sont omises.

est symétrique et donc omise. Notons que dans le cas
oùA etB sont vides, π est une réfutation et il n’est pas
nécessaire de dériver Cl ∨ C ′ dans la dernière étape
de max-résolution. En effet, plus généralement, cela
n’est pas non plus nécessaire pour le dernier nœud
de jonction dans une sous-dérivation d’une clause non
read-once de π.

• A = B, auquel cas les clauses de compensation
générées sont tautologiques et ne sont pas nécessaires
pour dériver Cl ∨ C ′ = Cl ∨ A comme le montre la
figure 6.

Enfin, O(|B|) étapes d’inférence sont nécessaires pour
déduire Cl ∨ A ∨ B dans chaque nœud de jonction en
se référant au motif (c) dans la proposition 2. De même,
en utilisant l’expansion sur A et le motif (b) dans la
proposition 2, il suffit de O(|A| × |B|) étapes d’inférence
pour déduire Cl ∨ l lorA. Il est important de noter

que la largeur de la preuve peut évoluer tout en générant
des remplaçants pour les clauses non read-once car des
littéraux peuvent être ajoutés dans les nœuds de jonction.
Cependant, la largeur reste bornée parw(π)+s(π) et donc
chaque nœud de jonction peut être adapté en O((w(π) +
s(π))2) étapes d’inférences. Par conséquent, on conclut
qu’on peut déduire ϕ ⊢MaxRes C en O(s(π) × (s(π) +
w(π))2) étapes d’inférence.

Exemple 4. On considère la formule ϕ = {x1 ∨ x3 ∨
x4, x4 ∨ x5, x4 ∨ x5, x1 ∨ x4, x2 ∨ x4 ∨ x6, x2 ∨ x3}
et la preuve π de la clause x6 à partir de ϕ représentée
dans la figure 1. Pour simplifier, on omet la section (en
bleu) déduisant la clause x2 ∨ x3. Notons que cette
section de la preuve, c’est à dire la sous-dérivation de
la clause non read-once x2 ∨ x3 ∨ x7, correspond à un
motif diamant [23]. Ces motifs seront étudiés dans la
section 5. L’adaptation de la preuve π est reportée dans
la Figure 7. Nous réutilisons l’adaptation de la section

x4 ∨ x5 x4 ∨ x5

x4 x4 ∨ x2 ∨ x6

x2 ∨ x6
x4 ∨ x2 ∨ x6

x3 ∨ x6

x2 ∨ x3

x2 ∨ x6 ∨ x3

x4 ∨ x6

x4 ∨ x2 ∨ x6

x4 ∨ x6 ∨ x3
x4 ∨ x3 ∨ x6

x4 ∨ x3 ∨ x6

x4 ∨ x3 x4 ∨ x1

x1 ∨ x3
x4 ∨ x3 ∨ x1 x4 ∨ x3 ∨ x1 ∨ x3

x4 ∨ x3 ∨ x1 ∨ x3

x4 ∨ x3 ∨ x1 ∨ x3

x4 ∨ x1 ∨ x3 x4 ∨ x1 ∨ x3

x1 ∨ x3

x3

x6

Figure 7: Adaptation d’une preuve par résolution sans croisement. Les arcs continus représentent l’application de la max-
résolution tandis que les arcs discontinus représentent le compactage ou l’expansion. Les clauses de compensation non
utilisées sont omises.

De la résolution à la max-résolution

JFPC@PFIA 2022 72



x5 ∨ x4 x5 ∨ x4

x4 x4 ∨ x2 ∨ x6

x2 ∨ x6

x3 ∨ x6

x2 ∨ x3

x2 ∨ x6 ∨ x3

x4 ∨ x6
x4 ∨ x2 ∨ x6

x4 ∨ x6 ∨ x3

x4 ∨ x3 x4 ∨ x1

x1 ∨ x3
x4 ∨ x1 ∨ x3 x4 ∨ x1 ∨ x3

x1 ∨ x3

x3

x6

Figure 8: Adaptation d’une preuve par résolution en une preuve par max-résolution (exclusivement). Les clauses de
compensation non utilisées sont omises.

linéaire read-once dans l’exemple 3. La clause non read-
once et ses remplaçants sont colorés en rouge et les clauses
tautologiques ajoutées sont représentées en vert. Notons
qu’il s’agit d’une des adaptations possibles selon l’ordre
choisi pour adapter les branches de ED(x4). Enfin, nous
soulignons le fait que nous aurions pu générer la clause
C = x4 ∨ x6 après la dernière étape de max-résolution
sur les clauses x3 ∨ x3 (mais cette inférence n’est pas
nécessaire puisque x6 = EC(x4) comme expliqué dans
la preuve du théorème 1). En effet, C peut être déduite par
une étape supplémentaire de max-résolution sur les clauses
de compensation obtenues à la dernière étape, c’est-à-dire
les clauses x3 ∨ x6 et x4 ∨ x3 ∨ x6. Dans la preuve du
théorème 1, cela correspond au cas où B est vide dans un
nœud de jonction d’une sous-dérivation.

Dans la suite, nous discutons de quelques subtilités
syntaxiques mineures qui se produisent dans l’adaptation.
Tout d’abord, il est important de noter que l’utilisation
des réécritures d’expansion et de compactage en tant que
règles à part entière est pertinente pour la simplification
mais pas nécessaire. Rappelons que ces deux règles sont
principalement utilisées pour alterner entre les différentes
formes équivalentes de C lorsqu’elle est écrit sous forme
FNC. Chaque forme correspond à un ordre différent des
littéraux de C. Lors de l’application de la max-résolution,
un ordre pertinent peut être choisi si nécessaire. Cependant,
une application d’un compactage suivi d’une expansion
peut correspondre à un certain réarrangement des variables
sous forme FNC. Cela peut se produire lors de l’adaptation
de la partie linéaire read-once de la preuve. En effet,
comme le montre la figure 2, un compactage peut être suivi
d’une expansion pour isoler la clause C1 ∨ li ∨ Ai de la
forme compacte C1 ∨ Ai. De même, comme le montre la
figure 4, il peut être nécessaire d’isoler la clause Cl ∨ l de
la forme compacte Cl ∨ l ∨A dans les nœuds de jonction.
Plus précisément, il pourrait être nécessaire de réorganiser
un certain littéral au début ou à la fin de l’ordre. Pour

cela, nous prouvons dans la proposition 3 qu’il est possible
d’alterner le premier et le dernier littéral dans la forme FNC
de C en O(|C|) étapes d’inférence. cela implique que,
dans la preuve du théorème 1, les règles de compactage
et d’expansion peuvent être omises et remplacées par
O(s(π) × (s(π) + w(π))) max-résolutions. Cela n’a
évidemment pas d’impact sur notre résultat en termes
de taille de l’adaptation résultante. Dans l’exemple 5,
nous fournissons une adaptation entièrement simplifiée de
la preuve de l’exemple 4 sans l’utilisation de règles de
réécriture.

Proposition 3. Soit n un entier naturel et l1, ..., ln n
littéraux. On peut déduire (l1)∧(l1∨l2)∧...∧(l1∨...∨ln−1∨
ln) ⊢MaxRes (ln)∧ (ln∨ l2)∧ ...∧ (ln∨ l2∨ ...∨ ln−1∨ l1)
en O(n) étapes d’inférence.

Preuve. By induction on n we have:

• Pour n = 1, le résultat est trivial.

• Pour n > 1, l’application de la max-résolution sur les
clauses l1 ∨ .... ∨ ln−2 ∨ ln−1 et l1 ∨ .... ∨ ln−1 ∨ ln
w.r.t var(ln−1) génère la clause résolvante C = l1 ∨
.... lorln−2 ∨ ln et la clause de compensation CC =
l1 ∨ .... ∨ ln−2 ∨ ln ∨ ln−1. De plus, par récurrence,
on peut déduire (l1)∧ (l1 ∨ l2)∧ ...∧ (l1 ∨ ...∨ ln−2 ∨
ln) ⊢MaxRes (ln)∧(ln∨l2)∧...∧(ln∨l2∨... lorln−2∨
l1) enO(n−1) étapes d’inférence. Une seule étape de
max-résolution supplémentaire sur les clauses CC et
ln ∨ l2 ∨ ...∨ ln−2 ∨ l1 w.r.t var(l1) est suffisante pour
générer la clause résolvante ln∨l2∨...∨ln−2∨ln−1 et
la clause de compensation ln∨ l2∨ ... ouln−1∨ l1. Par
conséquent, nous déduisons le résultat voulu en O(n)
étapes d’inférence.

Exemple 5. On considère la même formule ϕ dans
l’exemple 4. Nous représentons sur la figure 8 une preuve
par max-résolution (sans réécriture) de la clause x6 à
partir de ϕ. Notons que le réarrangement suivant x6∧(x6∨
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x1 ∨ x3 x1 x1 ∨ x2 x2 ∨ x3

x3 x2

x3

□

x1 ∨ x3 x1 x1 ∨ x2 x2 ∨ x3

x3

x1 ∨ x3

x2 ∨ x3

x3

□

x1 x1 ∨ x2 x2 ∨ x3

x2

x1 ∨ x2

x1 ∨ x3

x3

x2 ∨ x3

x3

x1 ∨ x3

□

Figure 9: Deux adaptations possibles de la réfutation par résolution sans croisement représentée à gauche en fonction de l’ordre
des étapes de résolution impliquant la clause non read-once x1. Les clauses de compensation non utilisées sont omises.

x3) ⊢MaxRes x3 ∧ (x3 ∨ x6) a été utilisé pour générer le
replaçant x4∨x3. De plus, la clause tautologique x4∨x3∨
x1∨x3 colorée en vert dans la figure 7 et le réarrangement
dans lequel elle est impliquée ne sont pas nécessaires
puisque le dernier remplaçant requis pour x1, c’est-à-dire
x4 ∨ x1 ∨ x3, est naturellement généré par l’étape de max-
résolution précédente. Par conséquent, ils peuvent être
supprimés comme c’est le cas pour l’adaptation complète
sans réécriture dans la figure 8.

Dans la suite, nous discutons des implications de l’égalité ∗
=

utilisée dans la preuve du lemme 1, c’est-à-dire l∨A∨B ∗
=

l ∨ A ∨ A ∨B. Cette transformation est valide pour Max-
SAT (c.f. Remarque 13 dans [16]). Cependant, pour éviter
de l’ajouter comme règle à part entière et comme expliqué
dans la preuve du lemme 1, on peut envisager l’ajout de
clauses tautologiques. Cela peut également être nécessaire
en cas de clauses unitaires. Il est important de noter que le
nombre de clauses tautologiques ajoutées à la formule dans
une adaptation d’une preuve par résolution sans croisement
π est enO(s(π)×(w(π)+s(π))). Un phénomène similaire
a également été noté dans [8]. De plus, on remarque que
l’adaptation peut également s’appuyer sur des clauses de
compensation tautologiques qui sont générées par la max-
résolution. De telles clauses sont généralement supprimées
ou omises dans la littérature [6, 7, 16] mais elles peuvent
contenir des informations importantes qui sont nécessaires
pour déduire des substituts aux clauses non read-once.
Enfin, on établit notre résultat sur les réfutations sans
croisement dans le corollaire suivant. Nous illustrons
également dans l’exemple 6 une adaptation d’une réfutation
par résolution sans de croisement à une réfutation par max-
résolution.

Corollaire 1. Soit ϕ une formule FNC insatisfiable et π
une réfutation par résolution sans croisement de ϕ. On
peut déduire ϕ ⊢MaxRes □ de ϕ en O(s(π)3) étapes
d’inférence.

Preuve. Résultat trivialement déduit du théorème 1
puisque w(π) = O(s(π)) pour les réfutations.

Exemple 6. On considère la formule FNC insatisfiable
ϕ = {x1, x1 ∨ x3, x1 ∨ x2, x2 ∨ x3} et la réfutation π
de ϕ représentée à gauche dans la Figure 9. Clairement,

π est sans croisement car elle ne contient qu’une seule
clause non read-once x1. π correspond également à la
sous-dérivation de cette clause, c’est-à-dire ED(x1) = π
avec EC(x1) = □. Deux adaptations possibles de π sont
illustrées dans la figure 9. La clause non read-once et
ses remplaçants sont colorés en rouge. Les adaptations
possibles correspondent à différents ordre possibles de la
preuve. Dans la première adaptation, on considère que
l’étape de résolution sur les clauses x1 ∨ x1 et x1 précède
celle sur les clauses x1 et x1 ∨ x2, et inversement pour
l’adaptation à droite. Notons que la première adaptation
correspond à l’exemple fourni par Bonet et al. dans [6, 7]
(c.f. Exemple 1 dans [6] ou Exemple 3 dans [7]).

5 Motifs diamants
Dans cette section, nous étudions des réfutations de
résolution particulières, appelées motifs diamants k-
empilés, qui ont été introduites et montrées exponentielle
pour l’adaptation (à des réfutations ResS) dans [23]. Un
motif diamant (x, y,A) où x, y /∈ A est la séquence de
résolutions représentée sur la figure 10. Notons que le
motif diamant particulier (x, y,□) est une réfutation par
résolution. Maintenant, imaginons que la clause x de
(x, y,□) est dérivée d’un autre motif diamant. Nous itérons
le même raisonnement pour définir les motifs diamants k-
empilés comme dans la définition 6.

Définition 6 (Motif diamants k-empilés). Soit k ≥ 1 un
entier naturel et soit xi et yi où 1 ≤ i ≤ k des variables
distinctes. Un motif diamants k-empilé est formé de k
diamants (xi, yi, Ai) où 1 ≤ i ≤ k tels que A1 = □ et
Ai = (x1 ∨ . . . ∨ xi−1) pour 1 < i ≤ k. Chaque diamant
(xi, yi, Ai) est empilé sur (xi−1, yi−1, Ai−1) de sorte que
la dernière conclusion du premier est la prémisse centrale
de ce dernier.

Lorsque k > 2, la taille d’un motif diamants k-empilés P

x ∨Ax ∨ y x ∨ y

y ∨A y ∨A

A

Figure 10: Motif Diamant (x, y,A)
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x ∨ y x ∨A x ∨ y

y ∨A
x ∨ y ∨A
x ∨ y ∨A y ∨A

A

Figure 11: Adaptation d’un diamant (x, y,A)

est s(P ) = 3k tandis que la taille de la réfutation calculée
dans ResS [17], c’est-à-dire la max-résolution augmentée
avec la règle split, par l’adaptation dans [23] est au moins
2k−1 ce qui est exponentiel en la taille de P . Dans la
figure 11, nous montrons comment adapter chaque motif
diamant sans augmenter sa taille. Ceci est impliqué par
le fait que chaque diamant est clairement une preuve par
résolution sans croisement et plus spécifiquement une sous-
dérivation d’une clause non read-once. Ainsi, un diamant
et plus généralement un motif diamants k-empilés P peut
être adapté en au plus s(P ) étapes de max-résolution.

6 Conclusion
Dans ce papier, nous avons introduit un nouveau fragment
de résolution, appelé résolution sans croisement, dans
lequel les sous-dérivations des clauses non read-once
sont disjointes. Nous avons montré que les preuve par
résolution sans croisement et en particulier les réfutations
sans croisement peuvent être adaptées en preuves par max-
résolution sans augmenter considérablement leur taille.
À notre connaissance, il s’agit du premier fragment non
trivial, c’est-à-dire différent de la résolution read-once, dont
l’adaptation est montrée possible en utilisant uniquement
la max-résolution avec une garantie raisonnable sur la
taille des preuves adaptées. L’idée derrière l’adaptation
est d’inférer naturellement des remplaçants aux clauses non
read-once en les ramenant tout en déroulant la preuve par
résolution initiale jusqu’à leur réutilisation et en s’appuyant
sur les clauses de compensation produites par la max-
résolution. De plus, nous montrons que les motifs
diamants (k-empilés), qui ont été montrés exponentiels
pour l’adaptation dans [23], appartiennent au ce nouveau
fragment et peuvent être adaptés en preuves par max-
résolution sans augmenter leur taille.
Nos résultats contribuent au problème ouvert d’adapter
les preuves par résolution en preuves par max-résolution
sans augmenter considérablement leur taille [6, 7] et, par
conséquent, aident à combler l’écart entre la résolution
pour SAT et Max-SAT. Enfin, contrairement aux solveurs
SAT, les solveurs Max-SAT ne sont toujours pas en mesure
de produire des certificats pour Max-SAT, principalement
en raison de la variété des paradigmes de résolution et
du manque de caractérisation d’une intersection plus large
entre la résolution SAT et Max-SAT. Notre travail peut
être utile dans ce contexte et en particulier pour améliorer
l’efficacité des constructeurs de preuves indépendants pour
le problème Max-SAT [24].
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Résumé
Mesurer les performances de lecture est l’une des méthodes
les plus utilisées en clinique ophtalmologique pour juger de
l’efficacité des traitements, des procédures chirurgicales ou
des techniques de rééducation. Cependant, l’utilisation des
tests de lecture est limitée par le faible nombre de textes
standardisés disponibles. Pour le test MNREAD, qui est
l’un des tests de référence pris comme exemple dans ce pa-
pier, il ne comporte que deux jeux de 19 phrases en fran-
çais. Ces phrases sont difficiles à écrire car elles doivent
respecter des règles de différentes natures (e.g., liées à la
grammaire, la longueur, le lexique et l’affichage). Ils sont
aussi difficile à trouver : Sur un échantillon de plus de
trois millions de phrases issues d’ouvrages de la littéra-
ture jeunesse, seulement quatre satisfont les critères du test
de lecture MNREAD. Pour obtenir davantage de phrases,
nous proposons une approche originale de génération de
texte qui prenne en compte l’ensemble des règles dès la
génération. Notre approche est basée sur les Multi-valued
Decision Diagrams (MDD). Nous représentons le corpus
par des n-grammes et les différentes règles par des MDD,
puis nous les combinons à l’aide d’opérateurs, notamment
des intersections. Les résultats obtenus montrent que cette
approche est prometteuse, même si certains problèmes de-
meurent comme la consommation mémoire ou la validation
a posteriori du sens des phrases. En 5-gramme, nous en-
gendrons plus de 4000 phrases qui respectent les critères
MNREAD et proposons ainsi facilement une extension d’un
jeu de 19 phrases au test MNREAD.

Mots-clés
Génération de texte, texte standardisé, tests de lecture, test
MNREAD, basse vision, diagrammes de décisions multiva-
lués, contraintes.

Abstract
Measuring reading performance is one of the most widely
used methods in ophthalmology clinics to judge the effec-
tiveness of treatments, surgical procedures, or rehabilita-
tion techniques. However, reading tests are limited by the

small number of standardized texts available. For the MN-
READ test, which is one of the reference tests used as an
example in this paper, there are only two sets of 19 sen-
tences in French. These sentences are challenging to write
because they have to respect rules of different kinds (e.g.,
related to grammar, length, lexicon, and display). They are
also tricky to find : out of a sample of more than three mil-
lion sentences from children’s literature, only four satisfy
the criteria of the MNREAD reading test. To obtain more
sentences, we propose an original approach to text gene-
ration that considers all the rules at the generation stage.
Our approach is based on Multi-valued Decision Diagrams
(MDD). First, we represent the corpus by n-grams and the
different rules by MDDs, and then we combine them using
operators, notably intersections. The results obtained show
that this approach is promising, even if some problems re-
main, such as memory consumption or a posteriori valida-
tion of the meaning of sentences. In 5-gram, we generate
more than 4000 sentences that meet the MNREAD criteria
and thus easily provide an extension of a 19-sentence set to
the MNREAD test.

Keywords
Text generation, standardized text, reading tests, MN-
READ test, low vision, multivalued decision diagrams,
constraints.

1 Introduction
Les performances de lecture sont devenues l’une des me-
sures cliniques les plus utilisées pour juger de l’efficacité
des traitements, des procédures chirurgicales ou des tech-
niques de rééducation [22, 9]. Ces performances de lec-
ture sont mesurées à partir du temps nécessaire pour lire
des textes standardisés, i.e., conçus pour être équivalents en
termes de longueur, d’affichage et de linguistique. Ce be-
soin d’avoir des textes équivalents est la clé pour éviter tout
biais lié aux textes eux-mêmes. D’autre part chaque texte ne
doit être présenté qu’une seule fois aux sujets ou patients,
ceci pour éviter d’introduire un biais de mémorisation et
assurer une mesure précise.
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Parmi les différents tests existants [19], le test MN-
READ [11, 12] est probablement l’un des tests de lecture
standardisés les plus utilisés au monde pour mesurer les
performances de lecture dans des contextes cliniques mais
aussi de recherche, chez les personnes ayant une vision nor-
male ou faible (basse vision [3]). Un test MNREAD est
composé de phrases standardisées imprimées en 19 tailles
par pas de 0,1 logMAR (une unité angulaire qui permet de
quantifier l’acuité visuelle). L’objectif est d’évaluer com-
ment la performance de lecture dépend de la taille de la
police [4]. Il est disponible en 19 langues, avec un nombre
de tests variable en fonction de la langue (e.g., cinq anglais,
deux en français). Étant donné que des mesures répétées
sont nécessaires dans de nombreuses applications de MN-
READ, les communautés scientifiques et médicales ont be-
soin d’un grand nombre de jeux de tests, notamment pour
éviter les biais de mémorisation. Ceci est impossible au-
jourd’hui car le nombre de phrases MNREAD est largement
insuffisant.
Cependant, accroître le nombre de phrases MNREAD est
un problème difficile à cause des règles multiples que les
phrases doivent respecter. Ecrire ces phrases ou les trouver
dans des corpus n’est clairement pas la solution car elles
sont très spécifiques. Pour résoudre ce problème, qui est
un problème dominé par des règles, une première idée se-
rait d’utiliser des méthodes d’apprentissage profond (e.g.,
GPT, Bert) qui sont en plein essor [6]. Cependant, elles
pourraient s’avérer difficile à mettre en oeuvre dans notre
cas pour les deux raisons suivantes : (i) elles nécessitent de
larges bases d’apprentissage, mais nous ne disposons que
d’un faible nombre de phrases MNREAD d’origine, et (ii)
à notre connaissance, l’introduction de règles (contraintes)
dans les réseaux profonds pose des limitations, mais c’est
un sujet qui évolue vite actuellement [14, 20].
Une autre idée est de concevoir des approches plus ad-hoc
dédiées aux tests de lectures [5, 15, 13]. En particulier,
dans [13], les auteurs, qui sont aussi les créateurs du test
MNREAD, proposent une approche basée sur des modèles
de phrases (templates) et capable de générer des millions
de phrases en procédant à une marche aléatoire. Cepen-
dant, cette méthode semi-automatique présente plusieurs
inconvénients majeurs : (i) elle repose sur des modèles de
phrases qui doivent être créés manuellement (i.e., des sé-
quences d’espaces réservés, chacun contenant une liste de
mots possibles qui s’intègrent dans la phrase à ce moment-
là) ; (ii) elle fonctionne en deux étapes (i.e., la création de
la phrase suivie de la sélection de la phrase) impliquant
des calculs supplémentaires et un temps d’exécution plus
long ; (iii) elle ne peut pas être étendue facilement à d’autres
langues, comme par exemple pour le français où l’on doit
tenir compte des accords et conjugaisons.
Pour remédier à ces limitations, nous proposons dans
cet article de modéliser le problème de génération de
textes standardisés comme un problème d’optimisation
sous contraintes. L’objectif est d’avoir une approche plus
automatique (sans besoin de définir de modèle de phrase
a priori), qui produisent uniquement des phrases respec-
tant les règles (sans avoir à les vérifier a posteriori), et

enfin qui puissent être généralisable (i.e., avec d’autres
règles ou dans d’autres langues). Pour cela, nous propo-
sons une approche originale basée sur les diagrammes de
décision multivalués (en anglais multi-valued decision dia-
grams, MDD). Les MDD ont déjà été utilisés avec succès
dans de nombreux autres problèmes comme la génération
de musique [21] ou de poèmes [17]. D’autres utilisations
des MDD pour des problèmes d’optimisations peuvent être
consultés dans l’ouvrage de référence de Bergman et al. [2],
ou dans la thèse plus récente de Perez [16]. Les MDD
sont une généralisation des diagrammes de décision binaire
(BDD) [1]. Ce sont des structures de données permettant
de calculer et stocker des solutions (des n-uplets) d’un pro-
blème à l’aide d’un graphe orienté acyclique (DAG). Utili-
ser les MDD dans notre contexte offre trois avantages prin-
cipaux : (i) Les MDD permettent de représenter un grand
nombre de solutions dans une structure compressante, ce
qui va être crucial étant donné la taille des données que
nous allons devoir manipuler, (ii) Les MDD permettent de
décomposer le problème en définissant autant de MDD que
de règles que le texte doit respecter. (iii) Il est possible d’ef-
fectuer efficacement des opérations entre MDD permettant
ainsi de combiner différentes règles [18].
Pour sa construction, un MDD dans sa forme ordonné est
structuré en couches où chaque couche représente une va-
riable ordonnée Xi. Il y a deux noeuds particulier dans le
MDD : la racine (root) et le noeud true terminal (tt).
Chaque chemin entre le noeud root et tt forme un n-
uplets de label qui correspond à une affectation valide des
variables associées à chaque couche. Le label lak de l’arc
ak appartenant à un chemin quelconque entre la couche
i ´ 1 et i est l’affectation de la variable Xi tel que Xi

= lak . Un chemin p = (a1, a2, a3,. . . , ar) existe dans le
MDD si et seulement si l’assignation des variables Xi=lai
est valide pour tout i. Ainsi calculer un MDD contenant r
couches revient à calculer les r-uplets valides de la fonc-
tion f : t0...dur ÞÑ ttrue, falseu. Un exemple de MDD
de type somme est donné dans la Fig. 1.

FIGURE 1 – Exemple de MDD représentant l’ensemble
de x1 ` x2 ` x3 P r5, 9s. Pour chaque variable xi, le do-
maineDp.q estDpx1q = t1, 3, 7u,Dpx2q = t0, 2, 4u,Dpx3q
= t2, 3, 4u. Par exemple, p7, 0, 2q appartient à l’ensemble
des solutions appartenant au MDD.
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Le plan de cet article est le suivant. Dans la section 2 nous
montrons comment modéliser le problème de génération
de texte sous contraintes avec des MDD. Pour l’illustrer,
on se focalise dans ce papier sur la génération de phrases
de type MNREAD dont on commencera par rappeler les
règles MNREAD, puis on expliquera comment construire
les MDD associés, et enfin comment on peu les intersecter.
Les résultats sont présentés dans la section 3 dans laquelle
on montre le potentiel de notre méthode. Nous terminons
en section 4 par une discussion.

2 Méthode
2.1 Caractérisation des phrases MNREAD :

définition des règles
Afin d’être standardisées, toutes les phrases MNREAD
doivent obéir à cinq règles pRiqi“0..4 explicitées par les
créateurs du test (voir [13] pour plus de détails) :

— règles grammaticales : des phrases en forme décla-
rative, sans ponctuation, pas de noms propres (R0)

— règles lexicales : des phrases construites unique-
ment à partir des 3000 lemmes (forme canonique)
des mots les plus fréquents dans les manuel de ni-
veau CE2, comme défini dans le lexique Manu-
lex [10] pR1q

— règles de longueur : des phrases 9 à 15 mots pR3q
et 59 caractères avec les espaces et sans compter le
point final pR2q

— règles d’affichage : des phrases qui peuvent s’affi-
cher sur trois lignes, avec une justification gauche-
droite et des espace inter-mots compris entre des va-
leurs seuils strictes, proportionnelles à la taille de
l’espace standard pour la police donnée (R4).

Un exemple de phrase MNREAD respectant ces règles est
donné dans la Fig. 2.

Nous pouvons faire 
une centaine de pas 
dans cette direction

.86

.95

.97

.86

.95 .95

.97
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20w̄ � wespace

FIGURE 2 – Affichage d’une phrase MNREAD type res-
pectant les contraintesR3 . . .R4. Chaque phrase du test est
affichée avec une justification à gauche et à droite sur trois
lignes de texte qui tiennent dans une boîte dont la largeur
est égale à 17,3 fois la taille d’une lettre standard en police
Times-Roman. La largeur des espaces entre les mots (in-
diquée comme multiple de la largeur normale des espaces)
doit être comprise entre 0,80 et 1,25 (adapté de [13]).

Les règles pRiqi“0..4 sont nécessaires mais non suffisantes
pour appartenir au test. En effet, remarquons qu’il y a éga-
lement des règles implicites, plus qualitatives et plus diffi-
cile à formaliser mais qui semblent "évidentes", comme des

règles sémantiques (la phrase doit avoir un sens et respec-
ter la congruence) ou syntaxiques (la phrase doit avoir une
structure "simple"). Une phrase considérée de type MN-
READ sera donc une phrase qui respecte toutes les règles
précédemment énoncées, qui a du sens et enfin qui res-
semble aux phrases officielles du test.

2.2 Définition d’un ensemble de n-grammes
Dans l’esprit, les MDD vont décrire tous les chemins pos-
sibles entre mots pour construire des phrases. Cependant,
afin d’avoir plus de chance d’obtenir des phrases dont la
syntaxe est correcte, l’idée est de ne considérer que des
recombinaisons de bouts de phrases existantes. Plus pré-
cisement, étant donné un corpus constitué d’un ensemble
de phrases écrites par des auteurs (dont la syntaxe et le
sens sont donc corrects), l’idée est de les décomposer en n-
grammes (sous-séquence de nmots construite à partir d’une
phrase donnée) que l’on va chercher à recombiner tout en
respectant les règles MNREAD.
En pratique, comme il est fait classiquement, nous allons
créer un dictionnaire de n-grammes à partir d’un corpus
constitué d’un ensemble de livres. Ce qui fait la spécificité
de notre problème, c’est que nous allons ignorer un certain
nombre de phrases (et donc de n-grammes) afin de prendre
en compte dès le début les règles grammaticales R0 (e.g.,
les phrases interrogatives vont être ignorées, ceci afin de ne
pas rajouter des n-grammes correspondant à des tournures
interrogatives qui ne sont pas souhaitées dans notre appli-
cation). Il y a ensuite une série de transformations à l’aide
d’expressions régulières qui peuvent être appliquées aux
phrases du corpus pour obtenir davantage de n-grammes
utilisables (e.g., les points de suspensions, deux points et
point-virgules sont considérées comme des points finaux ;
les guillemets sont ignorés). Enfin, une série de réécriture
est appliquée aux abréviations de statuts usuels de manière
à retrouver leurs formes non abrégées (e.g., M. est réécrit
Monsieur).

2.3 Construction des MDD : des règles aux
contraintes

Pour résoudre notre problème, il s’agit de formaliser les
règles MNREAD dans le paradigme MDD. Chaque MDD
va résoudre un sous-problème correspondant à une règle.
Ensuite, il s’agira d’effectuer des opérations (intersections)
entre ces MDD pour obtenir les solutions finales. Pour cela,
tous les MDD doivent avoir la même taille, i.e., le même
nombre de couches, ce qui correspond aux nombres de mots
que notre solution doit comporter. Les labels des arcs se-
ront des informations en rapport avec les mots. Cette sec-
tion présente comment chaque MDD est construit. La Fig. 3
montre une représentation de ces MDD dans un cadre sim-
plifié.

MDDU (associé à tous les mots du corpus). Ce MDD est
le MDD universel associé au corpus. Ce MDD contient
toutes les séquences de mots d’une taille 9 à 15 qui peuvent
être écrites à partir des mots appartenant au corpus. L’en-
semble des solutions qu’il contient est égal au produit car-
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MDDR3

FIGURE 3 – Illustrations des différents MDD dans un cadre simplifié avec quatre couches de noeuds (ceci à des fins d’illustra-
tion). Le MDDR4 n’est pas représenté car il y aurait besoin de plus de couches pour en montrer le principe (en particulier la
réinitialisation de la somme), mais conceptuellement il suit le même principe que le MDDR2

. Dans chaque MDD, un chemin
est indiqué en rouge. Ce chemin correspond à une même phrase. Cette phrase sera donc une solution pour notre problème,
comme résultats de l’intersection des MDD. Remarquons que pour des raisons de lisibilité, les états de MDDR3

n’ont été
représentés que pour la solutions mise en évidence, en supposant que l’on utilise des 2-grammes (en vert).

tésien des domaines de toutes les couches. On complétera
ces séquences avec le mot vide, le mot qui ne peut être suivi
que par le mot vide. Ainsi, toutes les séquences ont une
taille 15. Dans ce MDD, il n’y a pas d’état et chaque arc
est un mot.

MDDR1
(associé àR1, des phrases utilisant un sous-en-

semble de lemmes). Ce MDD va nous servir à modéliser le
vocabulaire du lexique autorisé.
Dans ce MDD, il n’y a pas de dépendance entre les va-
riables pour l’affectation des valeurs. Il n’y a donc pas de
nécessité de définir une notion d’état qui permettrait de sta-
tuer sur la validité de l’existence des arcs. Ce MDD a donc
r ` 1 noeuds pour r variables.
Un arc correspond à un lemme appartenant au vocabulaire
autorisé (Manulex). Chaque variable est libre de prendre
n’importe quelle valeur du domaine. Dans la couche i, entre
le noeud de la couche i et i`1, il y a 3000 arcs sortant, i.e.,
un arc pour chaque mot du lexique.
Le MDD associé àR1 est très facile à construire. Il ne peut
pas être réduit. Le MDDR1 est un MDD universel. Une so-
lution de ce MDD est une suite de lemmes d’une taille égale
au nombre de couches du MDD : entre 9 et 15.
Nous faisons appel à la bibliothèque treetagger pour pas-
ser d’un mot à son lemme [23]. Remarquons que ce travail
consistant à restreindre le vocabulaire des phrases avec un
lexique aurait pu être réalisé au niveau des pré-traitements
sur le corpus. L’intérêt de vérifierR1 avec un MDD se jus-
tifie dans notre méthodologie car nous voulons profiter de
la modularité et de la robustesse de l’approche MDD pour
ainsi être en mesure de changer à volonté le lexique autorisé
des phrases. Remarquons que, MDDR1

n’est pas nécessai-
rement un sous-ensemble de MDDU car ils sont construits
à partir de données différentes (au niveau corpus) et la na-
ture des données qu’ils contiennent est aussi différentes.
Le MDDR1 contient seulement des lemmes (e.g., masculin
singulier pour un nom, infinitif pour un verbe) construits à
partir du lexique Manulex [10]. A l’inverse, le corpus peut
lui être construit à partir de livre très spécifiques. En ef-

fet, un livre (même jeunesse) sur les volcans risque de ne
pas utiliser le mot "tomate" qui appartient bien pourtant au
lexique Manulex, et a fortiori au MDDR1 .

MDDR2
(associé à R2, des phrases de 59 caractères).

Ce MDD est le MDD responsable de modéliser les phrases
dont la somme des caractères des mots est égale à 59 ca-
ractères. Cela revient à imposer une contrainte de somme
[24] sur les phrases. Nous voulons definir un MDD dont
la somme des labels des arcs qui composent toutes solu-
tions est égale à 59. C’est un MDD de type somme (voir
l’exemple de la Fig. 1).
Un état est représenté par un entier s égal à la valeur de la
somme partielle de tous les arcs appartenant aux chemins
qui mènent au noeud associé à l’état. Un état est valide si
et seulement si de la couche 0 à r ´ 1 si 0 ď s ď 59, et si
à la couche r, s “ 59 ; Un arc est le nombre de caractères
d’un mot. Une solution du MDD est une suite de 15 entiers
ayant pour somme 59 caractères.

MDDR3 (associé à R3, des phrases de 9 à 15 mots). Ce
MDD est le MDD de base qui fait le lien avec le diction-
naire de n-grammes. Il va contenir toutes les combinaisons
de mots et indirectement de n-grammes possibles condui-
sant à produire des phrases.
Un état est un n-gramme. Dans notre construction, les n-
grammes des premières et dernières couches doivent cor-
respondre à des n-grammes de début et fin de phrase. Ceci
permet d’éliminer une partie des phrases n’aboutissant pas
et une partie de celles qui laissent ouvertement sur leur fin.
Un arc est un mot, un n-gramme dans un état est donc un
historique des n derniers arcs qui appartenant au chemin
entre root et le noeud ayant pour état un n-gramme donné.
Le mot vide est un mot possible si il ne peut être suivi que
par le noeud tt ou un mot vide. Cette astuce permet soit
de construire un MDD contenant des phrases de taille diffé-
rente mais aussi à ajouter des couches de manières à ce que
tout les MDD fassent la même taille pour une composition.
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MDDR4
(associé à R4, affichage des phrases). Ce MDD

est aussi un MDD de type somme comme le MDDR2
.

L’idée est ici aussi de modéliser une somme sur les élé-
ments des phrases, mais cette fois-ci sur la taille (la largeur)
des caractères au sens d’une police de caractère définie.
Initialement, un état est représenté par un entier s la valeur
de la somme partielle de tous les arcs appartenant aux che-
mins qui mènent au noeud associé à l’état. On peut aussi
définir un intervalle de somme valide dans lequel un état
doit appartenir pour modéliser la taille des espace appar-
tenant à un intervalle défini. Il y a un noeud entre chaque
paire d’arcs, un arc correspond à un mot dans notre mo-
dèle. C’est au niveau du noeud, et donc dans l’état que les
espaces doivent être gérés.
Un arc est la taille d’un mot dans sa police d’écriture.
Dans R4, il y a trois lignes, ce qui signifie qu’il faut en
réalité vérifier trois sommes différentes, une pour chaque
ligne, pour ce faire on ajoute à la définition d’un état, trois
variables booléenne, pour connaître quelle est la ligne qui
est entrain d’être calculée. Un état est valide de 0 à r-1 si
la somme s est inférieur à taille maximale d’une ligne avec
des petits espacements. De plus, si la taille des espaces ap-
partient à l’encadrement des espaces deR4 l’état est valide,
la variable booléenne associée à la ligne courante devient
vrai et enfin la somme est remise à zéro. Au niveau de la
couche r, il faut aussi vérifier que les variables booléennes
associées à la ligne 1 et 2 soient vraies.

2.4 Opérations entre MDD : calcul des solu-
tions

Pour obtenir les solutions qui respectent toutes les
contraintes, on calcule le MDD final comme l’intersection
à la volée des MDD définis précédemment. Cette opéra-
tion d’intersection à la volée et toutes les autres opérations
sur les MDD repose sur un algorithme associé à l’opérateur
générique APPLY

À
défini dans [18, 7]. Tout l’intérêt de

cette intersection à la volée est de permettre de réaliser cette
opération de conjonction de contraintes efficacement sur les
MDD.
Le MDD final MDDF se calcule de la façon suivante :

MDDI1 “ MDDU
č

MDDR1
,

MDDI2 “ MDDI1
č

MDDR2
,

MDDI3 “ MDDI2
č

MDDR3 ,

MDDF “ MDDI3
č

MDDR4 .

3 Résultats
Le modèle décrit dans la Section 2 est implémenté en Java
17 dans un solveur de MDD (MDDLib) développé au sein
de l’équipe de recherche. Les expériences ont été réalisées
sur une machine Ubuntu 18.04 utilisant un CPU Intel(R)
Xeon(R) Gold 5222 @ 3.80GHz et 188 GB de RAM.

3.1 Constitution de corpus de n-grammes
Pour constituer notre corpus de n-grammes, nous sommes
partis d’un ensemble de 658 livres appartenant à la caté-

gorie jeunesse. Ce choix est motivé par le fait vouloir gé-
nérer in fine des phrases de structure simple et utilisant un
lexique simple (voir R1). Pour se convaincre de la perti-
nence de notre approche qui consiste à générer des phrases
plutôt que d’en chercher des existantes, nous avons d’abord
regardé combien de phrases étaient de type MNREAD. Sur
les 3165037 phrases contenues dans le corpus brut, seule-
ment quatre phrases étaient de bonnes candidates pour être
des phrases MNREAD (voir Tableau 1).

Je couvris la tête de mes mains pour me protéger du serpent
Je lançai de grands coups de pied pour tenter de me libérer
Mais il n’y aura pas assez de place pour emmener le sorcier
Elle poussa un petit cri lorsque la chose bougea de nouveau

TABLE 1 – Les quatre phrases de type MNREAD trouvées
dans le corpus d’origine de 658 livres.

Partant de ces phrases, nous avons suivi trois étapes pour
définir notre corpus de n-grammes : (i) Les quatre phrases
identifiées dans le corpus brut (Tab. 1) ont été retirées.
L’idée est de partir d’un corpus ne contenant aucune phrase
de type MNREAD pour éviter tout biais (garder ces phrases
serait donner des bouts de solution valides) et pour mon-
trer comment on peut générer des phrases "ex-nihilo" ; (ii)
Seules les phrases respectant la règle R0 ont été retenues ;
(iii) Les phrases retenues sont décomposées en n-grammes
(pour un n donné). L’ensemble des n-grammes obtenus
pour toutes les phrases retenues définit notre corpus de ré-
férence.
En pratique, nous allons aussi considérer des sous-
ensembles de n-grammes obtenus à partir de pourcentages
de phrases retenues. La relation entre le nombre de n-
grammes (uniques) et le pourcentage de phrases utilisées
pour les obtenir, est présentée dans la Fig. 4 et la Table 2.
Par exemple, si l’on choisit 50% des phrases du corpus,
cela nous donne 2.8 millions de 5-grammes. On peut y voir
la relation non-linéaire entre le nombre de n-grammes et
le pourcentage de phrases considérées. Plus le nombre de
grammes augmente plus le nombre de n-grammes uniques
est élevé. Enfin, ces résultats suggèrent que le nombre de
n-grammes pourrait être facilement augmenté par l’accrois-
sement de la taille du corpus (il n’y a pas "d’effet plateau"
à ce stade).

3.2 Analyse des performances
Le Tableau 3 présente une analyse des performances de
notre approche pour différentes valeurs de n-grammes,
aussi bien du point de vue computationnel que du nombre
de solutions obtenues. Les pourcentages de corpus pour
chaque valeur de n-gramme ont été choisi de façon à ob-
tenir un nombre de solutions du même ordre de grandeur
afin de pouvoir les comparer.
Nous pouvons faire quelques observations générales : Le
MDDI1 est un MDD facile à calculer, dans la mesure où il
n’y a pas d’état, il s’agit de filtrer les valeurs des domaines
de chaque couches.
Pour le MDDI2 , cela revient à calculer un MDD somme,
ce qui est habituellement assez rapide, mais il faut tout de
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FIGURE 4 – Nombre de n-grammes uniques en fonction du
pourcentage du corpus considéré et pour différents gram-
mages.

1% 10% 50% 100%
#!phrase 5947 59484 297405 594800
# !1-gram 11279 40004 81792 108231
# !2-gram 39747 244947 781699 1255730
# !3-gram 56254 451096 1796797 3189270
# !4-gram 63885 559297 2453949 4578657
# !5-gram 70069 630035 2860526 5444025

TABLE 2 – Caractéristiques du corpus : nombre de phrase,
de mots (1-gram), de k-grammes (k “ 2..5) uniques pour
un pourcentage de corpus donné.

3-gramme avec 1% corpus
MDD nodes arcs sols t mem
I1 16 91620 6.1056 0m1s 2Go
I2 712 3532517 1, 9.1042 0m23s 11Go
I3 187079 104636 1601119 5m9s 36Go
F 11518 15928 9899 0m4s 2Go

4-gramme avec 15% corpus
MDD nodes arcs sols t mem
I1 16 285975 2.1064 0m1s 2Go
I2 760 11403386 6.1044 0h10m 12Go
I3 356013 581504 2179577 2h47 39Go
F 18660 24387 10478 0m4s 2Go

5-gramme avec 100% corpus
MDD nodes arcs sols t mem
I1 16 534225 1.1068 0m1s 2Go
I2 778 21639890 1, 3.1046 0h41m 16Go
I3 529294 816078 1225086 10h6m 64Go
F 16459 13043 4335 0m2s 2Go

TABLE 3 – Analyse de performance. Pour chaque MDD in-
termédiaire (MDDIi ) jusqu’au MDD final (MDDF ), ce ta-
bleau donne le nombre de noeuds, nombre d’arêtes, nombre
de solutions, le temps de calcul de l’intersection, et la mé-
moire du processus. Trois résultats sont présentés avec dif-
férentes valeurs de n-grammes.

même dans le calcul de l’intersection à la volé : itérer sur le
domaine du MDD précédant, pour une couche donné le car-
dinal du domaine est égale à (#arcs/#couches) de MDDI1 .
En effet, dans MDDI1 tout les mots sont autorisés et ce
pour toutes les couches à supposer qu’ils appartiennent au
lexique.
Le MDDI3 est long et coûteux en mémoire à calculer, c’est
à ce moment là du calcul que nous pouvons dire que nous
manipulons des phrases. Jusque là, c’était simplement des
séquences de mots quelconques d’un nombre de caractères
fixés et d’un vocabulaire restreint. En revanche, le MDDF
est très rapide à calculer, (quelques secondes à chaque fois)
et peu coûteux en mémoire. Cependant, ceci est contex-
tuel à sa position dans l’intersection. Le plus gros du calcul
a déjà était effectué dans les intersections précédentes, un
grand nombre d’arcs formant des solutions non valides ont
déjà été filtrées dans le calcul de MDDI3 .
Plus précisément, pour le MDDI3 , cette croissance de la
mémoire et du temps de calcul s’explique par deux raisons :
(i) Nous calculons un grand nombre de phrases inutiles, car
nous devons attendre d’atteindre les dernières couches pour
vérifier qu’elles disposent d’un k-gramme de fin phrase.
C’est à ce moment que nous savons si le chemin construit
(i.e., la phrase) sera relié à tt. Remarquons que le nombre
de n-grammes de début et de n-gramme de fin de phrase est
fonction du corpus d’entrée, alors que le nombre "milieu
de phrase" (séquences de plusieurs n-grammes formant un
morceau de phrase) est fonction de la combinatoire possible
des n-grammes entre eux pour n fixé. Plus généralement, il
faudrait être en mesure d’anticiper la validité des états ap-
partenant aux futures couches pour une couche donnée dans
le MDD; (ii) Il s’avère que ce MDDR3

a une compression
médiocre. En effet, le nombre de solutions est du même
ordre de grandeur que le nombre d’arcs du MDD. Cette dé-
compression à la construction est la conséquence l’utilisa-
tion de l’état n-gramme qui est discriminant en fonction des
n derniers arcs visités.
Concernant la mémoire utilisée dans l’implémentation ac-
tuelle, il nous faut tout de même plus de 64 Go en 5-gramme
pour effectuer nos calculs sur un corpus relativement petit.
Notre corpus fait quelques centaines de Mo, sachant qu’il
n’est plus inhabituel de voir des corpus manipulés d’une
taille de l’ordre du gigaoctet, voire de la centaine de gi-
gaoctets. Ceci est à nuancer par le fait que la constitution
de notre corpus est un facteur important de la qualité des
phrases engendrées. Il n’y a pas d’intérêt à le faire grossir
sans avoir de justification. D’où notre choix de restreindre
à des livres de littérature jeunesse dont on fait l’hypothèse
d’y trouver des phrases simples.
Enfin, comme on peut le voir dans le Tableau 3, si nous sou-
haitons obtenir plus de phrases, soit on augmente la taille du
corpus, soit on diminue la taille des n-grammes. En effet, on
produit un nombre équivalent de phrase en utilisant 1% du
corpus en 3-gramme qu’en utilisant 100% en 5-gramme.

3.3 Analyse des phrases
Parmi les phrases que nous sommes capable d’engendrer,
il y a des phrases dites admissibles, i.e., dont la syntaxe et
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Bien que je ne veux pas que les yeux de ce que ça me plaira
A l’autre bout de la place au fond de la voiture de ma mère
Allez le dire à mon père que je n’ai pas envie de me marier

TABLE 4 – Trois exemples de phrases en 3, 4 et 5 grammes
respectivement.

Phrases admissibles
L’homme tourna la tête en direction de la voiture de police
Le dragon de métal tourna lentement la tête vers le plafond

Problème de sens
Prends place à côté de son mari pour sa douceur et sa grâce
J’avoue que je n’ai pas le temps de me réchauffer plus tard
La pluie formait un ruisseau de plus en plus insupportables

Problème de syntaxe
Vous lui attrapez la main et vous aide à monter sur son dos

TABLE 5 – Exemples de phrases en 5-grammes de diffé-
rents types : (i) deux phrases admissibles, (ii) trois phrases
ayant un problème de sens, (iii) une phrase ayant un pro-
blème de syntaxe.

Le policier passa la main dans sa poche et se mit à compter
Le policier passa la main dans sa poche et se mit à marcher
Le policier passa la main dans la poche arrière de mon jean
Le policier passa la main dans la poche de son jean déchiré
Le policier passa la main dans la poche de sa nouvelle robe

TABLE 6 – Exemples de phrases engendrées en 5-grammes
ayant le même début de phrase.

J’essaie de changer de sujet avant de la perdre pour de bon
Tuez tous ceux qui se trouvaient sur le dessus de son siège
Dis à mon père que je n’ai pas envie de me les mettre à dos
L’homme avait tiré de sa poche un gros rat gris qui dormait
Posez une main sur le bras de son mari et le roi de ce pays
J’imagine qu’on ne peut pas savoir tant qu’on ne l’a pas vu
Pour ma part je me tourne et me dirige vers le bout du quai
Prends place à côté de son mari pour sa douceur et sa grâce
Très peu de choses arrivent sans que je le voie de mes yeux
Or sa mère lui avait demandé de reculer du bord de la route
J’espère que je n’ai pas vu mes parents depuis plus d’un an
Allez le dire à mon père que je n’ai pas envie de me marier
J’avoue que je n’ai pas le temps de me réchauffer plus tard
Vous seriez surpris de ce que venait de dire le vieil homme
Cette fois encore le jeune homme ne se décidait pas à poser
J’ai du mal à croire que tu me dises que tu ne m’aimes plus
Rien qui ressemble à une petite maison en bois et en pierre
Ceux qui ont perdu la vie à cause de ce que nous avons fait
Comme il regrettait à présent de ne pas se noyer de chagrin

TABLE 7 – Proposition d’un jeu de 19 phrases engendrées
à partir de 5-grammes.

le sens sont corrects, mais aussi des phrases dont le sens
est curieux, ou bien des phrases dont la syntaxe n’est pas
correcte (voir Tab. 5).
On engendre des phrases qui respectent des règles mais on
a tendance à engendrer toutes les variantes d’une même
amorce phrase (voir Tab. 6). Ces variantes peuvent être
toutes de bonne qualité comme on peut le voir avec
l’amorce : "Le policier passa la main dans sa poche". Ce-
pendant, dans l’optique de former un jeu de phrases pour
test, remarquons que nous devrons garantir une variabilité
pour éviter d’avoir dans le même jeu de phrases des bouts
de phrases similaires.
On constate alors que plus on diminue la taille des n-
grammes plus la qualité grammaticale et sémantique des
phrases diminuent. (voir Tab. 4)
Dans le Tableau 7, on présente un jeu de 19 phrases que
nous avons sélectionnées parmis les 4000 solutions obte-
nues. Hormis le fait que ces phrases devront faire l’ob-
jet d’une validation expérimentales, une prochaine analyse
consistera à estimer le pourcentage de phrases admissibles
parmis les phrases générées (en terme sémantique et de syn-
taxe).

4 Conclusion
Ces résultats préliminaires montrent qu’il est possible de
modéliser les règles du test MNREAD avec succès dans le
paradigme MDD et d’être en mesure de prendre en comptes
ces règles dès la génération. Comme nous l’avons montré,
il est maintenant possible d’engendrer un grand nombre de
phrases : plusieurs milliers en 5-grammes.
Par rapport à l’approche de Mansfield et al. [13], notre
approche présente plusieurs avantages. D’abord, notre ap-
proche ne nécessite pas un travail manuel préliminaire long
et fastidieux de construction de structures de phrases ad-
missibles. A l’inverse, notre approche ne requiert que la
constitution d’un corpus de phrases. Aussi en profitant de la
combinatoire inhérente à l’utilisation de n-grammes, notre
approche permet beaucoup plus facilement d’engendrer des
phrases d’une plus grande diversité. Tout l’intérêt de notre
approche est aussi qu’elle est a priori facilement géné-
ralisable dans différentes langues. Nous avons pu l’appli-
quer français (où les accords et les conjugaisons sont plus
complexes qu’en anglais), là où la méthode de Mansfield
[13] profite de cette flexibilité de l’anglais qui permet de
construire plus facilement des templates. Il est toutefois dif-
ficile de nous comparer en terme de temps de calcul d’au-
tant plus que l’entrée de nos méthodes sont très différentes
(templates de phrases vs n-grammes). La méthode proposée
par Mansfield et al. consiste à engendrer puis tester ; à l’in-
verse, notre méthode à pour esprit d’éviter de construire au-
tant que possible des phrases non valides (même si certaines
contraintes nous oblige à construire la phrase jusqu’au der-
nier mot pour s’assurer de sa validité). La composition des
résolutions des sous-problèmes résulte en une convergence
vers l’ensemble exhaustif de solutions du problème pour un
corpus donné.
Notre méthode produit des phrases majoritairement cor-
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rectes syntaxiquement, même si cette syntaxe peut-être
lourde ou maladroite. Ceci est intéressant car, alors que rien
n’est imposé en terme de syntaxe, une structure syntaxique
en général correcte est obtenue grâce à la combinaisons n-
grammes. Par contre, notre méthode ne peut aucunement
garantir le sens des phrases. Ceci étant dit, à partir de ces
milliers de phrases respectant toutes les contraintes MN-
READ, il nous a été facile d’identifier un nouveau jeu de
19 phrases candidates ce qui, en soit, est déjà un résultat
très important.
Dans la suite de ce travail, nous souhaitons donc consi-
dérer la modélisation d’autres contraintes, non pas asso-
ciées à de nouvelles règles mais associées à la syntaxe et au
sens. Tout l’objectif est d’être capable d’obtenir des phrases
qui intègrent ces contraintes dès la génération pour éviter
la phase de vérification a posteriori. Pour y parvenir, une
idée sera de considérer des travaux qui tendent à montrer
que cette notion d’acceptabilité d’une phrase est corrélée
à la fréquence des mots dans une langue et donc indirec-
tement, entre autres, aux probabilités qui peuvent être cal-
culées à partir de modèles de langue comme celui des n-
grammes [8].
Aussi nous avons choisi d’utiliser des MDD détermi-
nistes, mais nous envisageons d’utiliser des MDD non-
deterministes comme perspectives d’amélioration du mo-
dèles notamment pour les MDDR4

et MDDR2
et ainsi, re-

considérer l’ordre de l’intersection proposée dans l’optique
d’améliorer les performances.
Pour finir, nous voulons insister sur l’une des grandes forces
de cette approche qui est sa modularité. En fonction des
besoins, on va pouvoir modifier comme on le souhaite les
contraintes ou en rajouter. Ainsi, les perspectives à plus
long terme de ce travail sont de voir comment adapter notre
approche dans d’autres problématiques de génération de
texte sous contraintes, comme pour la dyslexie ou l’appren-
tissage de langues.
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Résumé
Plus que jamais, les acteurs du transport aérien (c’est-à-
dire les compagnies aériennes et les aéroports), dans un
climat de forte concurrence, doivent bénéficier d’une ges-
tion optimisée des ressources aéroportuaires afin d’amélio-
rer la qualité de leurs services et de contrôler les coûts
induits. Dans cet article, nous étudions le problème d’af-
fectation des parkings d’aéroport (APAP). Nous introdui-
sons plusieurs modèles de programmation par contraintes
(CP), que nous comparons, et présentons quelques résultats
expérimentaux prometteurs à partir de données provenant
d’ADP (Aéroport de Paris).

Mots-clés
programmation par contraintes, modélisation

Abstract
More than ever, air transport players (i.e., airline and air-
port companies), in a strongly competitive climate, need to
benefit from a carefully optimized management of the air-
port resources in order to improve the quality of service and
to control the induced costs. In this paper, we investigate
the Airport Parking Assignment Problem (APAP). We intro-
duce a Constraint Programming (CP) model, and present
some promising preliminary experimental results from data
coming from ADP (Aéroport de Paris).

Keywords
constraint programming, modelization

1 Introduction
Avant la crise sanitaire du COVID-19, l’Association In-
ternationale du Transport Aérien (IATA) prévoyait que le
nombre de passagers aériens allait presque doubler d’ici
2036, pour atteindre 7,8 milliards de personnes. Dans un
tel contexte, l’optimisation de la gestion des ressources aé-
roportuaires reste essentielle pour maîtriser les coûts induits
tout en conservant une bonne qualité de services.
Pour de nombreux problèmes de planification et d’ordon-
nancement du transport aérien, les techniques et outils dé-
veloppés à partir de la programmation mathématique et de
la programmation par contraintes restent essentiels. En par-
ticulier, lorsque les compagnies aériennes ont accès aux

ressources fournies par l’aéroport, la consommation de ces
ressources (par exemple, les banques d’enregistrement, les
parkings d’avions) doit être soigneusement planifiée tout en
optimisant une fonction objectif déterminée par certaines
règles commerciales ; voir, par exemple, [24, 22, 10].
Un problème classique du transport aérien est le problème
d’affectation des portes d’aéroport (AGAP), qui consiste à
affecter chaque vol à une porte d’embarquement disponible
tout en maximisant à la fois le confort des passagers et l’ef-
ficacité opérationnelle de l’aéroport ; voir les études dans
[1, 6] et les modèles dans [20, 21, 23]. Concenant le pro-
blème d’allocation de parking, [14] présente une modélisa-
tion MILP du problème en considérant des contraintes de
capacité, d’ombrage et de satisfaction.
Étant donné que des améliorations significatives ont été
apportées ces dernières années à la programmation par
contraintes (CP), comme, par exemple, des algorithmes de
filtrage (et de compression) efficaces pour les contraintes
de table [4, 7], ou la génération de clauses paresseuses [5],
s’attaquer aux tâches d’optimisation des aéroports avec la
CP reste une question très intéressante. Dans cet article,
nous nous intéressons au problème d’affectation des par-
kings d’aéroport (APAP) tel que défini à l’aéroport inter-
national CDG. Nous proposons des approches de Program-
mation par Contraintes (CP), et montrons son intérêt poten-
tiel en présentant quelques résultats expérimentaux promet-
teurs.
Dans la section 2 nous introduisons le problème des par-
kings de l’aéoroport international de Charles de Gaulle.
Dans la section suivante, nous présentons le problème sous
forme de modèle COP. Dans la section 4, nous comparons
les différentes variantes du modèle proposé sur des don-
nées de planification réelles (post-COVID) avec la solution
actuellement utilisée par ADP. Nous faisons aussi une com-
paraison des modèles entre eux. Enfin nous terminons par
une conclusion et des perspectives.

2 Problème de parcage des avions à
Paris CDG

L’aéroport CDG est le neuvième plus grand aéroport du
monde en termes de trafic de passagers. On compte 498175
mouvements (décollages ou atterrissages) par an, ce qui
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correspond à environ 1400 mouvements par jour.
À l’aéroport, l’un des problèmes combinatoires à résoudre
consiste à affecter chaque vol à un parking disponible
(Pkg) ; ce problème est appelé APAP (Airport Parking Assi-
gnment Problem). Dans cette section, nous décrivons cette
problématique. Tout d’abord, il existe deux types de par-
kings à l’aéroport : les parkings « contacts », désignés par
Pct, qui sont des parkings « reliés » à un terminal par une
porte et une passerelle, et les parkings « au large », dési-
gnés par Prt, qui sont des parkings accessibles en bus.

Définition 1 (Ensemble des parkings). L’ensemble de tous
les parkings, Pct ∪ Prt, est noté par P .

Définition 2 (Rotation). Une rotation est l’ensemble des
actions (atterrissage, stationnement, décollage) nécessaires
à un avion, lors de son passage à CDG.

Bien qu’une rotation implique généralement deux vols
(pour l’arrivée et le départ de l’avion), elle peut parfois
n’impliquer qu’un seul vol (arrivée ou départ seul). Dans le
cas d’un vol arrivée seul, l’avion occupe un parking avant
d’être déplacé vers un hangar. Dans le cas d’un vol départ,
l’avion sort d’un hangar avant d’occuper un parking. Pour
chaque rotation, nous disposons des informations (données)
suivantes :

— start(ψ) est l’heure de début de la rotation (c’est-
à-dire l’heure à laquelle l’avion doit être géré parce
qu’il vient d’atterrir ou qu’il sort d’un hangar) ;

— end(ψ) est l’heure de fin de la rotation (c’est-à-dire
l’heure à laquelle l’avion ne doit plus être géré car
il décolle ou va dans un hangar) ;

— ntasks(ψ) est le nombre de tâches (comme expliqué
ci-dessous) formant la rotation ;

— kind(ψ) est le type avion de la rotation ;
— airline(ψ) est la compagnie de la rotation.

On peut considérer l’affectation d’un vol à un parking pen-
dant une rotation comme une tâche. En effet, en fonction
de la durée de la rotation, l’avion peut être déplacé plu-
sieurs fois. Un vol peut alors être placé sur un seul parking
pendant toute la durée de sa rotation (1 tâche), sur deux par-
kings successifs (2 tâches), voire trois parkings (3 tâches).
Dans ce dernier cas le parking du milieu est nécessairement
au large. Les vols à une seule arrivée ou un seul départ n’oc-
cupent nécessairement que 1 parking (tâche). La construc-
tion de l’ordonnancement du problème de stationnement
consiste à trouver un stationnement pour chaque tâche de
chaque rotation.
Il convient de noter que les conditions permettant de déter-
miner si un avion est mobile ou non (c’est-à-dire s’il utilise
plus d’un stationnement) dépendent de certains temps de
traitement tels que, par exemple, le temps de transit mini-
mum, le temps de traitement minimum pour le départ, etc.
L’ensemble complet de rotations Ψ est divisé en trois sous-
ensembles Ψ1, Ψ2, et Ψ3, en fonction du fait que les rota-
tions sont composées d’une, deux ou trois tâches.
Concernant la jme tâche d’une rotation ψ, on suppose que
l’on connaît le poids de la tâche wψ,j (utilisé dans l’ex-
pression de la fonction objectif), l’heure de début de la

FIGURE 1 – Exemple pour la contrainte ombrage

tâche sψ,j , et l’heure de fin de la tâche eψ,j . Notez que
sψ,1 = start(ψ) et eψ,k = end(ψ) si k est l’indice de
la dernière tâche de la rotation ψ.
Bien entendu, l’affectation d’un parking à une tâche est
soumise aux préférences de placement des compagnies aé-
riennes. Pour chaque tâche de chaque rotation, une récom-
pense est donnée : la récompense de l’affectation du par-
king p à la tâche j de la rotation ψ est désignée par rpψ,j . En
supposant que nous disposons d’une série 1 de variables bi-
naires xpψ,j associées à chaque tâche de rotation (indiquant
quel parking sera utilisé), et en considérant le poids wψ,j
de chaque tâche de rotation, on peut alors définir la fonc-
tion objectif global comme suit :

maximize
∑

ψ∈Ψ
j∈1..ntasks(ψ)

wψ,j × xpψ,j × r
p
ψ,j (1)

En outre, il existe certaines contraintes physiques, imposées
par l’infrastructure.

Définition 3 (Capacité). Les contraintes de capacité
empêchent certains types d’avions d’être placés sur certains
parkings.

Définition 4 (Ombrage). Les contraintes ombrages
bloquent le positionnement d’un avion sur certains parkings
voisins (quel que soit le type d’avion).

Définition 5 (Ensemble des parkings ombrés). Pour tout
parking p ∈ P , on note Sp l’ensemble des parkings ombrés
par p.

Exemple 1. Par exemple, pour la contrainte ombrage, la
figure 1 montre que, si un avion est placé sur le parking
A14, alors le parking A16 est « ombré ».

Définition 6 (Réduction). Les contraintes réductions
sont similaires aux contraintes ombrages sauf qu’elles
prennent en compte les types avions. La constrainte
reduction est définie par des 4-tuples (k, p, k′, φ) avec
φ étant un ensemble de stationnements. Pour chaque sta-
tionnement p′ dans φ, un avion de type k′ est autorisé sur
p′ si un avion de type k est placé sur p.

Définition 7 (Ensemble des réductions). Nous notons D
l’ensemble de toutes ces réductions (tous les 4-tuples).

1. Notez que nous n’utilisons pas de variables 0/1 dans le modèle pro-
posé à la section 3.
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FIGURE 2 – Exemple pour la contrainte ombrages

Exemple 2. À titre d’illustration, considérons la figure 2,
l’ombrage ne sera effectif que si un certain type d’avion
a été placé sur A10 et la réduction permettra toujours à un
sous-ensemble de types avions d’être placés sur A8 et A12.

Définition 8 (NoOverlap). Une contrainte NoOverlap re-
flète l’impossibilité physique d’affecter deux tâches (deux
vols) au même parking.

Définition 9 (Chevauchement de tâches). Une paire (ψ, i)
correspondant à la tâche i d’une rotation ψ se chevauche
avec une paire (ψ′, j) correspondant à la tâche j d’une ro-
tation ψ′ si sψ,i < eψ′,j et sψ′,j < eψ,i.

Définition 10 (Ensemble de tâches en chevauchement).
Les tâches se chevauchant avec (ψ, i) sont désignées par
l’ensemble Oψ,i, qui contient toutes les paires (ψ′, j) se
chevauchant avec (ψ, i).

3 Modèle COP
Nous allons maintenant décrire le problème plus formel-
lement au moyen d’un réseau de contraintes. Un Réseau
de contraintes (CN) est constitué d’un ensemble fini de va-
riables soumises à un ensemble fini de contraintes. Chaque
variable x peut prendre une valeur dans un ensemble fini
appelé le domaine de x. Chaque contrainte c est spécifiée
par une relation définie sur (le produit cartésien des do-
maines de x). Une solution d’un CN est l’affectation d’une
valeur à chaque variable de sorte que toutes les contraintes
soient satisfaites. Un Réseau de contraintes sous optimisa-
tion (CNO) est un réseau de contraintes qui comprend en
plus une fonction objectif obj qui fait correspondre toute
solution à une valeur dans R.
Pour la modélisation des CNO, également appelés pro-
blèmes d’optimisation de contraintes (COP), plusieurs lan-
gages de modélisation et bibliothèques existent tels que,
par exemple, OPL [30], MiniZinc [25, 29], Essence [13]
et PyCSP3 [18]. Notre choix s’est porté sur la bibliothèque
Python récemment développée PyCSP3 qui permet de gé-
nérer des instances spécifiques (après avoir fourni des don-
nées ad hoc) au format XCSP3 [2, 3], qui est reconnu par
certains solveurs de CP bien connus comme ACE (AbsCon
Essence) [15], OscaR [26], Choco [27], et PicatSAT [35].
Nous allons définir dans cette section plusieurs variantes du
problème d’affectation des parkings. Nous commencerons
par les élements communs des différents variantes puis dé-
finirons les spécificités de chaque variante.

Rot. Compagnie #Tches Type Dbut Fin

ψ1 a1 1 k1 8h00 10h00
ψ2 a2 2 k2 8h00 12h00
ψ3 a2 2 k2 12h00 16h00
ψ4 a3 3 k3 9h00 15h00
ψ5 a3 3 k4 10h00 16h00

TABLE 1 – Données sur les rotations

Pkg Capacité
p1 {k1, k2}
p2 {k3, k2}
p3 {k1, k2, k3}
p4 {k1, k2, k3, k4}

TABLE 2 – Capacité

3.1 Définitions et contraintes communes
Tout d’abord, nous présentons les variables de notre mo-
dèle. En plus de la variable utilisée pour compter le nombre
de rotations qui ne sont pas cassées, nous avons besoin de
deux matrices de variables pour représenter le stationne-
ment assigné, et les récompenses associées :

— p est une matrice de |Ψ| × 3 variables ayant pour
domaine {0, ..., |P|− 1} ; p[ψ][j] représente l’index
du parking (code) assigné à la jth tâche de ψ ;

— r est une matrice de |Ψ| × 3 variables ayant pour
domaine {0, ..., 100} ; r[ψ][j] représente la satisfac-
tion de la compagnie pour la jth tâche de la rotation
ψ.

Notez que, par souci de simplicité, nous introduisons tou-
jours trois variables dans p et r pour chaque rotation, même
si une seule tâche (ou deux tâches) est impliquée. Pour
traiter ces cas, nous introduisons des contraintes d’égalité
obligeant les variables à prendre la même valeur. En pra-
tique, on pourrait éviter d’introduire de telles variables re-
dondantes.
Deuxièmement, nous devons introduire les contraintes dans
notre modèle. En raison de la nature du problème (et des
données), il est naturel d’utiliser ce qu’on appelle des
contraintes de table, qui énumèrent explicitement soit les
tuples autorisés (tableau positif) ou les tuples interdits (ta-
bleau négatif) pour une séquence de variables (représentant
la portée de la contrainte). Des algorithmes efficaces pour
ces tableaux de contraintes ont été développés au cours de
la dernière décennie. [8, 16, 19, 31].
Pour la suite, nous introduisons un exemple afin d’illustrer
les contraintes ajoutées. Considérons un exemple avec un
ensemble de 5 rotations {ψ1, ..., ψ5}, et un ensemble de
4 stationnements {p1, ..., p4}. Les informations concernant
les rotations sont données dans le tableau 1.

3.1.1 Contraintes sur les tâches
Tout d’abord, il est nécessaire de présenter quelques
contraintes de stationnement concernant les tâches des ro-
tations. Lorsque la division d’une rotation en 2 ou 3 tâches
n’est pas possible (parce que le temps de rotation n’est pas
assez grand), nous devons nous assurer que les 3 variables
de la rotation sont affectées au même parking (parce que,
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pour simplifier, comme déjà mentionné, nous avons tou-
jours 3 variables de p qui sont introduites pour chaque rota-
tion). Nous ajoutons donc les contraintes suivantes :

p[ψ][1] = p[ψ][2] = p[ψ][3],∀ψ ∈ Ψ1 (2)

p[ψ][2] = p[ψ][3],∀ψ ∈ Ψ2 (3)

p[ψ][2] ∈ Prt,∀ψ ∈ Ψ3 (4)

L’équation 2 oblige les 3 variables de p pour la rotation ψ à
être assignées au même parking (car la rotation n’implique
qu’une seule tâche). L’équation 3 force les deuxième et troi-
sième variables de p de la rotation ψ à être assignées au
même parking (parce que la rotation n’implique que deux
tâches). Enfin, l’équation 4 oblige le parking du milieu à
être placé sur un parking au large.
Pour notre exemple, supposons que Ψ1 = {ψ1}, Ψ2 =
{ψ2, ψ3}, et Ψ3 = {ψ4, ψ5}, nous devons alors spécifier :

p[ψ1][1] = p[ψ1][2] = p[ψ1][3]
p[ψ2][2] = p[ψ2][3] ∧ p[ψ3][2] = p[ψ3][3]
p[ψ4][2] ∈ Prt ∧ p[ψ5][2] ∈ Prt

3.1.2 Contraintes capacité
Pour appliquer de telles contraintes, nous avons simplement
besoin de contraintes unaires. En supposant que l’ensemble
des stationnements respectant la capacité d’une rotation ψ
est noté Pψ , nous ajoutons la contrainte suivante :

p[ψ][j] ∈ Pψ,∀ψ ∈ Ψ,∀j ∈ 1..3 (5)

Nous forçons ici toutes les tâches d’une rotationψ à prendre
leurs valeurs dans l’ensemble Pψ .
La capacité de chaque parking (dans notre exemple) est
définie dans la Table 2. Nous devons donc ajouter les
contraintes unaires suivantes par rapport à la rotation ψ1 :

p[ψ1][j] ∈ {p1, p3, p4},∀j ∈ 1..3

3.1.3 Calcul de la satisfaction compagnie
Selon les préférences des compagnies, des récompenses
différentes sont associées à des stationnements différents.
Nous pouvons utiliser des contraintes de table binaires
pour « calculer » les récompenses lors du filtrage de ces
contraintes.

〈p[ψ][j], r[ψ][j]〉 ∈ {(p, rpψ,j) | p ∈ Pψ},
∀ψ ∈ Ψ,∀j ∈ 1..ntasks(ψ)

(6)

Nous ajoutons également une contrainte table en conflit
pour interdire les parkings incompatibles avec cette tâche.
Pour notre exemple, supposons que les récompenses sont
données par la matrice suivante :

Compagnie / Pkg p1 p2 p3 p4 p5

a1 75 75 100 50 50
a2 60 0 100 50 50
a3 0 100 80 50 50

À partir de ces données, nous devons par exemple ajouter
la contrainte suivante concernant la première rotation ψ1

(notez que ntasks(ψ1) = 1) :

〈p[ψ1][1], r[ψ1][1]〉 ∈
{(p1, 75), (p2, 75), (p3, 100), (p4, 50), (p5, 50)}

3.1.4 Contraintes Ombrage
Rappelons que lorsqu’un parking p1 est « ombré » par un
parking p2 alors les deux valeurs associées ne peuvent pas
être assignées ensemble à une paire de de tâches qui se che-
vauchent. Cela conduit à des contraintes de table négatives
binaires. Bien que cela ne soit pas explicitement indiqué
ci-dessous, l’attribution de la même valeur deux fois pour
une paire de tâches qui se chevauchent est également in-
terdite (contraint NoOverlap). Les contraintes d’ombrage
s’écrivent comme suit :

〈p[ψ][i], p[ψ′][j]〉 /∈ {(p, p′) | p ∈ Pψ ∧ p′ ∈ Pψ′ ∩ Sp},
∀ψ ∈ Ψ,∀i ∈ 1..3,∀(ψ′, j) ∈ Oψ,i

(7)

Dans le contexte de notre exemple, une contrainte
d’ombrage existe entre les parkings p1 et p3. Nous
avons Oψ1,1 = {(ψ2, 1), (ψ4, 1)}, Pψ1

= Pψ2
=

{p1, p3, p4, p5}, Pψ4 = {p2, p3, p4}, et Sp1 = {p3}.
Par conséquent, nous pouvons ajouter les deux contraintes
suivantes concernant ψ1 : 〈p[ψ1][1], p[ψ2][1]〉 /∈ {(p1, p3)}
et 〈p[ψ1][1], p[ψ4][1]〉 /∈ {(p1, p3)}.
3.1.5 Contraintes Réduction
Ce dernier sous-ensemble de contraintes prend en compte
les réductions sous la forme de contraintes binaires néga-
tives de table.

〈p[ψ][i], p[ψ′][j]〉 /∈ {(p, p′) | p′ ∈ φ},
∀ψ ∈ Ψ,∀i ∈ 1..ntasks(ψ),

∀〈k, p, k′, φ〉 ∈ D | k = kind(ψ),

∀(ψ′, j) ∈ Oψ,i | k′ 6= kind(ψ′)

(8)

Pour notre exemple, une contrainte réduction existe
entre les parkings p1 et p2. Supposons que D =
{(k1, p1, k3, {p2}), (k2, p1, k4, {p2})}. Nous avons égale-
ment Oψ1,1 = {(ψ2, 1), (ψ4, 1)} et Pψ1 = {p1, p3, p4}.
La tâche 1 de la rotation ψ2 chevauche la tâche 1 de la ro-
tation ψ1. Rappelons que kind(ψ2) = k2. Ainsi, pour la
réduction de ψ1, nous ajoutons la contrainte suivante qui in-
terdit la paire de valeurs (p1, p2) pour la paire de variables
〈p[ψ1][1], p[ψ2][1]〉. En d’autres termes, il est interdit d’uti-
liser p2 avec la rotation ψ2 car ψ2 n’a pas le type autorisé
par p2 après avoir placé ψ1 sur p1 (on dit que sa capacité
est réduite).
Nous ajoutons alors la contrainte suivante
〈p[ψ1][1], p[ψ2][1]〉 /∈ {(p1, p2)}.
Bien que ψ1 chevauche également avec ψ4, il n’y a aucune
restriction à considérer avec ψ1 car ψ4 a pour capacité le
type k3 (voir Table 1) qui est autorisé par rapport à la ré-
duction.
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3.1.6 Fonction objectif
La fonction objectif s’exprime comme suit en considérant
les variables de récompenses :

maximize
∑

ψ∈Ψ
j∈1..ntasks(ψ)

wψ,j × r[ψ][j] (9)

3.2 Variante classique
Avec les variables et contraintes présentées dans la précén-
dente section, nous pouvons définir une première variante
du problème composée des contraintes 2, 3, 4, 5, 6,7 8
et de la fonction objectif 9. Nous noterons cette variante
no-variant.

3.3 Variante AllDifferent
Dans cette variante nous proposons de modifier la
contrainte ombrage en postant en plus des contraintes tables
déjà proposées des contraintes alldifferent. Notons
que pour cette contrainte, il est tentant de vouloir uti-
liser une contrainte AllDifferent comme déjà pro-
posé dans l’état de l’art [28, 11]. Dans ces approches,
une contrainte AllDifferent est ajoutée entre toutes
les paires de tâches qui se chevauchent cependant cela ne
peut pas fonctionner ici car elle serait moins contraignante
que ce qu’exprime la contrainte ombrage. En effet une
contrainte AllDifferent obligerait p[ψ][i] et p[ψ′][j] à
être différent. Or en mettant p et p′ comme valeur à ces
deux variables, la contrainte serait respectée mais violerait
la contrainte ombrage.
Néanmoins il est possible d’utiliser des contraintes
AllDifferent avec un graphe d’intervalles. Chaque
sommet du graphe représente une tâche (l’intervalle de
temps de la tâche) et est connecté par une arête à un
autre sommet, si et seulement si, il existe un chevauche-
ment entre les deux intervalles. Le graphe d’intervalles
serait donc, pour notre problème, noté G = (V, E) avec
V = {Iψ,i,∀ψ ∈ Ψ,∀i ∈ 1..3} et E = {(Iψ,i, Iψ′,j),∀ψ ∈
Ψ,∀i ∈ 1..3,∀(ψ′, j) ∈ Oψ,i}. Iψ,i représente l’inter-
valle de temps de la tâche i de la rotation ψ. C’est-à-
dire eψ,i − sψ,i. On note alors CG l’ensemble des cliques
maximums. Pour un tel ensemble, nous pouvons poster les
contraintes AllDifferent suivantes.

allDifferent({p[ψ][i],∀(ψ, i) ∈ c}),∀c ∈ CG (10)

Pour cette variante nous avons donc les mêmes contraintes
que la variante précédente et ajoutons la contrainte 10. Nous
notons alldifferent cette variante du problème.

3.4 Variante not-break
Cette variante du problème tient compte du fait que le dé-
placement d’un avion d’un parking à un autre a un certain
coût. Pour cette raison, le nombre de stationnements utili-
sés pour une rotation (avec 2 ou 3 tâches) doit être mini-
misé. Pour faire cela, nous ajoutons une nouvelle variable
nb, ayant pour domaine {0, ..., |Ψ|}, comptant le nombre
de fois où rotation n’est pas rompue, c’est-à-dire le nombre

de fois où un seul stationnement est utilisé pendant toute la
durée de la rotation.
Nous devons ajouter la contrainte suivante afin de calculer
le nombre de rotations « non-cassées » :

nb =
∑

ψ∈Ψ2

sψ,1=ψ,2 +
∑

ψ∈Ψ3

sψ,1=ψ,2=ψ,3 (11)

où sψ,1=ψ,2 est une variable booléenne valant vraie si le
même parking a été affecté pour la première et troisième
tâche de la rotation ψ et où sψ,1=ψ,2=ψ,3 est vraie si toutes
les tâches de la rotation ψ ont été affectées au même par-
king.
La fonction objectif est modifée comme suit :

maximize
∑

ψ∈Ψ
j∈1..ntasks(ψ)

wψ,j × r[ψ][j] + nb (12)

Dans cette variante nous ajoutons la contrainte 11 et nous
changeons la fonction objectif en 12. Nous noterons cet en-
semble de contraintes not-break.

4 Expérimentations
Cette section présente quelques résultats expérimentaux
concernant notre modèle et ses variantes sur des instances
réelles d’ADP. Pour réaliser les expériences, nous avons
utilisé le solveur de contraintes ACE, qui est le nouvel
avatar de AbsCon 2. Les options par défaut du solveur
ont été utilisées : wdegca.cd [34] comme heuristique de
choix de variables, lexico comme heuristique de choix
de valeurs, last-conflict (lc) [17] comme méthode
paresseuse pour simuler un retour en arrière intelligent,
solution-saving [32, 9] pour simuler une forme de
recherche de voisinage, et une politique de redémarrage
géométrique [33] avec un cutoff de base fixé à 10 mauvaises
décisions et une raison fixée à 1.1. Une seule option a été
modifiée de manière empirique : Bivs [12] comme heu-
ristique d’ordonnancement des valeurs. Bivs est une heu-
ristique de choix de valeurs qui sélectionne la valeur dont
l’affectation, une fois propagée, offre la plus petite (resp.
grande) borne inférieure (resp. supérieure) pour la variable
objectif. Nous noterons ACEBIVS lorsque l’éxécution a été
réalisée avec cette heuristique.
Enfin le temps limite a été fixé à 180s afin de respecter les
temps de résolution imposés par ADP.

4.1 A propos des instances
Le système actuel d’ADP permet de planifier au maximum
2 semaines d’utilisation des parkings. En raison de la quan-
tité de vols, il ne permet pas de faire l’ensemble de l’aéro-
port en une seule fois, les planifications sont toujours effec-
tuées terminal par terminal ou par groupe de terminaux.
Pour notre étude, nous nous sommes restraints au terminal
2A de CDG. L’étude est composée de 5 instances faisant
respectivement 1, 2, 3,7 et 14 jours de planification.
L’étude est composée de 3 variantes du modèle comme pré-
senté dans la section précédente. Nous notons Ino−variant

2. https ://githubs.com/xcsp3team/ace
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Instances # Tâches # Variables # Contraintes
2A - 1 jour 34 180 483
2A - 2 jours 68 362 932
2A - 3 jours 105 570 1459
2A - 7 jours 267 1398 3749
2A - 14 jours 552 2868 7777

TABLE 3 – Description des instances de Ino−variant

les instances de la variante définie dans la section 3.2. L’en-
semble des instances de la variante de la section 3.4 est noté
Ivariant−breaking . Enfin l’ensembe des instances de la sec-
tion 3.3 est noté Ivariant−alldifferent.

4.2 Solution d’ADP
Le système d’ADP utilise un solveur MILP (Mixed-Integer
Linear Programming) pour résoudre le problème. La ré-
solution s’arrête dès qu’une première solution est trouvée.
En fonction du paramètrage, il est possible de faire une re-
cherche locale pour améliorer la solution. Cette recherche
locale vient notamment regrouper les tâches sur un même
parking, pour éviter de « casser » des rotations. Nous note-
rons ADPdefault le solveur d’ADP sans recherche locale et
ADPls le solveur d’ADP avec recherche locale.

4.3 Comparaison entre la solution d’ADP et
les modèles proposés

Nous allons d’abord comparer les modèles COP proposés
avec la solution d’ADP en faisant varier également l’heuris-
tique de choix de valeur puis nous ferons une comparaison
des modèles proposés entre eux toujours en faisant varier
l’heuristique de choix de valeur.

Étude de Ino−variant La figure 3a montre le score maxi-
mal obtenu du premier modèle COP proposé (Ino−variant)
par rapport à la solution trouvée par ADP. Nous pouvons
observer que ACE dépasse les performances de la méthode
actuelle. Notons que des optima sont trouvés pour les ins-
tances 1, 2 et 3 jours. La figure 3b présente les résultats
en utilisant ACEBIVS. Là encore, nous pouvons observer que
les résultats de notre modèle sont meilleurs que ceux de la
solution actuelle.

Étude de Ivariant−alldiff La figure 3c montre le
score maximal obtenu du second modèle COP proposé
(Ino−alldiff ) qui ajoute les contraintes AllDifferent
entre toutes les cliques maximales du graphe d’intervalles.
Nous pouvons observer que là encore ACE dépasse les per-
formances de la méthode actuelle. Notons que des optima
sont trouvés pour les instances 1, 2 et 3 jours. La figure
3d présente les résultats en utilisant ACEBIVS. Nous pou-
vons observer aussi que les résultats de notre modèle sont
meilleurs que ceux de la solution actuelle.

Étude de Ivariant−notbreak La figure 3e montre le score
maximal obtenu par le second modèle COP proposé pre-
nant en compte le fait de ne pas « casser » les rotations par
rapport à la solution d’ADP avec recherche locale dédiée.
La figure 3f présente la même approche mais avec ACEBIVS.

Dans les deux cas, l’approche générique sans recherche lo-
cale dépasse la solution utilisée actuellement.
Nous pouvons dire que peu importe la combinaison de l’ap-
proche que nous proposons, on constate une amélioration
de la borne et nous supprimons la nécessité d’avoir une re-
cheche locale dédiée et donc une phase supplémentaire de
calcul comme c’est le cas actuellement.

4.4 Comparaison des modèles proposés
Dans cette dernière partie des experimentations, nous allons
comparer les approches proposées entre elles en retirant les
solutions d’ADP.
La figure 4 présente l’évolution des bornes trouvées en
fonction du temps pour chaque instance du problème. Nous
comparons les différentes approches proposées. Nous pou-
vons remarquer que sur la première instance (figures 4a),
pour laquelle un optimum est trouvé, les différentes ap-
proches ont un comportement équivalent. Sur les instances
de 2 et 3 jours (figures 4b et 4c), nous pouvons observer que
les approches avec les contraintes AllDifferent per-
mettent de converger plus vite vers l’optimum. Enfin l’uti-
lisation de Bivs permet de converger encore plus vite vers
l’optimum.
La différence est plus marquée sur les deux instances « dif-
ficiles » (figure 4d et 4e). Pour l’instance de 7 jours, les
approches AllDifferent avec ou sans l’utilisation de
Bivs stagnent à la première solution trouvée. Dans le cas
de l’instance 14 jours, l’approche AllDifferent trouve
initialement une meilleure solution que les autres approches
puis stagnent à la même valeur jusqu’à la fin alors les autres
approches progressent.

5 Conclusion
Dans cet article, nous nous intéressons au problème d’af-
fectation des parkings d’aéroport (APAP) tel que défini à
l’aéroport de Paris CDG. Nous avons proposé plusieurs va-
riantes d’un modèle d’optimisation par contraintes (COP),
en exploitant principalement les contraintes de table, et
nous avons présenté une première évaluation empirique de
notre approche. Nous avons également montrer que le pro-
blème n’était pas équivalent au problème de l’état de l’art
et que l’on ne pouvait pas directement utiliser les approches
de l’état de l’art basée sur des contraintes AllDifferent
pour toutes les tâches qui se chevauchent. Cependant une
approche avec des contraintes AllDifferent et le calcul
des cliques maximum du graphe d’intervalles est possible.
Les résultats obtenus insitent, le groupe ADP à remplacer sa
solution propriétaire actuelle par la nôtre, basée sur un sol-
veur de contraintes générique open-source et l’utilisation
d’un format open-source XCSP facilitant la modélisation
des problèmes d’optimisations et leurs modifications. Le
problème d’affectation des parkings est une première étape.
Dans le futur, l’objectif est de remplacer l’ensemble des
optimisations actuelles par une approche COP. Parmi les
ressources aéroportuaires à optimiser en plus des parkings
avion, nous travaillons sur des solutions pour les banques
d’enregistrements, les tapis et les jetées bagages mais éga-
lement les flux passagers.
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FIGURE 3 – Comparaison des différentes approches avec la solution d’ADP
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Résumé
Le calcul d’emplois du temps universitaire est un problème
d’optimisation combinatoire complexe tant dans sa modéli-
sation que sa résolution. Nous proposons une approche par
contraintes qui englobe la constitution de groupes, la dis-
tribution des salles et enseignants, leur allocation et l’or-
donnancement des séances. Cette approche se fonde sur un
langage dédié à base de règles (UTP) permettant de mo-
déliser les différentes entités et contraintes d’une instance.
Les instances UTP sont encodées en XML et un générateur
convertit les règles en contraintes dans un format compa-
tible avec les solveurs MiniZinc et CHR++. Nous présen-
tons dans cet article le langage UTP et ces modèles de pro-
grammation par contraintes ainsi que des expérimentations
préliminaires réalisées sur un cas d’études concret.

Abstract
University course timetabling are complex combinatorial
optimization problems to model and solve. We propose a
constraint-based approach which encompasses student sec-
tioning, room and teacher distribution planning, session
scheduling and resource allocation. Our approach is based
on a domain-specific rule-based language UTP to model
instance entities and constraints. UTP instances are enco-
ded in XML and a flattener converts rules into constraints
using formats supported by MiniZinc and CHR. This ar-
ticle presents the UTP language and the two constraint pro-
gramming models as well as early expriments carried out
on a real case study.

1 Introduction
L’organisation d’emplois du temps universitaires met en jeu
des décisions d’ordre stratégique, tactique et opérationnel
qui portent sur le maquettage des formations, la constitution
des classes et groupes d’étudiants, l’affectation des services
d’enseignement, le provisionnement de salles et d’équipe-
ments, et, in fine, la programmation des séances et des re-
sources [6]. Le périmètre de ces problèmes et le proces-
sus coordonnant leur résolution varie selon les pays et les
institutions ainsi que le niveau d’automatisation et les sy-
tèmes d’aide à la décision mis en oeuvre. Au sein des uni-
versités françaises, par exemple, les maquettes de forma-
tion sont par convention revues tous les 5 ans et les étu-
diants s’inscrivent aux formations et personnalisent leurs

FIGURE 1 – Processus d’organisation d’emplois du temps

parcours avant chaque période d’enseignement. Classes et
groupes sont alors constitués selon les profils d’étudiants et
les seuils d’effectifs par classe. Enseignants et salles sont
ensuite positionnés sur les cours à dispenser avant que les
séances de classe ne soient programmées et leurs ressources
allouées (voir Figure 1). Ce processus reste flexible (chan-
gements de personnels, etc.) et doit s’adapter aux impondé-
rables qui rythment l’année universitaire (inscriptions tar-
dives, absences, etc).
Nous proposons dans cet article un langage de modélisation
pour une classe étendue de problèmes d’emplois du temps
universitaires (UTP) se réduisant au problème de satisfac-
tion de contraintes (CSP). Ce langage dédié permet de re-
présenter différents aspects du problème relatifs au section-
nement de cours, la programmation de séances, la distribu-
tion de ressources et leur allocation afin d’adapter chaque
instance aux exigences de son environnement. Le langage
intègre un modèle formel et un langage de règles pour re-
présenter entités et contraintes. Le modèle d’entités s’ap-
puie sur un horizon de temps multi-échelles (i.e. semaines,
jours et créneaux quotidiens), un ensemble de ressources
(i.e. étudiants, salles et enseignants), et une structure hié-
rarchique de cours (i.e. cours, parties de cours, classes et
séances). Chaque séance est à programmer individuelle-
ment sur l’horizon de temps et les ressources nécessaires
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doivent lui être allouées.
Le modèle d’ordonnancement permet de représenter à la
fois des séances mono-ressource et multi-ressources ainsi
que des ressources disjonctives, cumulatives et hybrides.
D’une part, les séances sont étiquetées à ressource unique
(p. ex. cours magistral) ou à ressources multiples (p. ex.
cours hybride en distanciel et présentiel) en quantifiant le
nombre de salles et d’enseignants requis. Les étudiants
se distribuent sur les cours selon leurs inscriptions alors
que salles et enseignants se distribuent sur les parties de
cours (p. ex. salles de travaux pratiques) ce qui détermine
le domaine des ressources allouables à chaque séance. La
charge de service est configurable pour les enseignants (i.e.
nombre de séances à dispenser par partie de cours) et le vo-
lume de séances est figé pour les étudiants selon leur pro-
fil (i.e. toute partie de cours est obligatoire) tandis que les
salles peuvent être utilisées à volonté.
L’utilisation simultanée d’une ressource n’est contrainte
que pour les salles qui ont une capacité d’accueil indépas-
sable, sauf dans le cas particulier des séances multi-salles
qui s’appuient sur la capacité cumulée des salles allouées
(p. ex. examen sur plusieurs salles). Pour ce qui concerne la
programmation des séances, chaque partie de cours possède
sa propre grille horaire et chaque classe impose de séquen-
cer ses séances dans un ordre prédéfini. Chaque ressource
peut donc être allouée à des séances se chevauchant (p. ex.
classe obligatoire et tutorat) à l’exception des salles utili-
sées conjointement par une séance. Des règles peuvent être
surimposées pour rendre des ressources, ou des classes de
ressources, disjonctives. Enfin, le modèle impose de parti-
tionner les étudiants en groupes et de ventiler les groupes
sur les différentes classes en respectant des seuils d’effec-
tifs et toute contrainte de sous-groupes posée entre classes.
Le langage de règles s’appuie sur un catalogue de prédi-
cats qui permet d’exprimer des contraintes supplémentaires
associant séances et entités. Chaque contrainte porte sur
une ou plusieurs paires, appelées e-maps, et éventuellement
des paramètres selon le prédicat utilisé. Une e-map asso-
cie une entité à un sous-ensemble de séances compatibles
et s’interprète comme une affectation conditionnelle. Au-
trement dit, une contrainte ne s’évalue que sur les séances
pour lesquelles e-map(s) et solution considérée concordent,
c’est-à-dire proposent la même entité. Chaque prédicat peut
s’appliquer indistinctement à des ressources ou des élé-
ments de cours. Les e-maps peuvent donc être façonnées
pour contraindre les séances allouables à une ressource (p.
ex. indisponibilité d’un enseignant), les séances constitu-
tives d’un élément de cours (p. ex. périodicité d’une classe),
ou des séances individuelles (p. ex. parallélisation). À no-
ter que les contraintes portant sur des éléments de cours
sont de facto inconditionnelles. La Figure 4 présente trois
contraintes : C1 et C2 portant chacune sur 2 classes, et
C3 portant sur un enseignant. La contrainte C3 porte sur
4 séances mais ne s’appliquera pas qu’à celles qui seront
finalement affectées à l’enseignant.
Plutôt que de poser des contraintes individuelles, les règles
sont utilisées pour formuler des conjonctions de contraintes
ciblant des classes d’entités et de séances (p. ex. règles dis-

FIGURE 2 – Chaîne de traitements UTP

jonctives sur enseignants, restrictions temporelles sur un
cursus). Chaque règle est liée à un prédicat et se définit
par une contrainte quantifiée dont les quantificateurs re-
streignent le domaine de chaque variable e-map du prédi-
cat. Un langage de sélecteurs est fourni pour construire et
filtrer les domaines d’e-maps par rang de séances, identi-
fiant et type d’entités, ou toute classe d’éléments étiquettés
par l’utilisateur (p. ex., équipe enseignante, bloc de salles).
Une règle dénote donc la conjonction de contraintes résul-
tant de l’instanciation du prédicat sur le produit cartésien
des domaines de variables. La Figure 4 décrit les contraintes
générées à partir de 2 règles : les contraintes C1 et C2 ré-
sultent de la règle R1 et la contrainte C3 de la règle R2.
Le langage UTP est implémenté sous la forme d’un lan-
gage XML. L’implémentation comprend un schéma XML
validant l’encodage d’instances à base de règles et une
chaîne de traitements comportant un parseur XML, un gé-
nérateur transformant les règles en contraintes, et un enco-
deur convertissant les instances résultantes dans un format
approprié pour les solveurs (voir Figure 2). L’intégration
d’un solveur suppose d’implanter le modèle et les prédicats
du langage UTP et nous fournissons à cet effet deux implé-
mentations alternatives en MiniZinc [18] et CHR [11].
La suite de l’article s’organise comme suit. Nous présen-
tons brièvement le langage UTP et dressons une comparai-
son à l’état de l’art en section 2. La section 3 détaille les
modèles de programmation par contraintes implémentés en
MiniZinc et CHR. La section 4 présente les premiers ré-
sultats expérimentaux. La section 5 conclut et présente les
perspectives envisagées pour la suite de ce travail.

2 Le langage UTP
Le langage UTP décompose la représentation d’une ins-
tance en 3 composantes : le modèle d’entités, l’ensemble de
règles et la solution. Nous en donnons ici une description
informelle. Une spécification formelle est présentée dans
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[7], et [1] détaille la syntaxe XML et le format JSON des
instances UTP et donne aussi accès aux codes sources des
modèles MiniZinc et CHR++, aux outils, et à un bench-
mark d’instances.

2.1 Modèle d’entités
Le modèle d’entités d’une instance UTP est schématisé
en Figure 3. Il définit l’horizon de temps, la structure des
cours, l’ensemble des ressources, ainsi que des propriétés
d’entités et des relations associatives. L’horizon de temps
se décompose en un nombre de semaines, de journées heb-
domadaires et de créneaux quotidiens qui sont propres à
chaque instance. La décomposition des semaines en jour-
nées et celle des journées en créneaux quotidiens sont uni-
formes. Les semaines et jours se succédant sur l’horizon de
temps ne sont pas supposés consécutifs alors que les cré-
neaux quotidiens le sont. Ces derniers sont de durée égale
et divisent la journée de 24h, p. ex., si elle se divise en
1440 créneaux, ils seront d’1 minute chacun. Les créneaux
servent d’unité de temps pour dater démarrage et fin de
séances et pour mesurer durées de séance, temps de dépla-
cement entre salles et délais entre séances.
Les cours ont une structure arborescente, chaque cours (p.
ex. Algo) se décomposant en parties de cours (p. ex. TP
d’Algo), chaque partie de cours en classes (p. ex. Classe
2 de TP d’Algo) et chaque classe en séances pré-ordonnées
(p. ex. 3ème séance de la Classe 2 de TP d’Algo). Les séances
sont les tâches élémentaires à ordonnancer quand on ré-
soud une instance UTP, leur nombre, durée et séquence-
ment intra-classe étant fixés. Précisément, les classes d’une
partie de cours comportent un nombre identique de séances
de même durée, ces deux constantes étant propres à chaque
partie de cours. D’autre part, le langage impose que les
séances d’une classe soient séquencées dans toute solution
selon le rang qui leur est associé dans la classe. Enfin, les
séances sont non-interruptibles et en particulier, ne peuvent
pas être à cheval sur deux journées.
Trois types de ressources sont modélisés : les salles, les en-
seignants et les étudiants (constitués en groupes). Toutes les
ressources d’une instance sont déclarées et typées dans le
modèle d’entités. Dans la pratique, différentes contraintes
émises en amont s’appliquent aux ressources et aux cré-
neaux de cours (p. ex., facultés imposant une grille horaire
par type de cursus, départements mettant en œuvre des po-
litiques de mise en commun de salles, étudiants s’inscri-
vant aux cours). Les contraintes les plus élémentaires sont
des contraintes de compatibilité énumèrant les salles ap-
propriées, les enseignants éligibles, les étudiants candidats
et les horaires autorisés pour les différents cours. Précisé-
ment, à chaque partie de cours est assigné l’ensemble des
créneaux de départ, de salles et d’enseignants qui sont au-
torisés pour toutes les séances de la partie (cf. Figure 3).
Concernant les étudiants, l’inscription se fait au niveau des
cours, un étudiant devant participer à toutes les parties d’un
cours. La constitution des groupes d’étudiants s’effectue à
la résolution du problème ou peut être fournie dans la com-
posante solution.
L’utilisation des ressources est également soumise à des

contraintes de demande et de capacité. Comme les mo-
dalités diffèrent d’un environnement à un autre, le lan-
gage prend en charge les ressources disjonctives et cumu-
latives ainsi que les séances à ressources uniques ou mul-
tiples. Étudiants, enseignants et salles sont qualifiés de res-
source cumulative s’ils peuvent suivre, enseigner ou hé-
berger des séances en parallèle. Les ressources cumula-
tives sont indispensables à la modélisation de cours non-
obligatoires (p. ex. séances de tutorat facultatives pouvant
chevaucher des cours obligatoires) et pour gérer des évé-
nements multi-classes (p. ex. salles hébergeant des exa-
mens mutualisés). Le langage n’impose aucune limite sur le
nombre de séances simultanées auxquelles participent en-
seignants et étudiants. À l’inverse, les salles ne peuvent hé-
berger que des séances dont l’effectif cumulé est en deça de
leur capacité. La capacité des salles et les seuils d’effectif
des classes sont encodés dans le modèle d’entités qui auto-
rise par ailleurs des salles à capacité illimitée (p. ex. salles
virtuelles). Notons que toute ressource est supposée cumu-
lative par défaut mais des règles disjonctives peuvent être
imposées par ressource ou par classe de ressources.
Les séances sont dites multi-ressources si on peut leur
allouer plusieurs ressources du même type. Ce type de
séances présente un intérêt pratique (p. ex. séances multi-
salles pour enseignement hybride, séances de travaux pra-
tiques supervisées par plusieurs enseignants, examens né-
cessitant plusieurs surveillants) et des contraintes s’ap-
pliquent alors aux volumes de ressources requis par
séance. Ces dernières s’expriment dans le modèle par
des contraintes de cardinalité déclarées sur les parties de
cours, chaque partie indiquant le nombre d’enseignants re-
quis par séance (potentiellement aucun) et s’il s’agit de
séances à salle unique ou non (nrRoomsPerSession et
nrTeachersPerSession en Figure 3). À noter qu’une
instance peut mixer des séances mono-ressource et multi-
ressources et des ressources disjonctives et cumulatives.
Le modèle d’entités incorpore également des contraintes de
flot qui régissent la distribution des étudiants et des ensei-
gnants sur les cours. Ces contraintes sont habituellement
émises en amont de la génération d’emplois du temps du-
rant les phases d’inscription et de planification de capacité
(p. ex. distribution des volumes horaires entre enseignants
d’un département). Comme mentionné précédemment, les
étudiants s’inscrivent uniquement aux cours. Résoudre une
instance UTP implique donc de placer les étudiants dans les
classes conformément à la structure des cours et aux ins-
criptions demandées. La règle adoptée est qu’un étudiant
soit assigné à toutes les séances d’une seule classe dans
chaque partie de cours. Des contraintes d’imbrication de
groupes peuvent être posées entre classes (p. ex. aggréger
des groupes de travaux pratiques pour constituer un groupe
de cours magistral, préserver les mêmes groupes entre dif-
férents cours d’un cursus). Pour l’emploi du temps du per-
sonnel, chaque enseignant a un volume fixe de séances
dans les parties de cours où il intervient, l’affectation des
séances restant à déterminer par le solveur. En complément
des types d’entités prédéfinis, le langage offre la possibilité
d’étiqueter librement les entités du modèle. Les entités qui
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FIGURE 3 – Modèle d’entités

partagent la même étiquette forment un type à part entière.
Ces étiquettes peuvent être utilisées à l’instar des types pré-
définis pour sélectionner les entités dans les règles.

2.2 Ensemble de règles
Les règles sont utilisées pour formuler des conjonctions
de contraintes. Il s’agit de pouvoir exprimer, de manière
concise, une ou plusieurs contraintes liées à un même pré-
dicat. L’expression d’une règle implique d’identifier l’en-
semble des séances que l’on souhaite contraindre et de choi-
sir le prédicat à appliquer. La table 1 liste les prédicats UTP
actuellement implémentés et utilisés dans nos instances.
Une règle porte, selon l’arité de son prédicat, sur un ou plu-
sieurs domaines d’e-maps qui associent chacune une entité
à un ensemble de séances compatibles. Les domaines d’e-
maps ne sont pas représentés en extension mais à l’aide de
sélecteurs. Un sélecteur permet de cibler des entités selon
leur type, leur étiquette ou leur identifiant et de filtrer les en-
sembles de séances associées selon leurs rangs et leur com-
patibilité avec d’autres entités. Une règle se traduit ensuite
par la conjonction de contraintes obtenue en instanciant le
prédicat sur le produit cartésien des domaines d’e-maps sé-
lectionnées.
La Figure 4 illustre la sélection de séances sur un exemple
jouet et la génération automatique de contraintes à partir
de deux règles. Le cours algorithms est divisé en une
partie de cours magistraux algoLec et une partie de tra-
vaux pratiques algoLab. Le cours magistral est dispensé
par lecturer1 et ne contient qu’une classe de 4 séances.
Les travaux pratiques sont encadrés par lecturer1 et
lecturer2, et sont constitués de 2 classes de 2 séances.
La première règle (R1) stipule que les travaux pratiques
de chaque classe ne peuvent commencer qu’après la troi-
sième séance de cours magistral (entités et séances an-
notées avec une étoile). Elle est associée au prédicat
sequenced et utilise deux sélecteurs : le premier sé-
lectionne la troisième séance de la partie algoLec, le
second sélectionne, pour chaque classe, les premières
séances de la partie algoLab. La partie algoLab
ayant deux classes, la règle produit deux contraintes
liées à sequenced : la première (C1) avec les séances
algoLec1:3 et algoLab1:1, la seconde (C2) avec les

séances algoLec1:3 et algoLab2:1.
La seconde règle (R2) stipule que lecturer2 est
indisponible sur une période donnée (losanges). Elle
est associée au prédicat forbidden_period et uti-
lise un sélecteur qui cible les séances de l’enseignant
lecturer2. La règle produit une seule contrainte (C3)
liée à forbidden_period (avec les paramètres spé-
cifiant la période d’absence de l’enseignant, ici la pé-
riode entre les créneaux 9120 et 9240) portant sur l’en-
semble des séances de la partie algoLab où peut inter-
venir lecturer2. La contrainte ne sera effective que sur
deux de ces séances étant donné que lecturer2 encadre
deux séances de travaux pratiques ; ces séances seront iden-
tifiées pendant la résolution.

2.3 Solution
L’élément solution comporte des choix de créneaux et de
ressources pour les séances, de groupes pour les étudiants,
et de classes pour les groupes. La solution ainsi représen-
tée peut être partielle, voire vide, et n’est pas nécessaire-
ment consistante avec les contraintes de l’instance. Le sup-
port des solutions partielles permet de cibler et résoudre des
sous-problèmes. Par exemple, une instance se réduit à un
problème d’ordonnancement si elle se base sur une solution
complète pour la constitution des groupes et l’affectation
des ressources. De même, le support des solutions inconsis-
tantes est un pré-requis pour la réparation de solutions qui
seraient devenues inconsistantes suite à des changements
non-anticipés (p. ex. absence d’un enseignant, indisponibi-
lité d’une salle suite à des travaux).
Les groupes d’étudiants sont considérés comme le résul-
tat du problème de sectionnement. Pour cette raison, les
groupes font partie de l’élément solution, et définissent à
la fois l’ensemble des étudiants qui les composent et les
classes auxquelles ils appartiennent. Ce processus de sec-
tionnement est soumis à différentes contraintes. D’une part,
les groupes ne peuvent être constitués que d’étudiants qui
sont inscrits aux mêmes cours. Ensuite, chaque groupe est
insécable sauf dans le cas de séances multi-salles. Enfin,
l’affectation des groupes aux classes doit satisfaire aux
contraintes d’inclusion entre classes définies dans le mo-
dèle d’entités.
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Nom Arité Paramétrique Sémantique
same_daily_slot 1 non Les séances démarrent le même créneau quotidien
same_weekday 1 non Les séances démarrent la même jour de la semaine
same_weekly_slot 1 non Les séances démarrent les mêmes créneau et journée
same_week 1 non Les séances démarrent la même semaine
same_day 1 non Les séances démarrent le même jour
same_slot 1 non Les séances démarrent en même temps
forbidden_period 1 oui Les séances ne peuvent pas débuter dans la période donnée
at_most_daily 1 oui Le nombre de séances dans la période journalière définie est limité
at_most_weekly 1 oui Le nombre de séances dans la période hebdomadaire définie est limité
sequenced ≥ 2 non Les séances sont séquencées
weekly 1 non Les séances démarrent les mêmes créneaux et jours de semaines successives
no_overlap 1 non Les séances ne peuvent être en parallèle
travel 1 oui Définition du temps de trajet entre salles
same_rooms 1 non Les séances ont lieu dans les mêmes salles
same_students 1 non Les mêmes étudiants suivent les séances
same_teachers 1 non Les séances sont encadrées par les mêmes enseignants
adjacent_rooms 1 oui Les séances doivent être dans des salles adjacentes
teacher_distribution ≥ 2 oui Distribue la charge des enseignants dans les classes

TABLE 1 – Catalogue des prédicats UTP

2.4 Etat de l’art
Nous dressons ici une comparaison du langage UTP et du
cadre de représentation ITC implémenté en XML [17, 15].
Les deux approches se distinguent d’abord par la modé-
lisation des programmes (ordonnancements) possibles par
classe. Le langage UTP définit chaque classe par une simple
séquence de séances de durée égale et le problème consiste
à programmer chaque séance. Le schéma ITC procède
en extension et associe différents programmes à chaque
classe (élément times du schéma). Le problème se ra-
mène alors au choix d’un programme par classe où chaque
programme est figé et se définit par la répétition sur plu-
sieurs semaines d’un planning hebdomadaire comportant
une ou plusieurs séances de durée égale, placées sur dif-
férentes journées et partageant le même créneau quoti-
dien. Les deux représentations ne se réduisent pas l’une
à l’autre. Par exemple, UTP ne peut modéliser une classe
dont les séances sont de durées variables. A l’inverse, ITC
ne peut modéliser une classe programmée sur différents
créneaux quotidiens. Toutefois, certains programmes d’in-
térêt pratique se représentent dans l’une ou l’autre ap-
proche en contraignant classes et séances de manière ap-
propriée. Par exemple, une classe hebdomadaire devant
se rencontrer sur le même créneau se modélise en com-
binant des contraintes same_daily_slot, weekly et
forbidden_period. L’implémentation d’une méthode
de réduction plus complète est en cours d’étude.
Pour ce qui concerne l’organisation hiérarchique des cours,
ITC introduit un niveau intermédiaire modélisant un choix
de configuration par cours (élément configuration).
Chaque cours possède une ou plusieurs configurations qui
sont indépendantes quant à leur décomposition en parties,
classes et séances. Le schéma ITC impose simplement
qu’un étudiant inscrit à un cours assiste à toutes les parties
d’une seule configuration, deux étudiants pouvant être asso-
ciés à des configurations différentes. Ce concept n’est pas

intégré dans la version actuelle du langage UTP. Pour ce qui
concerne les ressources, le langage UTP représente expli-
citement les enseignants à l’instar des salles alors qu’ITC
ne modélise que les salles. Il permet aussi d’allouer dif-
férentes ressources aux séances d’une même classe alors
que le schéma ITC impose qu’une même salle leurs soit al-
louée. En outre, UTP autorise des séances multi-ressources
alors qu’ITC est restreint aux séances mono-salles.
Les deux languages de contraintes se démarquent aussi l’un
de l’autre. D’une part, les prédicats ITC s’appliquent aux
classes alors que les prédicats UTP s’appliquent à des en-
sembles de séances quelconques - et en particulier à des
séances individuelles - qui peuvent être conditionnés au
choix des ressources allouées. D’autre part, le langage de
règles et de sélecteurs UTP permet de contraindre n’importe
quelle classe de ressources ou d’éléments de cours de ma-
nière concise et plus adaptée pour l’expression des besoins.
Enfin, le schéma ITC prescrit une résolution du problème
par optimisation combinatoire en intégrant une fonction
coût pondérant 4 critères qui pénalisent respectivement les
choix de créneaux et de salles pour les classes, les viola-
tions de contraintes et le chevauchement de séances par étu-
diant. Dans sa version actuelle, le langage UTP traite le pro-
blème comme un problème de satisfaction de contraintes
dures. L’intégration de contraintes souples et la possibilité
d’aggréger pénalités ou préférences, que ce soit dans des
contextes de construction ou de réparation de solution, est
à l’étude.

3 Modèles MiniZinc et CHR
Nous présentons dans cette section deux modèles d’ins-
tances UTP développés en MiniZinc et CHR. Ces mo-
dèles mettent en jeu des contraintes relatives au partitionne-
ment des étudiants en groupes et à l’attribution des groupes
aux classes, à la distribution des ressources sur les séances,
à l’ordonnancement des séances, et à l’allocation de leurs
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sequenced(<(K,_,{3}),(P,algoLec,_)>, <(K,_,{1}),(P,algoLab,_)>) (R1)

forbidden_period((<(T,lecturer2,_)>,9120,9240) (R2)

sequenced((algoLec1,{algoLec1:3}), (algoLab1,{algoLab1:1})) (C1)

sequenced((algoLec1,{algoLec1:3}), (algoLab2,{algoLab2:1}) (C2)

forbidden_period((lecturer2,{algoLab1:1,algoLab1:2,algoLab2:1,algoLab2:2}),9120,9240) (C3)

FIGURE 4 – Sélection de séances par des règles

ressources. Nous présentons tout d’abord les données d’ins-
tance ainsi que les variables de décision qui sont communes
aux deux modèles. La table 2 liste les plages d’entiers iden-
tifiant les différents ensembles d’objets manipulés et définit
les structures utilisées pour représenter les données d’ins-
tance.

3.1 Modèle MiniZinc
MiniZinc est un langage de modélisation haut-niveau
de problèmes d’optimisation sous contraintes [18, 3].
Les modèles MiniZinc sont traduits dans le langage
cible Flatzinc [4] qui permet d’interfacer différents
types de solveurs dont les solveurs de programmation
par contraintes sur domaines finis tels Gecode [2].
MiniZinc intègre de nombreuses contraintes globales et
le modèle UTP présenté en Table 4 et utilisant les variables
de décision présentée en Table 3 s’appuie sur quelques
contraintes dédiées aux problèmes d’ordonnancement.
Les contraintes de sectionnement répartissent les étudiants
dans les groupes et assigne chacun de ces groupes à diffé-
rentes classes conformément aux règles de sectionnement et
aux seuils d’effectifs. La contrainte (1) n’autorise le regrou-
pement d’étudiants que s’ils sont inscrits aux mêmes cours.
(2) impose que tout étudiant, assimilé à son groupe, assiste
à toute partie de cours dans lequel il est inscrit. (3) assure
que les classes d’une partie de cours n’ont aucun groupe
en commun. (4) implémente la relation de parenté entre
classes. Enfin, (5) vérifie que l’effectif cumulé des groupes
attribués à une classe ne dépasse pas le seuil autorisé.
La distribution des ressources s’appuie sur des
contraintes de domaine, de cardinalité et de sommes.
Les contraintes (6) et (7) définissent les salles et ensei-
gnants allouables à chaque séance. (8) contraint le nombre
de salles allouées à une séance selon que sa partie de cours
est sans salles, mono-salle, ou multi-salles. (9) attribue

le nombre attendu d’enseignants à chaque séance et (10)
vérifie que chaque enseignant dispense le volume de
séances requis par partie de cours où il est pré-positionné.
La programmation des séances et l’allocation des res-
sources met en jeu des contraintes de positionnement, de
séquencement, de non-chevauchement et de capacité. La
contrainte (11) définit les créneaux autorisés pour chaque
séance. (12) interdit qu’une séance soit à cheval sur 2 jour-
nées. (13) séquence les séances d’une classe selon leur
rangs. Les contraintes (14) et (15) modélisent les séances
multi-salles et l’accès exclusif à leurs ressources. (14) im-
pose qu’une ressource allouée à une séance multi-salles soit
disjonctive le temps de son utilisation. (15) assure que le
nombre d’étudiants attendus n’excède pas la capacité cu-
mulée des salles allouées. À noter que cette contrainte est
purement quantitative et autorise toute répartition d’étu-
diants dans les salles indépendamment de la structure de
groupes. (16) modélise les salles à allouer obligatoirement
à toute séance d’une partie de cours. (17) modélise la
contrainte de capacité cumulative qui s’applique par défaut
à toute salle allouée hors séances multi-salles.
La table 4 présente les variantes de quelques prédicats UTP
dans le cas où les entités ciblées sont des salles. (18) im-
plémente le prédicat forbidden_period qui prend en
paramètres les 2 créneaux modélisant la période interdite.
(19), (20) et (21) modélisent de manière directe les pré-
dicats same_weekday, same_rooms et sequenced.
(22) implémente le prédicat no_overlap en s’appuyant
sur la contrainte globale disjunctive.

3.2 Modèle CHR
Constraint Handling Rules (CHR) [13, 12] est un langage à
base de règles d’inférence à chaînage avant qui remplacent
les contraintes du problème par d’autres plus simples jus-
qu’à la résolution complète. CHR est un langage spécialisé
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H ensemble des créneaux définissant l’horizon de temps
C ensemble des cours
P ensembles des parties de cours
K ensembles des classes
S ensembles des séances
R ensemble des salles
T ensemble des enseignants
G ensemble des groupes d’étudiants
U ensembles des étudiants
class_{sessions,parents} :

ensemble des séances (resp. classes parentes) d’une classe
part_{classes,lecturers, rooms,sessions} :

ensemble des classes (resp. enseignants, salles, séances)
d’une partie

room_sessions :
ensemble des séances possibles pour une salle

session_{part,class} : la partie (resp. classe) d’une séance
student_{courses,parts} :

les cours (resp. parties) que suit un étudiant
mandatory_rooms : les salles obligatoires pour une partie
single_room_sessions : l’ensemble des séances mono-salle
capacity : capacité maximum d’une salle ou d’une classe
is_multi_rooms : indique si une séance est multi-salles
length : durée d’une séance
part_room_use :

modalité d’utilisation de salles pour une partie (none,
single, multiple)

rank : rang d’une séance
service :

nombre de séances à dispenser par enseignant par partie
teams :

nombre d’enseignants requis par séance d’une partie
virtual : indique si une salle est de capacité illimitée ou non
dailyslots : créneaux quotidiens autorisés pour une partie
weekdays : journées autorisées pour une partie
weeks : semaines autorisées pour une partie
nr_daily_slots : nombre de créneaux dans une journée
nr_weekly_slots : nombre de créneaux dans une semaine

TABLE 2 – Données d’instances et fonctions utilitaires

permettant de définir des contraintes déclaratives au sens
de la programmation logique par contraintes [14, 16].
CHR est une extension de langage qui permet d’introduire
des contraintes définies par l’utilisateur, c’est-à-dire des
prédicats du premier ordre, dans un langage hôte donné
tel que Prolog, Lisp, Java, ou C/C++. Il a ensuite été
étendu à CHR∨ [5] qui introduit le don’t know [10]. Ce non-
déterminisme est offert gratuitement lorsque le langage
hôte est Prolog et il permet de spécifier facilement des
problèmes de la classe de complexité NP. Pour modéliser
et résoudre les instances UTP avec le langage CHR, nous
utilisons le solveur CHR++ [8] (pour Constraint Handling
Rules in C++), qui est une intégration efficace de CHR dans
le langage de programmation C++.

Le modèle CHR est instancié à la lecture de l’instance
au format JSON. Le modèle d’entité est d’abord défini,
puis les contraintes issues des règles sont déclarées et
enfin les domaines des variables sont mis à jour si une

partie solution est fourniée, avant de lancer la résolution de
l’instance. Le modèle complet pour CHR++ est trop long
pour être détaillé ici 1. Nous donnons dans le tableau 6
la liste des contraintes prises en compte par le solveur.
Les variables de décisions devant être instanciées sont
données au tableau 5. Elles sont en grande partie similaires
à celles du modèle MiniZinc, seules les variables de fin
de séances sont ajoutées.

Pour simplifier son implémentation, le modèle CHR est en
partie non cumulatif et certaines ressources comme les en-
seignants ne peuvent se partager. Il considère également
que le sectionnement et l’affectation des étudiants aux
groupes est fait en amont. Ainsi, calculer une solution re-
vient à trouver une affectation des ressources consistante
tout en plaçant les horaires de toutes les séances.
Plusieurs contraintes peuvent être posées dès l’analyse de
l’instance. C’est le cas des contraintes (1) à (9) du tableau 6.
Les contraintes (2), (3) et (4) filtrent les domaines en re-
tirant les salles, enseignants ou horaires impossibles par
construction de l’instance. La contrainte (5) assure qu’une
séance commence et se termine le même jour en retirant du
domaine les valeurs qui la contredisent.
D’autres contraintes sont posées et gérées par des règles
CHR surveillant les modifications des domaines des va-
riables. C’est le cas de la contrainte (1) qui assure l’inté-
grité des variables de début et de fin de séance. Il en est de
même pour (6) qui assure que le nombre d’enseignants de-
mandé pour une session est valide et (7) qui vérifie que le
nombre de salles d’une séance correspond bien à ce qui est
demandé dans l’instance.
Nous donnons pour exemple la règle CHR++ qui vérifie
l’intégrité des variables de début et de fin de séance. Celle-
ci est déclenchée dès qu’un domaine d’une variable est mis
à jour :
session_slot(_, S_Start, S_End, S_Length)
=>> CP::Int::plus(S_Start, (*S_Length)-1, S_End);;

Nous utilisons CHR++ qui permet de manipuler des valeurs
associées à des variables logiques et de réveiller les règles
correspondantes dès qu’une modification de la valeur sur-
vient. Ce mécanisme combiné avec le chaînage avant de
CHR nous permet d’implémenter un mécanisme de réveil
des règles et de propagation des domaines efficace à la ma-
nière d’un solveur CSP.
Les contraintes (8) et (9) ajoutent de nouvelles contraintes
CHR au modèle. En effet, les contraintes before et
disjunct sont des contraintes CHR assurant la précé-
dence et le non chevauchement de deux séances. Elles
sont accompagnées de règles vérifiant la cohérence du
graphe disjonctif créé implicitement par l’ajout de toutes
ces contraintes. Les prédicats statiques correspondent à
ceux lus depuis l’instance. Ils sont traités et des contraintes
(contraintes de filtrage, contraintes CHR ou unification de
variables) sont ajoutées.
Les contraintes dynamiques de (13) à (18) ne se dé-
clenchent que dans certaines conditions. Des règles CHR

1. Le lecteur intéressé peut télécharger les sources du modèle [1]

Approche par contraintes pour une classe d’emplois du temps universitaires

JFPC@PFIA 2022 102



array[U] of var G : x_group groupe attribué à un étudiant
array[K] of var set of G : x_groups ensemble de groupes alloués à une classe
array[S] of var set of R : x_rooms ensemble de salles allouées à une séance
array[S] of var set of T : x_lecturers ensemble d’enseignants alloués à une séance
array[S] of var H : x_slot créneau de départ attribué à une séance

TABLE 3 – Variables de décision (MiniZinc)

forall(u, v in U where u<v) (student_courses[u]!=student_courses[v] -> x_group[u]!=x_group[v]) (1)
forall(u in U, p in student_parts[u])(exists(k in part_classes[p])(x_group[u] in x_groups[k])) (2)
forall(p in P, k1, k2 in part_classes[p] where k1<k2)(x_groups[k1] intersect x_groups[k2] = {}) (3)
forall(k1 in K, k2 in class_parents(k1))(x_groups[k1] subset x_groups[k2]) (4)
forall(k in K)(maxsize[k]<=sum(g in G)(bool2int(g in x_groups[k]) ∗ sum(u in U)(bool2int(x_group[u] = g))) (5)
forall(s in S)(x_rooms[s] subset part_rooms[session_part[s]]) (6)
forall(s in S)(x_lecturers[s] subset part_lecturers[session_part[s]]) (7)
forall(s in S, p in P where p = session_part[s])(

(part_room_use[p] = none -> x_rooms[s] = {}) /\ (part_room_use[p] = single -> card(x_rooms[s]) = 1)
/\ (part_room_use[p] = multiple -> card(x_rooms[s])>=1)) (8)

forall(s in S)(card(x_lecturers[s]) = team[session_part[s]]) (9)
forall(p in P, l in part_lecturers[p])(sum(s in part_sessions[p]))(bool2int(l in x_lecturers[s]) = service[l, p])) (10)
forall(p in P, s in part_sessions[p])

(week(x_slot[s]) in weeks[p] /\ weekday(x_slot[s]) in weekdays[p] /\ dailyslot(x_slot[s]) in dailyslots[p]) (11)
forall(s in S)((x_slot[s]− 1) div nr_daily_slots = (x_slot[s] + length[s]− 1) div nr_daily_slots) (12)
forall(k in K, s1, s2 in class_sessions[k] where rank(s1)<rank(s2)) (x_slot[s1] + length[s]>=x_slot[s2]) (13)
forall(p in P, s1 in part_sessions[p], r in part_rooms[p], s2 in room_sessions[r] where is_multi_rooms[p] /\ s1!=s2)

(disjunctive([x_slot[s1], x_slot[s2]],
[bool2int(r in x_rooms[s1]) ∗ length[s1], bool2int(r in x_rooms[s2]) ∗ length[s2]])) (14)

forall(p in P, s in part_sessions[p] where is_multi_rooms[p])
(sum(r in part_rooms[p])(bool2int(r in x_rooms[s]) ∗ capacity[r])
<=sum(g in G)(bool2int(g in x_groups[session_class[s]]) ∗ card(group_students[g]))) (15)

forall(p in P, s in part_sessions[p])(mandatory_rooms[p] subset x_rooms[s]) (16)
forall(r in R where not(virtual[r]))(let {set of S : RS= room_sessions[r] intersect single_room_sessions ;} in

(cumulative([x_slot[s]|s in RS], [bool2int(r in x_rooms[s]) ∗ length[s]|s in RS],
[sum(g in G)(bool2int(g in x_groups[session_class[s]])) ∗ sum(u in U)(

bool2int(g = x_group[u]))|s in RS], capacity[r])) (17)
forbidden_period((r, S′), h1, h2) = forall(i in S′)(r in x_rooms[i] -> (x_slot[i] + length[i]<=h1 \/x_slot[i]>h2)) (18)
same_weekday((r, S′)) = forall(i, j in S′ where i<j)(

(r in x_rooms[i] intersect x_rooms[j]) -> (x_slot[i] div nr_weekly_slots = x_slot[j] div nr_weekly_slots)) (19)
same_rooms((r, S′)) = forall(i, j in S′ where i<j)((

r in x_rooms[i] intersect x_rooms[j]) -> x_rooms[i] = x_rooms[j]) (20)
sequenced((r1, S1), (r2, S2)) = forall(i in S1, j in S2)(

(r1 in x_rooms[i] /\ r2 in x_rooms[j]) -> x_slot[i]+length[i]<=x_slot[j]) (21)
no_overlap((r, S′)) = disjunctive([x_slot[i]|i in S′], [length[i] ∗ bool2int(r in x_rooms[i])|i in S′]) (22)

TABLE 4 – Contraintes et prédicats du modèle

array[S] of var set of R : x_rooms ensemble de salles allouées à une séance
array[S] of var set of T : x_lecturers ensemble d’enseignants alloués à une séance
array[S] of int H : x_slot_start créneau de départ attribué à une séance
array[S] of int H : x_slot_end créneau de fin attribué à une séance

TABLE 5 – Variables de décision (CHR)

avec garde sont utilisées à cet effet. (13) vérifie qu’un en-
seignant effectue bien la liste des enseignements auxquels
il est inscrit. (14) assure que la capacité des salles est
respectée et (15) vérifie que les salles marquées comme
obligatoires se retrouvent bien dans la solution. Le prédi-
cat (16) assure que des séances associées au même prédicat
same_weekday sont fixées sur le même jour de la semaine.

Les contraintes (17) et (18) ajoutent des contraintes
CHR disjunct lorsque certaines conditions sont véri-
fiées. Ainsi, (17) pose un disjunct entre deux séances
lorsqu’un même enseignant y participe. (18) ajoute une
contrainte disjunct entre deux séances si celles-ci ont
lieu dans la même salle. Ces contraintes CHR viennent en-
richir le graphe disjonctif représentant le séquencement de
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Contrainte d’intégrité :
∀s ∈ S : x_slot_end[s] = x_slot_start[s] + length(s) (1)

Contraintes statiques (filtrage des entrées de l’instance) :
∀s ∈ S : x_rooms[s] ⊆ part_rooms[session_part(s)] (2)
∀s ∈ S : x_lecturers[s] ⊆ part_lecturers[session_part(s)] (3)
∀p ∈ P,∀s ∈ part_sessions(p) :

(
week(x_slot_start[s]) ∈ weeks[p]

)

∧
(
weekday(x_slot_start[s]) ∈ days[p]

)
∧
(
dailyslot(x_slot_start[s]) ∈ dailyslots[p]

)
(4)

∀s ∈ S : x_slot_start[s]/nr_daily_slots = x_slot_end[s]/nr_daily_slots (5)
∀s ∈ S : card(x_lecturers[s]) = team[part_sessions[s]] (6)
∀k ∈ K, ∀s ∈ class_sessions[k] :

Si
(
part_room_use[class_part(k)] = none

)
alors card(x_rooms[s]) = 0

Si
(
part_room_use[class_part(k)] = single

)
alors card(x_rooms[s]) = 1

Si
(
part_room_use[class_part(k)] = multiple

)
alors card(x_rooms[s]) ≥ 1 (7)

∀k ∈ K, ∀s, s′ ∈ class_sessions[k], s.t. rank(s) < rank(s′) : before(s, s′) (8)
∀k1, k2 ∈ K, s.t. ∃g1 ∈ class_groups[k1],∃g2 ∈ class_groups[k2], avec g1 = g2 :

∀s1 ∈ class_sessions(k1), s2 ∈ class_sessions(k2) : disjunct(s1, s2) (9)
Prédicats statiques :

forbidden_period((e, S′), h, h′) = ∀i ∈ S′ : (x_slot_start[i] < h) ∧ (x_slot_start[i] > h′) (10)
sequenced((e1, S1), (e2, S2)) = ∀i1 ∈ S1, ∀i2 ∈ S2 : before(i1, i2) (11)
same_rooms((e, S′)) = ∀s1, s2 ∈ S′, s.t. s1 < s2 : x_rooms[s1] ∼ x_rooms[s2] (12)

Contraintes dynamiques :
∀p ∈ P,∀l ∈ part_lecturers[p] :

∣∣∣∣{x | x ∈ part_sessions(p), l ∈ x_lecturers[x]}
∣∣∣∣ = service[p, l] (13)

∀s ∈ S,∀r ∈ session_rooms(s) :∑{group_students[g] | g ∈ x_groups[session_class[s]], r ∈ x_rooms[s]} ≤ room_capacity[r] (14)
∀s ∈ S : mandatory_rooms[session_part[s]] ⊆ x_rooms[s] (15)

Prédicat dynamique :
same_weekday((e, S′)) =

∀s1, s2 ∈ S′, s.t. s1 < s2 : x_slot_start[s1]/nr_weekly_slots = x_slot_start[s2]/nr_weekly_slots (16)
Contraintes introspectives :

∀k1, k2 ∈ K,∀s1 ∈ class_sessions[k1],∀s2 ∈ class_sessions[k2], s.t. s1 ̸= s2 :
x_lecturers[s1] ∩ x_lecturers[s2] ̸= ∅ ⇒ disjunct(s1, s2) (17)

∀k1, k2 ∈ K,∀s1 ∈ class_sessions[k1],∀s2 ∈ class_sessions[k2] s.t. s1 ̸= s2 :
x_rooms[s1] ∩ x_rooms[s2] ̸= ∅ ⇒ disjunct(s1, s2) (18)

TABLE 6 – Contraintes et prédicats du modèle CHR

toutes les séances.
Il est à noter que le modèle CHR effectue du filtrage de
domaine mais analyse également le graphe disjonctif afin
d’éliminer des non solutions. Les arêtes du graphe disjonc-
tif sont orientées au fur et à mesure de l’avancement de la
résolution et de l’instanciation des variables de décision.

4 Expérimentations
Nous avons mené des expérimentations sur une instance
réelle modélisant le second semestre de la Licence 3 d’in-
formatique à l’Université d’Angers. L’instance est dispo-
nible aux formats XML, JSON et DZN sur le site [1].
L’instance comporte 5 cours communs à tous les étudiants
et 2 choix d’options, chacun portant sur 2 cours, soit un to-
tal de 7 cours suivis par les étudiants sur les 9. L’instance
compte 24 parties de cours et 42 classes. Les séances sont à
programmer sur un horizon de 12 semaines de 5 jours cha-
cune où chaque journée se divise en créneaux de 1 minute.
Les séances doivent être placées sur une grille horaire qui
commence à 08:00, se termine à 19:50 et est composée de
plages d’1h20 espacées de 10 minutes. Une séance qui dure
1 plage a donc une durée de 80 créneaux et a 8 créneaux
de départ possibles. Certaines séances durent 2 plages, et

ont donc une durée de 170 créneaux avec 7 créneaux de
départ possibles. Dans le cas où une séance dure 2h (120
créneaux), la séance doit commencer ou se terminer pour
s’aligner sur la grille, soit 13 créneaux de départ possibles.
L’instance est constituée de 67 étudiants prédivisés en 4
groupes, 12 enseignants et 8 salles. Elle intègre 46 règles
dont une majorité de règles coordonnant les séances (paral-
lélisation entre classes de travaux pratiques ou options, sé-
quencement entre cours magistraux, travaux dirigés et tra-
vaux pratiques, etc.) et quelques règles restreignant salles et
enseignants possibles selon les cours.
Les solveurs MiniZinc et CHR++ présentés en section 3
ont été utilisés pour résoudre cette instance avec une archi-
tecture Intel Core i7-10875H 2.30GHz et la résolvent en
moins de 5s (hors flattening pour MiniZinc).
La stratégie de résolution employée dans le modèle
MiniZinc consiste d’abord à allouer les salles, puis
les enseignants avant de placer les séances sur l’hori-
zon de temps. Les variables d’allocation sont ordonnées
par l’heuristique first_fail et leurs domaines de va-
leurs explorés de manière systématique. Les variables de
choix de créneaux par séance utilisent aussi l’heuristique
first_fail et l’heuristique de choix de valeurs consiste
à scinder chaque domaine (indomain_split). Gecode
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est le solveur utilisé avec MiniZinc dans nos tests. À
noter que les contraintes disjonctives y sont implémen-
tées comme un cas particulier de la contrainte globale
cumulative présentée dans [9].

La stratégie de résolution employée avec CHR++ consiste
à instancier les variables de décisions en commencant par
le tableau de variables x_rooms, puis x_lecturers et enfin
x_slot_start (les autres variables sont déduites par propaga-
tion). Dans chaque tableau, la prochaine variable à instan-
cier est choisie selon l’ordre de définition dans le tableau
et la valeur testée est toujours la plus petite valeur pos-
sible du domaine. Entre chaque instanciation, une phase de
propagation des contraintes (filtrage des domaines et ana-
lyse du graphe disjonctif) est itérée jusqu’à l’obtention d’un
point fixe. En cas d’échec, la méthode revient sur son choix
précédent pour essayer l’alternative suivante. Il n’y a pour
l’instant aucune heuristique spécialisée, mais le choix de la
plus petite valeur du domaine semble pertinent. En effet,
pour construire un emploi du temps, il est naturel de com-
mencer à fixer les séances en partant du début de l’horizon
de temps.

5 Conclusion et perspectives
Dans cet article, nous avons introduit brièvement le langage
UTP qui permet de modéliser la problématique de construc-
tion d’emplois du temps universitaires. Le langage est géné-
rique et permet de s’adapter à diférentes variantes du pro-
blème UTP. Par exemple, les ressources sont cumulatives
par défaut mais des règles peuvent être surimposées pour
rendre certaines ressources disjonctives. De plus, le langage
s’appuie sur un catalogue de prédicats qui peut être enrichi
afin de s’adapter aux spécificités de différents environne-
ments, et ce sans modifier le langage lui-même.

Dans sa version actuelle, le langage UTP réduit la généra-
tion d’emploi du temps à un problème de satisfaction de
contraintes dur et ne prend en compte aucun critère d’op-
timisation. Nous avons pour objectif de développer cet as-
pect, afin entre autres de pouvoir exprimer des préférences,
et définir des méthodes d’évaluation d’une solution pour
pouvoir choisir la plus adaptée aux souhaits des décideurs
(p. ex. éviter de trop longues interruptions de cours dans
une journée pour les étudiants ou regrouper les cours sur
des demi-journées pour les enseignants).

Nous avons détaillé également deux modèles de pro-
grammation par contraintes implémentés en MiniZinc
et CHR++. Ces deux modèles ont été développés comme
preuve de concept et seront améliorés notamment en im-
plémentant des stratégies de résolution facilitant le passage
à l’échelle sur des instances plus conséquentes.
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Résumé
L’intérêt croissant pour les systèmes d’intelligence artifi-
cielle de confiance motive le besoin de modèles d’appren-
tissage interprétables tels que des arbres de décision ou
des règles de décision. En effet, en raison de leur struc-
ture, ces modèles sont intrinsèquement compréhensibles
par l’homme, en particulier lorsqu’ils sont de petite taille.
Dans cet article, nous nous intéressons aux diagrammes de
décision binaire (BDD), qui malgré leur qualité en termes
de représentation compacte de fonctions Booléennes, n’ont
été que peu étudiés en tant que modèle d’apprentissage
interprétable. Tout d’abord, nous proposons des modèles
basés sur la Satisfiabilité Booléenne (SAT) pour détermi-
ner s’il existe un BDD avec une hauteur fixée, permet-
tant de classifier correctement tous les exemples d’un jeu
de données. Ensuite, nous considérons un modèle MaxSAT
pour déterminer des BDD optimaux maximisant le nombre
d’exemples correctement classifiés, pour une hauteur fixée.
Puis, nous introduisons une méthode permettant de fusion-
ner des sous-arbres compatibles générés dans les BDD
pour résoudrons le probleme de fragmentation. Les expéri-
mentations mettent en évidence les avantages de notre mo-
dèle MaxSAT comparé avec des approches exactes ou heu-
ristiques de l’état de l’art. Ce travail a été présenté à la
conférence AAAI-2022 [1].

Mots-clés
Diagramme de décision binaire, Satisfiabilité Booléenne
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1 Introduction
Dans le contexte de l’IA de confiance, les méthodes d’op-
timisation combinatoire, telles que la programmation par
contraintes, la programmation linéaire en nombres entiers
ou la satisfiabilité Booléenne ont été utilisées avec suc-
cès pour apprendre des modèles interprétables tels que des
arbres de décision, des règles de décision ou des ensembles
de décision. Ces approches déclaratives sont particulière-
ment intéressantes car elles offrent une certaine flexibilité
notamment pour intégrer des contraintes additionnelles lors
de l’apprentissage d’un modèle.
Les Diagrammes de Decision Binaires (BDD) permettent
de représenter de façon compacte des fonctions Booléennes
et peuvent être exploités comme modèles d’apprentissage

interprétables. En comparaison avec les Arbres de Decision
(DT), les BDD pouvent réduire les problèmes de réplica-
tion (reproduction de sous-arbres) et de fragmentation (peu
d’exemples associés aux feuilles).
Soit g une fonction booleenne définie sur une sequence de
variables booleennes X . Le BDD associé à g est un graphe
acyclique enraciné. Il contient deux types de noeuds : des
noeuds internes associés aux variables booleennes X et
ayant deux fils, et deux noeuds terminaux, représentant cha-
cun une valeur binaire ({0, 1}). La hauteur d’un BDD cor-
respond au nombre de niveaux dans le graphe acyclique.
Pour garantir l’unicité du BDD associé à une fonction boo-
leenne donnée, deux propriétés sont considérées : BDD or-
donné et reduit. Dans un BDD ordonné, pour tous les che-
mins de la racine vers les noeuds terminaux, toutes les va-
riables suivent l’ordre donné par la séquence de variables
X . Un BDD est reduit s’il n’y a aucune duplication de sous-
arbre, et si aucun noeud interne n’a les même fils.
Une fonction Booleenne g peut être représentée par sa table
de vérité, qui est une chaine de valeurs binaires représentant
toutes les affectations possibles des variables booleennes.
Nous détaillons dans l’article comment produire un dia-
gramme de décision binaire par l’étude de sa table de vérité.

2 Problèmes de classification étudiés
Nous nous intéressons à deux problèmes de classification.
Tout d’abord, nous considérons un problème de décision
permettant d’obtenir des BDD de hauteur donnée classifiant
correctement tous les exemples. Ce problème est le suivant :

– Pbdd(E,H) : Soit un jeu de données E , est-ce
qu’il existe un diagramme de decision binaire de
hauteur H , pouvant classifier correctement tous les
exemples de E ?

En utilisant une recherche linéaire, le probleme Pbdd(E , H)
peut être utilisé pour déterminer le BDD de plus petite hau-
teur qui classifie correctement tous les exemples de E .
Le second problème étudié est un problème d’optimisation
visant à obtenir un BDD ayant la meilleure prédiction. Il est
défini comme suit :

– P ∗
bdd(E,H) : Soit un jeu de données E , trouver un

diagramme de décision binaire de hauteur H , maxi-
misant le nombre d’exemples bien classifiés.

Pour le problème de décision Pbdd(E , H), nous proposons
deux modèles de satisfiabilité Booléenne (SAT) : un mo-
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dèle initial et un modèle amélioré permettant de réduire la
taille de l’encodage.Le probleme d’optimation P ∗

bdd(E , H)
est ensuite modélisé par MaxSAT en adaptant le modèle de
plus petite taille.

3 Modèles SAT et MaxSAT
Modèle SAT pour Pbdd(E,H). Nous nous appuyons sur
l’idée qu’il est possible de produire un diagramme de déci-
sion binaire à partir des caractéristiques de sa table de vérité
et que cette table implique une séquence de variables boo-
leennes. Pour réaliser la classification des exemples d’un
jeu de données, nous devons trouver une séquence des at-
tributs binaires, qui soit de taille H et corresponde à une
bijection vers la séquence des variables booleennes. Nous
devons de plus déterminer une table de vérité qui classifie
correctement tous les exemples. La séquence des attributs
binaires est appelée séquence des features. Le modèle SAT
contient deux parties :

1. Construction de la séquence des features (de taille
H) sélectionnés parmi les attributs du jeu de don-
nées pour respecter la structure d’un BDD.

2. Génération de la table de vérité, à partir de la sé-
quence des features, pour classifier correctement
tous les exemples.

Les contraintes suivantes modélisent la partie 1 :
– Chaque attribut du jeu de données ne peut être sé-

lectionné au plus qu’une seule fois.
– Chaque indice de la séquence des features contient

exactement un attribut.
– La première moitié de la table de vérité doit être

différente de la dernière moitié (pour éviter que le
premier attribut choisi fasse une division inutile du
jeu de données).

Pour les contraintes de la partie 2, le modèle SAT initial est
le suivant : pour chaque exemple positif (resp. négatif) de E ,
nous utilisons 2H contraintes pour vérifier que cet exemple
n’arrive pas à une valeur négative (resp. positive) en suivant
son affectation par la table de vérité.
La taille de l’encodage de ce modèle SAT initial est fournie
par la Proposition 2 de l’article.
Pour diminuer cette taille, nous proposons une version amé-
liorée pour les contraintes de la partie 2 : pour chaque
exemple de E , nous utilisons 2H contraintes pour assurer
que cet exemple arrive à une valeur avec la bonne classe en
suivant son affectation par la table de vérité.
La taille de l’encodage de ce modèle SAT amélioré est four-
nie par la Proposition 3 de l’article qui montre son avantage
par rapport au modèle initial.

Modele MaxSAT pour P ∗
bdd(E,H). Pour résoudre le

probleme d’optimation, nous transformons le modele SAT
amélioré vers un modèle MaxSAT. Les contraintes de la
partie 1 sur la structure du BDD sont considérées comme
des contraintes "dures" (hard clauses). Et les contraintes de
la partie 2, sur la classification des exemples, sont considé-
rées comme des contraintes "souples" (soft clauses).

Pour un exemple de E , le nombre de soft clauses satis-
faites vaut : soit 2H (exemple bien classifié), soit 2H −
1 (exemple mal classifié). Ainsi l’objectif de maximiser
le nombre de soft clauses est équivalent à maximiser le
nombre d’exemples bien classifiés.
Fusion des sous-arbres compatibles. Pour éviter le
problème de fragmentation, nous proposons un post-
traitement, basé sur une méthode de la littérature, permet-
tant de fusionner les sous arbres compatibles. Pour cela, les
noeuds feuilles ne contenant aucun exemple sont marqués
comme “unknown”. Deux sous-arbres sont dits compatibles
lorsque soit au moins une racine est marquée “unknown”,
soit les deux racines contiennent le même attribut, et leurs
fils respectifs sont racines de sous arbres compatibles. Fu-
sionner des sous arbres compatibles conduit à introduire des
biais de prédiction en attribuant des classes à des noeuds
“unknown”.

4 Résultats expérimentaux
Pour évaluer la performance du modèle MaxSAT, nous le
comparons avec des approches heuristiques et exactes de
l’état de l’art.
Par rapport à des approches heuristiques, les résultats ex-
périmentaux montrent que le modèle MaxSAT pour le pro-
blème d’optimisation considéré, obtient de meilleures per-
formances en prédiction pour une même hauteur de BDD.
Dans une seconde expérimentation, nous comparons le mo-
dèle MaxSAT pour l’obtention de BDD optimaux avec un
modèle MaxSAT pour apprendre des arbres de décision op-
timaux. La première observation est que les deux modèles
sont proches en termes de prédiction. Une seconde obser-
vation est que les diagrammes de décision obtenus par le
modèle MaxSAT proposé sont toujours de plus petites di-
mensions (en termes de nombre de noeuds) par rapport aux
arbres de décision. La troisième observation porte sur le
modèle MaxSAT, celui proposé pour les BDD conduit à un
encodage de plus petite taille par rapport au modèle Max-
SAT pour les arbres de décision.
Finalement, pour améliorer le passage à l’échelle de notre
modèle MaxSAT pour les BDD, nous en proposons une ver-
sion heuristique. L’idée est de sélectionner la séquence des
features parmi un ensemble réduit d’attributs. Pour obtenir
cet ensemble réduit d’attributs, dans nos expérimentations
la méthode CART est utilisée en pré-traitement du modèle
MaxSAT. Les résultats obtenus indiquent que la version
heuristique proposée est compétitive en prédiction par rap-
port au modèle MaxSAT précédent. De plus, la taille du
modèle MaxSAT obtenu à partir de cette version heuris-
tique est grandement réduite par rapport à la version exacte
portant sur l’ensemble des attributs du jeu de données. Cet
avantage peut permettre de considérer des jeux de données
de plus grandes dimensions.
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Résumé
Dans le domaine de la planification automatique, décider
si deux instances encodées en STRIPS sont isomorphes est
la manière la plus élémentaire de comparer deux instances.
C’est aussi un cas particulier du problème où l’on se donne
deux instances P et P ′, et l’on cherche un isomorphisme
entre P et une sous-instance de P ′. Dans cet article, nous
nous proposons d’étudier la complexité de ces deux pro-
blèmes. On montre que le premier est GI-complet, tandis
que le second est NP-complet. Malgré cela, nous propo-
sons un algorithme qui permet de construire un tel isomor-
phisme, lorsqu’il existe. De même, nous montrons expéri-
mentalement que, sur nos jeux de tests, un pré-traitement
basé sur des méthodes de propagation de contraintes per-
met d’améliorer significativement l’efficacité du solver SAT
utilisé par notre algorithme.

Mots-clés
Planification automatique, isomorphisme, complexité, pro-
pagation de contraintes

Abstract
Determining whether two STRIPS planning instances are
isomorphic is the simplest form of comparison between
planning instances. It is also a particular case of the pro-
blem concerned with finding an isomorphism between a
planning instance P and a sub-instance of another instance
P ′. In this paper, we study the complexity of both problems.
We show that the former is GI-complete, and we prove the
latter to be NP-complete. Nonethelss, we propose an algo-
rithm to build an isomorphism, when possible. We report
experimental trials on benchmark problems which demons-
trate that applying constraint propagation in preprocessing
can greatly improve the efficiency of a SAT solver.

Keywords
Planning, isomorphism, complexity, constraint propaga-
tion

1 Introduction
Les modèles de planification STRIPS [7] encodent implici-
tement de grands espaces d’états, souvent impossible à re-
présenter explicitement, mais qui ont cependant une struc-
ture claire et régulière. Il est donc raisonnable de penser que
deux instances de planification différentes puissent avoir

*Doctorant

une partie de leurs structures respectives en commun. Ce-
pendant, cette similarité n’est pas immédiate à identifier.
En effet, pour déterminer si une instance P est une sous-
instance d’une autre instance P ′, il faut associer chaque
fluent et chaque action de P à son homologue dans P ′, tout
en respectant une propriété de morphisme. Cela requiert
l’exploration de l’espace des fonctions de P vers P ′, de
taille exponentielle en les représentations de ces instances.
Il reste que trouver un tel morphisme permet de transfé-
rer à une instance certaines informations dont l’on dispose
sur l’autre. Par exemple, tout plan-solution de P peut être
transformé en un plan-solution pour P ′ efficacement.
En programmation par contraintes, il est monnaie courante
de stocker hors-ligne toutes les solutions d’une instance
CSP ou SAT en une forme compilée [1]. Une carte de com-
pilation indique quelles opérations peuvent être effectuées
en temps polynomial lors de l’exécution en ligne [6]. Or, il
est bien connu qu’une instance de planification STRIPS à
horizon fixe peut être compilée en une instance SAT, grâce
à l’encodage SATPLAN [9]. Ainsi, pour une instance don-
née, tous les plans peuvent être stockés en une forme com-
pilée, du moins en théorie – en pratique, la forme compi-
lée est de taille trop importante pour être gardée en mé-
moire. Les instances de planification les plus favorables à
cette approche par compilation sont celles pour lesquelles
le nombre de plans-solutions est faible, ou, au contraire,
pour lesquelles l’ordre des actions est peu contraint. Dans
le cas où l’on a déjà calculé une forme compilée C ′ re-
présentant tous les plans-solutions pour P ′, et que l’on a
un problème P ′ similaire à P , on peut se demander si l’on
peut synthétiser un plan pour P à partir de C ′. Si P est iso-
morphe à un sous-problème de P ′, il suffit alors d’appliquer
une suite d’opérations de conditionnement à C ′ pour obte-
nir une forme compilée C représentant toutes les solutions
de P . C’est dans cette optique-là que l’on cherche à étudier
des isomorphismes entre sous-problèmes. Un cas simple,
mais crucial, survient lorsque P n’admet aucune solution.
Alors, un isomorphisme entre P et un sous-problème de P ′

est une preuve que P ′ n’admet aucune solution.
Dans cet article, nous commençons par l’étude du problème
SI, qui traite de la synthèse d’un isomorphisme entre deux
instances STRIPS de tailles identiques. Notre preuve de la
GI-complétude du problème nous permet d’affirmer l’exis-
tence d’un algorithme quasi-polynomial pour SI [2]. Nous
nous penchons ensuite sur le problème SSI, qui cherche à
synthétiser un isomorphisme entre une instance STRIPS et
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une sous-instance d’une autre instance STRIPS. Nous appe-
lons une telle fonction un isomorphisme de sous-instance.
Après avoir montré que ce problème est NP-complet, nous
proposons un algorithme permettant de déterminer l’exis-
tence d’un isomorphisme de sous-instance, ou qui détecte
qu’aucun tel morphisme n’existe. Notre algorithme est basé
sur une réduction à SAT, renforcée par des techniques de
propagation de contraintes, qui nous permettent d’éliminer
des associations non-cohérentes entre éléments de P et P ′.
Nous avons, jusque-là, considéré que les instances de pla-
nification P et P ′ possédaient des états initiaux et fi-
naux identiques, à isomorphisme près. Même lorsque cette
condition est relaxée, un isomorphisme entre P et une sous-
instance de P ′ peut tout de même être utile. Par exemple, si
π est un plan-solution pour P , son image dans P ′ peut alors
être convertie en une nouvelle action qui peut être ajoutée à
P ′ afin de faciliter sa résolution. Nous proposons alors cette
version plus faible d’isomorphisme de sous-instance, que
nous appelons isomorphisme homogène de sous-instance.
Le problème correspondant est noté SSI-H.
Précédemment, d’autres travaux ont étudié la complexité
de nombreux problèmes associés à la synthèse de plans-
solutions pour des instances STRIPS [4], ou se sont pen-
chés sur la complexité de domaines particuliers de planifi-
cation [8]. Plus rarement, on peut aussi faire état de travaux
portant sur la modification d’instances de planification, à
l’image du problème traitant de l’adaptation d’une instance
afin de rendre faisable un plan donné en entrée [10].
Notre article est organisé comme suit : la Partie 2 présente
des notations générales, ainsi que des concepts et construc-
tions que nous utilisons au long de l’article. Dans la Partie 3
et dans la Partie 4, nous présentons nos résultats théoriques
pour SI et SSI, respectivement. Dans la Partie 5, nous pré-
sentons notre algorithme pour SSI. Enfin, la Partie 6 ré-
sume nos résultats expérimentaux, suivis d’une discussion.

2 Préliminaires
2.1 Planification automatique
Une instance de planification STRIPS est un 4-uplet P =
⟨F, I,O,G⟩ tel que F est un ensemble d’éléments appelés
fluents (des variables propositionnelles dont la valeur peut
changer avec le temps), I et G sont des ensembles de lit-
téraux de F , appelés respectivement l’état initial et le but,
et O est un ensemble d’actions. Une action est de la forme
o = ⟨pre(o),eff(o)⟩, où pre(o) et eff(o) sont la précondi-
tions et l’effet de o, des ensembles de littéraux de F .
On note pre+(o) = {f ∈ F | f ∈ pre(o)} les fluents
positifs de pre(o), et pre−(o) = {f ∈ F | ¬f ∈ pre(o)}
les fluents négatifs. De même, on note eff+(o) = {f ∈ F |
f ∈ eff(o)} et eff−(o) = {f ∈ F | ¬f ∈ eff(o)}.
Par abus de notation, on note pre : O → 2F ∪ 2¬F la
fonction o 7→ pre(o), et on utilise des notations similaires
pour pre+,pre−,eff, eff+, and eff−. Dans cet article, on
notera C = {pre+,pre−,eff+,eff−}, et, pour un ensemble
quelconque S de littéraux de F , ¬S = {¬l | l ∈ S}.
Un état s est une assignation de chaque fluent de F à une
valeur de vérité. Nous associerions ici s avec l’ensemble

des littéraux de F vrais dans s. Etant donnée une ins-
tance P = ⟨F, I,O,G⟩, un plan o1, . . . , ok de O est
une suite d’états s0, . . . , sk satisfaisant, pour i ∈ [[1; k]],
si = (si−1 \ eff−(oi)) ∪ eff+(oi), et pre+(oi) ⊆ si−1,
pre−(oi)∩si−1 = ∅. Un plan-solution est alors un plan tel
que s0 = I et G ⊆ sk.

2.2 La classe de complexité GI
Dans cette section, nous présentons la classe de complexité
GI, pour laquelle SI est complet, comme nous le montre-
rons dans une section ultérieure. GI est construite autour du
problème d’isomorphisme de graphes, qui consiste à trou-
ver une bijection u : V → V ′ entre les sommets de deux
graphes G(V,E) et G′(V ′, E′), telle que les images des
sommets reliés entre eux par une arrête dans G sont aussi
reliés dans G′, et réciproquement. Plus formellement :

{x, y} ∈ E ssi {u(x), u(y)} ∈ E′ (1)

Définition 1. La classe de complexité GI est la classe des
problèmes pour lesquels il existe une réduction de Turing en
temps polynomial au problème d’isomorphisme de graphes.

La classe de complexité GI contient un grand nombre de
problèmes traitant de l’existence d’un isomorphisme entre
deux structures non-triviales encodées de manière explicite.
De tels problèmes sont souvent complets pour GI, comme
par exemple les problèmes d’isomorphisme entre graphes
colorés, entre hypergraphes, entre automates [14], etc. En
particulier, nous utiliserons le résultat suivant :

Proposition 1 ([14], Ch. 4, Sec. 15). Le problème d’iso-
morphisme entre graphes orientés est GI-complet.

Comme pour le problème d’isomorphisme de graphes non-
orientés, un isomorphisme entre deux graphes orientés
G(V,E) et G′(V ′, E′) est une bijection u : V → V ′ telle
que (x, y) ∈ E ssi ((u(x), u(y)) ∈ E′.
Dans cet article, nous considérons aussi une autre catégorie
de structures, appelées Modèles Finis. Le problème d’iso-
morphisme entre modèles finis est aussi connu comme étant
GI-complet [14].

Définition 2. Un Modèle Fini est un (n + 1)-uplet M =
⟨V,R1, . . . , Rn⟩ où V est un ensemble fini et non vide, et
où chaque Ri est une relation sur les éléments de V avec
un nombre d’arguments fini.

Soient M = ⟨V,R1, . . . , Rn⟩ et M ′ = ⟨V ′, R′
1, . . . , R

′
n⟩

des modèles finis. Un isomorphisme entre M et M ′ est une
bijection u : V → V ′ telle que, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, et
pour tout ensemble d’éléments v1, . . . , vm (avec m l’arité
de Ri), on a Ri(v1, . . . , vm) ssi R′

i (u(v1), . . . , u(vm)).

Proposition 2 ([14], Ch. 4, Sec. 15). Le problème d’iso-
morphisme entre modèles finis est GI-complet.

En l’état des connaissances actuelles, le consensus est que
GI est une classe intermédiaire entre P et NP. Plus préci-
sément, le problème d’isomorphisme de graphes peut être
résolu en temps quasi-polynomial [2]. Il est donc très peu
vraisemblable que le problème soit NP-difficile, malgré le
fait qu’aucun algorithme polynomial n’est encore connu.
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2.3 Encodages de graphes vers STRIPS
Nous présentons ici deux méthodes pour encoder un graphe
G = (V,E) en une instance de planification P =
⟨F, I,O,G⟩. Ces constructions sont nécessaires à divers en-
droits dans la suite de cet article, et ne diffèrent que par leur
prise en compte, ou non, de l’orientation des arêtes de G.
Elles modélisent un agent se déplaçant sur ce graphe, allant
de sommet en sommet en passant par les arêtes. Ainsi, un
agent se trouvant au sommet v serait dans un état représenté
par {v}, où tous les autres fluents autres que v sont faux.
Afin de simplifier la lecture, pour toute arête (vs, vt) ∈ F 2,
on note move(vs, vt) l’action qui représente un déplace-
ment du sommet vs au sommet vt. Puisque F = V , on a :

move(vs, vt) = ⟨{vs}∪¬(V \ {vs}), {vt}∪¬(V \ {vt})⟩

Dans la construction suivante, les sommets (resp. arêtes) de
G sont en bijection avec les fluents (resp. actions) de P , et
on exclut les graphes ayant des multi-arêtes. A noter que
d’autres constructions pour move auraient pu être utilisées,
pour peu qu’elles encodent chaque arête de manière unique.
De plus, ces constructions suffisent pour l’usage théorique
que l’on en fait, bien qu’elles encodent des instances de
planifications triviales et déjà résolues.

Construction 1. Soit G = (V,E) un graphe orienté. On
construit l’instance de planification PG = ⟨F, I,O,G⟩ :

F = V

O = {move(vs, vt) | (vs, vt) ∈ E}
G = I = ∅

Pour des graphes non-orientés, la construction est fonda-
mentalement la même, à cela près que tous les déplace-
ments sont possibles dans un sens comme dans l’autre.

Construction 2. Soit G = (V,E) un graphe non-orienté.
On construit l’instance de planification PG = ⟨F, I,O,G⟩,
comme dans la Construction 1, mais avec :

O = {move(vs, vt),move(vt, vs) | {vs, vt} ∈ E}

3 Problème d’isomorphisme STRIPS
Dans cette partie, nous nous intéressons au problème d’iso-
morphisme entre deux instances STRIPS. Après avoir dé-
fini la forme d’isomorphisme STRIPS que nous proposons,
nous présentons nos résultats de complexité.

Définition 3 (Isomorphisme entre instances STRIPS).
Soient P = ⟨F, I,O,G⟩ et P ′ = ⟨F ′, I ′, O′, G′⟩ deux
instances STRIPS. Un isomorphisme entre P et P ′ est une
paire (υ, ν) de bijections υ : F → F ′ et ν : O → O′ t.q.

∀o ∈ O, ν (o) = ⟨υ (pre(o)) , υ (eff(o))⟩ (2)
υ (I) = I ′ (3)
υ (G) = G′ (4)

Où, pour deux ensembles disjoints F1, F2 ⊆ F de fluents,

υ (F1 ∪ ¬F2) = υ (F1) ∪ ¬υ (F2)

Une conséquence immédiate de cette définition est qu’un
tel isomorphisme conserve l’espace des plans : toute suite
d’actions o1, . . . , on ∈ O est un plan pour P si, et seule-
ment si, la suite associée ν (o1) , . . . , ν (on) est un plan pour
P ′. Cette propriété de morphisme est assurée par l’équa-
tion (2). De la même façon, tous les plans-solutions sont
conservés, et ce grâce aux conditions imposées par les
équations (3) et (4). On en vient alors au problème SI, que
l’on définit formellement afin d’établir sa complexité :

Problème 1. Problème d’Isomorphisme STRIPS SI
Entrée Deux instances STRIPS P et P ′

Sortie Un isomorphisme (υ, ν) entre P et P ′,
s’il en existe un

Proposition 3. SI est GI-complet

Le reste de cette partie est dédiée à la preuve de ce résultat.
Nous montrons tout d’abord la GI-difficulté du problème,
puis nous montrons ensuite son appartenance à GI.

Lemme 1. SI est GI-difficile

Démonstration. Cette preuve consiste en une réduction de-
puis le problème d’isomorphisme de graphes orientés.
Soit (G,G′) une instance du problème d’isomorphisme de
graphes orientés, où G = (V,E) et G′ = (V ′, E′).
La preuve est basée sur la Construction 1, qui nous permet
d’obtenir en temps polynomial les problèmes de planifica-
tion STRIPS PG et PG′ .
Montrons alors qu’il existe un isomorphisme u : V → V ′

entre G et G′ ssi il existe un isomorphisme (υ, ν) entre PG
et PG′ . On procède en deux temps : d’abord, nous identi-
fions les fonctions u et υ, puis nous montrons ensuite que
la condition de morphisme entre les arêtes de G et G′ est
nécessairement vérifiée, grâce à la condition de manière sur
les actions des instances STRIPS PG et PG′ , et inversement.
(⇒) Supposons tout d’abord qu’il existe un isomorphisme
de graphes u : V → V ′ entre G et G′. Montrons
qu’il existe alors un isomorphisme entre PG et PG′ . Dé-
finissons la transformation ν sur les éléments de O par
ν (⟨pre(o),eff(o)⟩) = ⟨u(pre(o)), u(eff(o))⟩. On montre
alors que ν : O → O′ est bien définie, et que le couple
(u, ν) définit lui-même un isomorphisme entre PG et PG′ .
Pour tout o ∈ O, par construction, il existe un unique
couple (v1, v2) ∈ V 2 tel que o = move(v1, v2). Ainsi :

o ∈ O ssi (v1, v2) ∈ E
ssi (u(v1), u(v2)) ∈ E′

ssi move(u(v1), u(v2)) ∈ O′

ssi ν (move(v1, v2)) ∈ O′

ssi ν (o) ∈ O′

Ainsi, on a donc bien que PG et PG′ sont isomorphes.
(⇐) Supposons maintenant que PG et PG′ sont isomorphes,
et soit (υ, ν) un isomorphisme entre ces deux instances
STRIPS. Montrons qu’il existe un isomorphisme entre G
et G′. Par hypothèse, on a υ : F → F ′ (ou similairement
υ : V → V ′) et ν : O → O′ deux bijections.
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Par la suite, on note g et g′ les bijections g : E → O et g′ :
E′ → O′, dont l’existence nous est assurée par construction
(par exemple, g((v1, v2)) = move(v1, v2)).
Montrons alors que la fonction υ est un isomorphisme
de graphes entre G et G′. On a que, pour tout e =
(v1, v2) ∈ E, g(e) = move(v1, v2) ∈ O. Donc ν ◦
g(e) = ν (move(v1, v2)), et on a donc, ν ◦ g(e) =
move(υ (v1) , υ (v2)) ∈ O′. Alors, g′−1 ◦ ν ◦ g(e) =
(υ (v1) , υ (v2)), mais l’on remarque aussi que g′−1 ◦ ν ◦
g(e) ∈ E′. Par conséquent, (υ (v1) , υ (v2)) ∈ E′.
La réciproque se montre par des arguments similaires, en
utilisant le fait que g, g′ et ν sont des bijections. Par consé-
quent, ν est un isomorphisme de graphes entre G et G′.

Lemme 2. SI appartient à GI

Démonstration. La preuve utilise une réduction de SI au
problème d’isomorphisme de modèles finis, tel que défini
dans la Définition 2. De plus, dans cette preuve, on utilise
la construction suivante. Pour toute instance STRIPS P =
⟨F, I,O,G⟩, on construit le modèle fini :

MP = ⟨V,RF ,RI ,RO,RG,Rpre+ ,Rpre− ,Reff+ ,Reff−⟩
V = F ⊔O
Pour tout X ∈ {F, I,O,G},RX = X

Pour S ∈ C,RS =
{
(o, f) ∈ V 2 | o ∈ O et f ∈ S(o)

}

où C = {pre+,pre−,eff+,eff−}. Montrons alors que deux
instances de planification STRIPS P et P ′ sont isomorphes
ssi MP et MP ′ sont isomorphes.
On notera MP = ⟨V,RF , . . . ,Reff−⟩ et MP ′ =
⟨V ′,R′

F , . . . ,R′
eff−⟩

(⇒) Supposons qu’il existe un isomorphisme (υ, ν) entre
P et P ′. On définit g : V → V ′ telle que, pour tout x ∈ V ,

g(x) =

{
υ (x) si x ∈ F
ν (x) si x ∈ O

g est une bijection, de manière immédiate, par hypothèse
sur (υ, ν). De plus, pour X ∈ {F, I,O,G}, RX(v) ssi
R′
X(g(v)), par hypothèse sur (υ, ν).

Soit o ∈ O, p ∈ F . On a que, pour tout S ∈ C =
{pre+,pre−,eff+,eff−},

RS(o, p) ssi o ∈ O et p ∈ S(o) (5)
ssi ν (o) ∈ O′ et υ (p) ∈ S(ν (o)) (6)
ssiR′

S(ν (o) , υ (p))

ssiR′
S(g(o), g(p))

L’équivalente entre (5) et (6) repose sur la définition de
l’isomorphisme. Les autres équivalences suivent par défi-
nition. On a donc bien MP et MP ′ sont isomorphes.
(⇐) Supposons MP et MP ′ isomorphes, et que g : V →
V ′ est un isomorphisme entre les deux modèles finis. On
définit υ = g|F (resp. ν = g|O) comme la restriction de g
au sous-domaine F (resp. O). On a alors que υ : F → F ′,
puisque par l’absurde, on aurait sinon l’existence un élé-
ment v ∈ V tel queRF (v) mais ne vérifiant pasR′

F (g(v)),

ce qui contredit l’hypothèse comme quoi g est un isomor-
phisme. De manière similaire, on a que ν : O → O′.
De même, avec des arguments semblables aux arguments
précédents, on a que, pour tout o ∈ O,

o = ⟨pre(o),eff(o)⟩
ssi ∀p ∈ F,∀S ∈ C, p ∈ S(o)⇔ RS(o, p) (7)
ssi ∀p ∈ F,∀S ∈ C, p ∈ S(o)⇔ R′

S(g(o), g(p)) (8)
ssi ∀p ∈ F,∀S ∈ C, g(p) ∈ g(S(o))⇔ R′

S(g(o), g(p))
(9)

ssi ∀p′ ∈ F ′,∀S ∈ C, p′ ∈ g(S(o))⇔ R′
S(g(o), p

′)
(10)

ssi g(o) = ⟨g(pre(o)), g(eff(o))⟩ (11)
ssi ν (o) = ⟨υ (pre(o)) , υ (eff(o))⟩

Les équivalences entre la première ligne et (7), ainsi que
entre (10) et (11), tiennent par construction de MP et MP ′ .
L’équivalence entre (7) et (8) est une conséquence du fait
que g est un morphisme. Entre (8) et (9), on utilise le fait
que g est une bijection. Pour l’équivalence entre (9) et (10),
on utilise le fait que g est surjective sur F ′.
On a donc bien montré que (υ, ν) est un morphisme, et donc
un isomorphisme sur son domaine et codomaine.

Ces résultats tiennent encore si l’on n’impose pas que les
états initiaux et buts respectifs de P et P ′ soient en bijec-
tions, c’est-à-dire si l’on n’impose pas les conditions (3)
et (4). En effet, la preuve de difficulté est basée sur une
réduction depuis le problème d’isomorphisme de graphes,
qui ne possèdent pas de sommet “initial” ou “final” à pro-
prement parler, ce qui rend triviaux l’état initial et le but
de la construction. De manière réciproque, la preuve que SI
appartient à GI peut inclure, ou non, les informations rela-
tives aux états initiaux et aux buts, et rester correcte pour la
version alternative de SI dans laquelle on n’impose aucune
condition sur les états initiaux ou le but. Ainsi, cela signifie
que la majeure partie de la difficulté de SI réside en la com-
plexité d’associer correctement les structures internes res-
pectives des espaces d’états de chaque instance, et que des
propriétés supplémentaires sur certains états (comme être
un état final ou initial) n’influencent pas significativement
la complexité du problème. Cette observation est cohérente
par l’intuition que l’on a de la classe GI : il est connu [14]
que trouver un isomorphisme conservant les couleurs entre
deux graphes colorés (i.e., un isomorphisme qui conserve
une propriété donnée entre noeuds) est aussi un problème
complet pour la classe GI.

4 Problème d’isomorphisme de sous-
instance STRIPS

Dans cette partie, nous présentons les problèmes SSI-H et
SSI, qui traitent de la synthèse (de deux formes différentes)
d’isomorphismes entre une instance de planification P et
d’une sous-isntance d’une autre instance STRIPS P ′. Dans
cette section, on identifie la complexité de ces deux pro-
blèmes, en prouvant leur NP-complétude. On utilise ce ré-
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sultat pour proposer, dans la partie subséquente, un algo-
rithme pour SSI et SSI-H. Cet algorithme est basé sur une
réduction vers SAT, enrichi par une étape de pré-traitement
s’appuyant sur de la propagation de contraintes.
On commence par introduire la notion d’isomorphisme ho-
mogène de sous-instances, qui est une forme d’isomor-
phisme entre P et une sous-instance de P ′ qui ne conserve
cependant pas l’état initial ni le but. Il s’agit donc d’asso-
cier l’espace d’états complet du problème P à une partie
de l’espace d’états de P ′, sans pour autant tenir compte des
états initiaux ou finaux de ces instances.

Définition 4 (Isomorphisme homogène de sous-instance).
Soient deux instances STRIPS P = ⟨F, I,O,G⟩ et P ′ =
⟨F ′, I ′, O′, G′⟩. Un isomorphisme homogène de sous-
instances de P à P ′ est un couple (υ, ν) de fonctions in-
jectives υ : F → F ′ et ν : O → O′ qui respectent la
condition (2) de la Définition 3.

Problème 2. Isomorphisme homogène de sous-instance
STRIPS SSI-H

Entrée Deux instances STRIPS P et P ′

Sortie Un isomorphisme homogène de sous-instances
(υ, ν) entre P et P ′, s’il en existe un

Un isomorphisme homogène de sous-instances entre P et
P ′ peut s’avérer utile, par exemple, dans le cas où l’on a
réussi à compiler l’ensemble des plans pour P ′ et que l’on
souhaite extraire un plan pour P . La définition suivante
d’isomorphisme de sous-instance suivante, plus forte que
dans le cas homogène, prend en compte les états initiaux et
les buts. Cette notion nous permet de ne conserver que les
plans-solutions d’un problème à l’autre.

Définition 5 (Isomorphisme de sous-instance). Un isomor-
phisme de sous-instance entre P et P ′ est un isomorphisme
de sous-instance homogène qui respecte de surcroît les
conditions (3) et (4) de la Définition 3.

Problème 3. Isomorphisme de sous-instance STRIPS SSI
Entrée Deux instances STRIPS P et P ′

Sortie Un isomorphisme de sous-instance (υ, ν) entre
P et P ′, s’il en existe un

La principale différence entre SI et SSI est que, pour SSI,
la condition sur la bijectivité de υ et ν est relaxée. L’injecti-
vité des deux fonctions est cependant toujours requise, afin
d’empêcher les fluents et actions d’être fusionnés ensemble
par la fonction. Les autres conditions restent inchangées.
Le résultat principal de cette partie est présenté ci-dessous.
La preuve se base sur une réduction à partir du problème
d’isomorphisme de sous-graphes, dont la NP-complétude
est un résultat bien établi [5]. On commence par présenter
le problème d’isomorphisme de sous-graphes. En essence,
il consiste à trouver un isomorphisme g entre le graphe G et
le sous-graphe (g(V ), E′ ∩ g(V )× g(V )) de G′.

Problème 4. Problème d’isomorphisme de sous-graphes

Entrée Deux graphes non-orientés G(V,E), G′(V ′, E′)

Sortie Une fonction injective g : V → V ′ telle que,
pour tout v1, v2 ∈ V , {v1, v2} ∈ E ssi
{g(v1), g(v2)} ∈ E′.

Proposition 4. SSI est NP-complet

Démonstration. Afin de prouver que SSI est dans NP, il
suffit de remarquer que les fonctions υ et ν constituent un
certificat de taille polynomial, qui peut lui-même être testé
en temps polynomial. La preuve de NP-difficulté de SSI
consiste en une réduction à partir du problème d’isomor-
phisme de sous-graphes, ce qui se fait rapidement grâce à
la construction que l’on a proposée précédemment.
Soit (G,G′) une instance du problème d’isomorphisme de
sous-graphes. Avec la Construction 2, on construit les ins-
tances de planification PG et PG′ . Montrons alors qu’il
existe un isomorphisme de sous-graphes g entre G ssi il
existe un isomorphisme de sous-instance entre PG et PG′ .
(⇒) Supposons qu’il existe un isomorphisme de sous-
instance g : V → V ′ entre G et G′. Alors, par construc-
tion, comme F = V et F ′ = V ′, g est aussi une fonc-
tion injective de F à F ′. De plus, on pose ν : O → O′,
ν : move(v1, v2) 7→ move(g(v1), g(v2)). ν est bien dé-
fini, puisque {v1, v2} ∈ E ssi {g(v1), g(v2)} ∈ E′, donc
move(v1, v2) ∈ O ssi move(g(v1), g(v2)) ∈ O′. Par
ailleurs, comme g est injective, ν l’est aussi. Par consé-
quent, (g, ν) est bien un isomorphisme entre PG et PG′ .
(⇐) Supposons qu’il existe un isomorphisme de sous-
instance (υ, ν) entre PG et PG′ . Comme précédemment,
υ : V → V ′ est une fonction injective. De plus, on a que

(v1, v2) ∈ E
ssi move(v1, v2) ∈ O
ssi ν (move(v1, v2)) ∈ O′

ssi move(υ (v1) , υ (v2)) ∈ O′

ssi (υ (v1) , υ (v2)) ∈ E′

Par conséquent, υ est un isomorphisme de sous-graphes
entre G et G′.

La preuve de l’appartenance à NP de SSI-H est immédiate :
comme pour SI, un isomorphisme de sous-instance est un
certificat, vérifiable en temps polynomial.
La preuve précédente de la NP-difficulté de SSI est in-
dépendante de l’état initial et du but. Par conséquent, elle
montre aussi que SSI-H est NP-dur.

Corollaire 1. SSI-H est NP-complet

5 Un algorithme pour SSI
Dans cette partie, nous présentons notre algorithme pour le
problème SSI, dont le pseudo-code est fourni dans l’Al-
gorithme 1. Cet algorithme repose sur la compilation du
problème en une formule propositionnelle, qui est ensuite
passée à un solveur SAT. La procédure est renforcée par un
pré-traitement, basé sur la propagation de contraintes, qui
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Algorithme 1 trouver_isomorphisme_sous-instance
Entrée : Deux instances STRIPS P et P ′

Sortie : Un isomorphisme de sous-instance entre P et P ′

s’il en existe un
1: Initialiser_domaines(F,O)

/* Elimination des associations impossibles */
2: Q := F ∪O
3: tant que Q ̸= ∅ faire
4: v := Q.Pop()
5: r := Réviser(v)
6: si r alors
7: si D(v) = ∅ alors retourner UNSAT
8: sinon Q.Ajouter({v′ | v′ lié à v})

/* Phase de recherche avec SAT */
9: φ := Encoder_en_FNC(P, P ′,D)

10: retourner Interpréter(Solveur.Trouver_modèle(φ))

nous permet d’éliminer des associations incohérentes entre
les fluents et actions respectifs de chaque instance.
Pour deux instances STRIPS P et P ′, l’algorithme retourne
un isomorphisme de sous-instance (υ, ν), lorsqu’il en existe
un. L’Algorithme 1 comporte deux étapes principales. La
première étape, qui s’étend de la ligne 2 à la ligne 8,
consiste à éliminer autant d’associations inconsistantes que
possible entre les fluents (resp. actions) du problèmes P
et les fluents (resp. actions) du problème P ′, dès lors que
l’on a détecté une incohérence d’ordre syntaxique qui a été
éventuellement propagée (comme l’on présente plus bas).
La deuxième étape, qui débute à la ligne 9, consiste en une
phase de recherche, ce qui passe par l’encodage du pro-
blème en une formule en FNC, qui est ensuite passée à un
solveur SAT.

5.1 Élimination des associations invalides
On appelle association entre fluents un couple (f, f ′) ∈
F × F ′ tel que f ′ est un candidat pour la valeur de υ (f).
De même, on appelle association entre actions un couple
(o, o′) ∈ O × O′ tel que o′ est un candidat pour la valeur
de υ (o). Compte tenu de la taille des problèmes considérés,
il est crucial de détecter aussi tôt que possible les associa-
tions n’appartenant à aucun isomorphisme de sous-instance
valide, afin de réduire la taille de l’espace de recherche.
Afin d’éliminer autant d’associations inconsistantes que
possible, nous utilisons une technique basée sur la propa-
gation de contraintes, telle que couramment étudiée dans
la littérature de programmation par contraintes. L’idée gé-
nérale est de maintenir, pour chaque fluent f ∈ F de P ,
un domaine D(f) ⊆ F ′ de fluents de P ′, qui représente
les candidats plausibles pour la valeur de υ (f). De manière
analogue, chaque action o ∈ O se voit assigner un domaine
D(o) ⊆ O′. Par la suite, on appelle variable tout fluent ou
action. La procédure que l’on présente ci-dessous a pour
objectif de réduire les domaines des différentes variables,
dans l’optique d’alléger la charge passée au solveur SAT.
La première étape consiste en l’initialisation des domaines.
Pour chaque fluent f ∈ F , on a D(f) = F ′. Les domaines

des actions sont, pour leur part, initialisés en fonction de
leur profil d’action. Pour chaque action o ∈ O ∪O′, on dé-
finit le vecteur profile(o) ∈ N6, que l’on appelle le profil de
o. Ce vecteur est une abstraction numérique de quelques
caractéristiques de l’action, pensée de sorte à ce que si
profile(o) ̸= profile(o′), alors les deux actions o ∈ O et
o′ ∈ O′ ne peuvent être associés.
Dans la pratique, profile(o) compte le nombre de fluents
positifs et négatifs dans les préconditions et effets de o, ainsi
que dans le nombre de fluents qui sont des additions strictes
ou des suppressions strictes. Un fluent f est une addition
stricte pour l’action o si f ∈ pre−(o) ∧ f ∈ eff+(o), et
est une suppression stricte si f ∈ pre+(o) ∧ f ∈ eff−(o).
Finalement, on initialise le domaine de chaque action o ∈ O
tel que :

D(o) = {o′ ∈ O′ | profile(o′) = profile(o)}

La seconde étape consiste à propager les contraintes supplé-
mentaires posées par les restrictions fraîchement identifiés
du domaine. La technique que l’on propose est basée sur
l’idée de cohérence d’arc, qui est omniprésente dans le do-
maine de la programmation par contraintes. L’idée consiste
à éliminer du domaine des fluents (resp. actions) les fluents-
candidats (resp. actions-candidates) qui ne sont pas sup-
portés par le domaine d’une action (resp. fluent). Cela per-
met de faire la jonction entre les contraintes posées par les
fluents et les contraintes posées par les actions.
Plus précisément, soit un fluent f ∈ F . Lorsqu’une action
o ∈ O est tel que f apparaît (positivement ou négative-
ment) dans ses préconditions ou ses effets, alors on dit que
o dépend de f . On note alors d(f) l’ensemble des actions
qui dépendent de f . On utilise des notations similaires pour
d(f ′) lorsque f ′ ∈ F ′. Plaçons-nous maintenant dans le
cas où υ (f) = f ′. Une conséquence de l’équation (2) de
la Définition 3 est que chaque action de d(f) doit avoir
son image par ν dans d(f ′). Sinon, on aurait que f ap-
paraît dans pre(o) ou eff(o), mais υ (f) n’apparaîtrait ni
dans υ (pre(o)), ni dans υ (eff(o)). Ainsi, si pour une ac-
tion donnée o ∈ d(f), aucun candidat pour son image n’est
dans d(f ′) (i.e., D(o) ∩ d(f ′) = ∅), alors on a que f ′ ne
peut pas être choisi pour l’image de f .
Dans la suite, on précise l’argument tout juste énoncé, en
identifiant pre+(o) et pre+(o′), . . . ,eff−(o) et eff−(o′).
On obtient alors les contraintes suivantes pour D(f), dans
lesquelles on note C = {pre+,pre−,eff+,eff−} :

D(f) ⊆
{
f ′
∣∣∣∣
∀o ∈ O,∀S ∈ C s.t. f ∈ S(o),
∃o′ ∈ D(o) s.t. f ′ ∈ S(o′)

}
(12)

Le même exercice peut être fait pour les actions. Soit o ∈ O
une action quelconque, et considérons un candidat pour
son image o′ ∈ O′. Afin de satisfaire la propriété de mor-
phisme, dans le cas où l’on a effectivement ν (o) = o′, on
doit trouver dans pre+(o′) un fluent qui appartient à D(f),
et ce pour chaque fluent f ∈ pre+(o′). Plus généralement,
et plus formellement, cela impose les conditions suivantes :

D(o) ⊆ {o′ | ∀S ∈ C,∀f ∈ S(o),∃f ′ ∈ D(f) ∩ S(o′)}
(13)
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Algorithmiquement, on s’assure de la satisfaction de ces
contraintes en utilisant une version de AC3 [12, 13] adaptée
à nos besoins. On retrouve en particulier la sous-routine de
révision de la cohérence des domaines des variables.
Réviser une variable v consiste à vérifier que l’en-
semble des éléments de son domaine sont conformes aux
conditions nécessaires évoquées précédemment, c’est-à-
dire l’équation (12) si v est un fluent, ou (13) si v est une
action. La boucle principale, dépeinte dans l’Algorithme 1,
effectue donc une révision itérative de tous les fluents et ac-
tions, en maintenant une fileQ des variables à réviser (ligne
1). Cette file est initialisée avec l’ensemble des variables,
afin que chacune soit révisée au moins une fois.
Si, lors de la révision d’une variable v, le domaine de v
est modifié par la procédure, alors toutes les variables qui
sont liées à v sont ajoutées à la file des variables à révi-
ser (lignes 5 à 9). On dit que v′ est liée à la variable v
si v est un fluent et v′ ∈ d(v), ou inversement. Si le do-
maine d’une variable est vide, alors on est assuré qu’aucun
isomorphisme de sous-instance n’existe, et l’algorithme se
termine immédiatement (lignes 6 et 7). Sinon, la boucle se
termine lorsque la file des variables à réviser est vide.
Cette procédure ne permet généralement pas à l’algorithme
de conclure, mais allège la charge passée à la phase de re-
cherche, que l’on présente dans la partie suivante.

5.2 Encodage en une instance SAT
Dans cette partie, nous présentons notre construction de
la formule propositionnelle φ évoquée plus tôt, dont les
modèles permettent de trouver un isomorphisme de sous-
instance. φ est construit sur l’ensemble de variable Var(φ),
que l’on définit comme :

Var(φ) =
{
f ji

∣∣∣ i ∈ F, j ∈ F ′
}
∪ { osr | r ∈ O, s ∈ O′ }

Une variable propositionnelle de la forme f ji représente
l’association d’un fluent i ∈ F à un fluent j ∈ F ′. De
même, osr représente l’association de r ∈ O à s ∈ O′.
Dans le reste de cette partie, nous présentons notre
construction de la formule φ, qui encode une instance de
SSI passée en entrée à l’Algorithme 1. φ consiste en la
conjonction des formules suivantes, qui nous assurent cha-
cune une propriété différente sur un modèle.
La formule présentée dans l’équation (14) nous assure de
l’unicité de l’image de chaque fluent. On obtient la même
propriété sur les images des actions en remplaçant les va-
riables de la forme f ji par des variables oji , et en adaptant
les domaines de i et j en conséquence.

∧

i∈F



∨

j∈D(i)

f ji ∧
∧

j,k∈D(i)
j ̸=k

(¬f ji ∨ ¬fki )


 (14)

Afin d’assurer l’injectivité de υ et ν, on ajoute l’équa-
tion (15) pour les fluents, qui est aussi adaptée comme pré-
cédemment dans le cas des actions.

∧

i∈F ′

∧

j,k∈F
j ̸=k

¬f ij ∨ ¬f ik (15)

La propriété de morphisme est assurée par les formules (16)
et (17), pour chaque S ∈ C = {pre+,pre−,eff+,eff−}.
Plus précisément, (16) nous assure que, pour tout S ∈
C et pour une action o ∈ O quelconque, on a
υ (S(o)) ⊆ S(ν (o)). Réciproquement, (17) nous assure
que S(ν (o)) ⊆ υ (S(o)).

∧

r∈O
s∈O′


osr −→

∧

i∈S(r)

∨

j∈S(s)

f ji


 (16)

∧

r∈O
s∈O′


osr −→

∧

j∈S(s)

∨

i∈S(r)

f ji


 (17)

Finalement, il ne reste plus qu’à conserver l’état initial et le
but (i.e., nous assurer du respect des équations (3) et (4)).
On note alors I+ (resp. I−) l’ensemble des fluents positifs
(resp. négatifs) dans I , et on utilise des notations similaires
pour G, I ′ et G′. Pour chaque T ∈ {I+, I−, G+, G−},
ainsi que pour l’ensemble T ′ ∈ {I ′+, I ′−, G′+, G′−} cor-
respondant, on ajoute alors les formules suivantes :

∧

i∈T

∨

j∈T ′

f ji ∧
∧

j∈T ′

∨

i∈T
f ji (18)

Les formules définies par (14), (15), et (18) sont immé-
diatement en FNC, et la taille de leur conjonction est un
O(|F | · |F ′|2 + |O| · |O′|2), avec l’hypothèse que |F | ≤
|F ′| si |O| ≤ |O′| (sinon, la conclusion est immédiate).
Par ailleurs, les formules définies par (16) et 17) peuvent
être immédiatement converties en FNC en dupliquant les
implications dans chaque clause. Elle ont alors une taille
O(|O| · |O′| · |F | · |F ′|).
L’étape de pré-traitement présentée dans la Partie 5.1 nous
permet de simplifierφ. En, effet, si l’on sait que le fluent i ∈
F (resp. l’action r ∈ O) ne peut pas être assigné au fluent
j ∈ F ′ (resp. s ∈ O′), alors f ji (resp. osr) est nécessairement
faux dans tout modèle de φ. Ainsi, nos formules étant en
FNC, toutes les occurrences positives de f ji peuvent être
supprimées dans les clauses de φ, tandis que les clauses où
f ji apparaît négativement peuvent être simplifiées.
Pour adapter l’algorithme précédent à SSI-H, il suffit de
supprimer les formules de (18), et de conserver le reste des
formules et de l’algorithme.

6 Évaluation empirique
L’Algorithme 1 a fait l’objet d’une implémentation en Py-
thon 3.10, ce qui nous a permis de le tester sur des instances
de SSI et de SSI-H. L’analyse syntaxique a été confiée au
module dédié de TouISTPlan [3], ce qui nous permet de
convertir des instances de planification PDDL en une re-
présentation STRIPS. Comme solveur SAT, nous avons eu
recours à Maple LCM [11], gagnant du main track de la
compétition SAT 2017. L’ensemble des ressources néces-
saires à la reproduction des expériences présentées ici peut
être trouvé sur la page web dédiée 1.

1. https://github.com/arnaudlequen/
PDDLIsomorphismFinder
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Les expériences ont été effectuées sur une machine fonc-
tionnant sous Rocky Linux 8.5, dont le processeur était un
Intel Xeon E5-2667 v3 processor, en utilisant au plus 8Go
de mémoire vive et 4 threads par test.
Notre jeu de test est tiré de huit ensembles utilisés dans
l’International Planning Competition : Blocks, Gripper,
Hanoi, Rovers, Satellite, Sokoban, TSP and Visitall. Pour
chacun de ces domaines, nous avons créé ce que l’on ap-
pelle des instances de morphismes STRIPS, qui sont des
paires d’instances du même domaine. Nous avons effectué
cette opération pour chaque paire possible d’instances de
planification, et ce pour chaque domaine pris en compte.
Ainsi, une instance de morphisme STRIPS est à la fois une
instance de SSI et une instance de SSI-H. Nous avons donc
pu évaluer notre implémentation pour chacun de ces deux
problèmes, sur le même jeu de tests.
L’objectif de ces évaluations expérimentales est double.
D’une part, il s’agit de montrer que, malgré la difficulté
théorique du problème, il est en pratique possible d’iden-
tifier un isomorphisme (homogène) de sous-instances en
temps raisonnable, et ce pour des problèmes de tailles non-
triviales. D’autre part, il s’agit de tester l’efficacité de notre
technique de pré-traitement présentée en Partie 5.1, afin de
montrer que le coût supplémentaire ne surpasse pas l’avan-
tage qu’il donne à l’algorithme de recherche.
La couverture absolue de notre implémentation sur notre
jeu de tests est présentée dans la Table 1 pour SSI et
SSI-H. Le tableau montre le nombre d’instances du jeu
de tests pour lesquelles notre implémentation termine avec
les contraintes spatialles et temporelles allouées. Nous ne
présentons ici que les domaines pour lesquels notre algo-
rithme s’est trouvé en mesure de résoudre au moins une
instance. Pour certains domaines, même l’instance la plus
petite est de taille trop conséquente pour notre implémenta-
tion. Parmi ces domaines, on peut citer, par exemple, Visi-
tall, Barman ou Woodworking.
On remarque tout d’abord que les problèmes SSI-H et SSI
sont souvent comparables en terme de difficulté, à quelques
domaines près qui font figure d’exceptions. Parmi ces ex-
ceptions, on compte par exemple TSP et Gripper, pour les-
quels relaxer la condition sur l’état initial et le but per-
met de résoudre, respectivement, 40% et 133% plus d’ins-
tances. Pour ces deux domaines, cela peut s’expliquer par
les contraintes supplémentaires imposées par SSI. En ef-
fet, une de leurs conséquences immédiates est que toutes
les paires d’instances différentes de TSP (ou de Gripper)
sont des instances négatives de SSI, qui posent davantage
de difficultés au solveur SAT que des instances positives.
De plus, les bénéfices de l’étape de pré-traitement dépassent
presque toujours le coût de l’opération. En effet, l’immense
majorité des instances que notre algorithme peut résoudre
sans pré-traitement peuvent aussi être résolues une fois
le pré-traitement activé. A plus forte raison, on peut sur-
tout constater que le pré-traitement améliore grandement
les performances générales de notre algorithme, tant et si
bien que certains domaines, précédemment hors de la por-
tée de notre algorithme, deviennent faisables. Parmi de tels
cas extrêmes, on peut citer le domaine Sokoban, pour lequel

Domaine SSI-H
CP NoCP Simp. Moy.

blocks 172 96 76.1%
gripper 210 189 74.9%
hanoi 74 75 0.2%
rovers 19 6 97.4%
satellite 34 22 79.1%
sokoban 204 0 98.6%
tsp 376 374 0.7%

Domaine SSI
CP NoCP Simp. Moy.

blocks 166 93 76.2%
gripper 90 84 75.1%
hanoi 85 82 0.2%
rovers 16 6 97.3%
satellite 38 23 78.4%
sokoban 205 4 98.6%
tsp 265 266 1.0%

TABLE 1 – Nombre d’instances de SSI-H et SSI pour les-
quelles notre algorithme termine en moins de 600 secondes.
Pour chaque problème, les deux premières colonnes pré-
sentent le nombre d’instance de morphisme STRIPS qui ont
pu être résolues avec et sans, respectivement, l’étape de pré-
traitement basée sur une propagation des contraintes. La
dernière colonne montre le pourcentage moyen de clauses
qui ont pu être éliminées dans l’encodage en FNC φ, grâce
à l’étape d’élimination des associations.

notre algorithme est impuissant sans l’étape préalable d’éli-
mination des associations inconsistantes. En effet, des 204
instances résolues par notre implémentation, aucune n’est
résolue une fois le pré-traitement désactivé. Dans le cas gé-
néral, cependant, on observe une augmentation du nombre
d’instances résolues qui, sans pour autant changer d’ordre
de grandeur, reste significatif. Par exemple, pour le domaine
Satellite, dans le cas de SSI, 34 instances sont résolues
lorsque la propagation de contraintes est activée, alors que
seulement 22 peuvent être décidées sans pré-traitement.

Plus spécifiquement, pour presque toutes les instances de
test, le pré-traitement permet une réduction non-négligeable
de la taille de l’encodage propositionnel. C’est ce qui est
montré dans les colonnes appelées “Simp. Moy” dans la
Table 1, qui représentent la proportion moyenne de clauses
simplifiées grâce à l’étape d’élimination des associations
inconsistantes. Les plus grands pourcentages de clauses
simplifiées sont trouvés dans les domaines qui contiennent
peu de symétries. Par exemple, pour le domaine Rovers, les
fluents représentent des entités qui sont souvent de types
différents, et qui sont donc affectés de manières très diffé-
rentes par les actions. Cela peut s’illustrer par des actions
de la forme navigate ( rover , x, y), qui ont un profil qui
leur est propre, et qui sont peu nombreuses. Par conséquent,
leurs domaines respectifs sont de tailles très réduites, ce qui
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est très favorable à notre algorithme.
Au contraire, les domaines contenant un grand nombre de
symétries ne profitent que très peu de l’élimination d’asso-
ciations. C’est le cas du domaine Hanoi, pour lequel toutes
les actions ont le même profil : à l’exception des informa-
tions données par l’état initial et le bug, tous les disques
sont a priori interchangeables, ce qui ne permet pas à notre
pré-traitement d’obtenir des résultats significatifs. Les seuls
fragments d’informations à mêmes de guider la phase de
recherche se retrouvent dans l’état initial, ce que nous pen-
sons être un argument permettant d’expliquer la couverture
légèrement supérieur de SSI, comparé à SSI-H.
Pour certaines instances de notre jeu de test, le pré-
traitement est suffisant pour conclure qu’il n’existe aucun
isomorphisme (homogène) de sous-instances. Cela se pro-
duit lorsqu’une variable voit son domaine réduit à l’en-
semble vide. Dans ce cas, l’algorithme peut alors faire
l’économie complète de la phase de recherche. Ainsi,
notre algorithme est plus efficace lorsqu’il s’agit de dé-
tecter qu’il n’existe aucun isomorphisme (homogène) de
sous-instances. C’est ainsi que notre étape d’élimination
des associations inconsistantes nous permet d’augmenter
grandement notre couverture des instances de morphismes
STRIPS qui sont négatives, tandis que notre performances
sur les instances positives est plus modeste, quoique signi-
ficatif. Ces résultats sont compilés dans la Figure 1.
La Table 2 montre que le temps que prend l’étape de pré-
traitement est négligeable devant le reste de l’algorithme.
Plus précisément, que ce soit dans les domaines où elle
élimine un grand nombre d’associations, ou dans les do-
maines où son efficacité est plus limitée, la propagation
de contraintes prend rarement plus de quelques secondes.
C’est ainsi que les instances où le pré-traitement permet de
conclure sont résolues quasi-immédiatement.
On peut en outre relever, dans la Figure 1b, que résoudre les
500 instances négatives les plus faciles de SSI requiert une
limite de temps à 10 minutes lorsque le pré-traitement n’est
pas activé, alors que cette limite descend à moins d’une mi-
nute lorsque le pré-traitement est ajouté.
Dans la Table 3, nous présentons quelques résultats concer-
nant les tailles absolues des problèmes que nous avons
été en mesure de résoudre. A chaque instance de plani-
fication STRIPS P = ⟨F, I,O,G⟩, on associe une taille
|P | = |F | + |O|. Dans la mesure où une instance de mor-
phisme STRIPS a deux dimensions principales, que l’on re-
présente par les tailles respectives des instances de planifi-
cation qui la constituent, on présente deux manières diffé-
rentes de mesurer la taille d’une instance de SSI.
Dans les trois premières colonnes de la Table 3, pour
une instance de morphisme STRIPS donnée, on considère
la somme des tailles des deux instances de planification
constituant l’instance, et on présente l’instance maximi-
sant cette somme. Cependant, avec cette mesure, P ′ est
souvent de taille disproportionnée par rapport à P . Ce
déséquilibre peut être expliqué par le fait que l’encodage
en une formule propositionnelle est de temps et de taille
O(|O| · |O′| · |F | · |F ′|), comme mentionné précédemment.
Dans les deux dernières colonnes, on considère l’ordre lexi-

Domaine SSI-H
CP Comp. Résol. Temps total

blocks 0.5 93.3 76.8 170.3
gripper 0.2 23.5 9.8 33.4
hanoi 0.3 43.9 78.0 122.0
rovers 1.8 168.9 2.2 171.4
satellite 0.4 116.4 48.8 165.4
sokoban 1.7 222.7 2.3 225.2
tsp 0.2 50.7 46.7 97.5

Domaine SSI
CP Comp. Résol. Temps total

blocks 0.4 83.3 94.6 178.1
gripper 0.1 11.2 35.2 46.5
hanoi 0.3 70.9 47.8 118.9
rovers 1.7 180.7 2.7 183.5
satellite 0.4 85.0 10.3 95.4
sokoban 1.7 220.6 1.4 222.3
tsp 0.1 14.6 26.6 41.2

TABLE 2 – Temps moyen, en secondes, passé dans chacune
des trois étapes principales de l’algorithme : pré-traitement
(CP), compilation vers SAT, et résolution, respectivement.
La dernière colonne résume le temps total moyen utilisé par
l’algorithme. Nous ne présentons ici que les résultats pour
les instances qui ont pu être décidées avec succès (positi-
vement ou négativement) : les résultats pour SSI-H et SSI
sont donc non-comparables.

cographique sur les couples (|P |, |P ′|). On représente, pour
chaque problème, l’instance maximisant cette métrique.

7 Conclusion
Dans cet article, nous nous sommes tout d’abord intéres-
sés au problème SI, qui traite de la synthèse d’un isomor-
phisme entre deux instances STRIPS, et nous avons mon-
tré sa GI-complétude. Ensuite, nous avons introduit la no-
tion d’isomorphisme de sous-instance STRIPS, ainsi que
les problèmes associés SSI et SSI-H. En sus de prouver
la NP-complétude de ces deux problèmes, nous avons pro-
posé un algorithme permettant de les résoudre, basé sur des
techniques de propagation de contraintes, ainsi que sur une
compilation vers SAT.
Notre évaluation expérimentale de cet algorithme a permis
de montrer que des techniques classiques de propagation de
contraintes, utilisées en pré-traitement, permettent d’amé-
liorer grandement les performances d’un solveur SAT. Cela
dit, bien que l’étape de pré-traitement en elle-même n’est
que très peu coûteuse, tous les domaines de notre jeu de
test n’en ont pas tiré le même parti.
De manière plus générale, notre travail fait office d’illustra-
tion d’un problème ouvert plus large, qui consiste à identi-
fier quelles caractéristiques de problèmes de NP les rendent
plus enclins à bénéficier de cette approche hybride entre
programmation par contraintes et résolution SAT.
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FIGURE 1 – Nombre d’instances SSI et SSI-H que notre implémentation peut résoudre, en fonction du temps laissé à l’algo-
rithme. La courbe bleue (resp. orange) correspond au cas où le pré-traitement est activé (resp. désactivé).

Domaine
SSI-H

Somme max. |P | max.
|P | |P ′| Somme |P | |P ′|

blocks 57 4642 4699 534 534
gripper 510 510 1020 510 510
hanoi 13 3328 3341 391 391
rovers 276 2667 2943 920 920
satellite 147 2066 2213 608 920
sokoban 2212 2286 4498 2212 2286
tsp 182 930 1112 462 462

Domaine
SSI-H

Somme max. |P | max.
|P | |P ′| Somme |P | |P ′|

blocks 57 4642 4699 534 534
gripper 510 510 1020 510 510
hanoi 13 6953 6966 391 513
rovers 276 2667 2943 920 920
satellite 147 2610 2757 608 920
sokoban 2212 2286 4498 2212 2286
tsp 90 930 1020 380 380

TABLE 3 – Tailles des plus grandes instances pouvant être
résolues par notre implémentation, avec les contraintes spa-
tiales et temporelles imposées, pour SSI-H et pour SSI.
Dans les trois premières colonnes, on considère la somme
des tailles des instances de planifications qui constituent le
problème de morphisme STRIPS. Dans les colonnes sui-
vantes, on considère la taille de P , plus petite instance
parmi les deux formant l’instance de morphisme STRIPS.
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Résumé
La recherche locale est une technique largement utili-
sée afin de trouver rapidement de bonnes solutions à un
problème d’optimisation. Afin de ne pas rester bloqué
sur un minimum local, on utilise généralement des méta-
heuristiques ou des techniques visant à explorer de larges
voisinages de la meilleure solution courante. C’est ce qu’on
appelle la recherche à large voisinage et qui est la base de
ces travaux. Cet article propose un algorithme générique
pour explorer de larges voisinages autour d’une solution
donnée en utilisant des diagrammes de décision.

Mots-clés
Recherche Opérationelle, Optimisation combinatoire, Dia-
grammes de Décision,

Abstract
Local search is a well-known technique to solve combi-
natorial optimization problems efficiently. To escape local
minima one generally uses metaheuristics or try to design
large neighborhoods around the current best solution. A so-
mewhat more black box approach consists in using an op-
timization solver to explore a large neighborhood. This is
the large-neighborhood search (LNS) idea that we reuse in
this work. We introduce a generic neighborhood explora-
tion algorithm based on restricted decision diagrams (DD)
constructed from the current best solution.

Keywords
Operations Research, Combinatorial Optimization, Deci-
sion Diagrams,

1 Introduction
La recherche locale est une approche largement utilisée
pour obtenir rapidement de bonnes solutions à des pro-
blèmes d’optimisation combinatoire [HM09, HS04]. Mal-
heureusement, une simple descente de gradient basée sur
des petites perturbations comme des bi-intervertissements
peut vite se trouver bloquée dans un minimum local. Dans
ce cadre, les méta-heuristiques comme la recherche tabou
ou le recuit-simulé peuvent permettre une certaine amé-
lioration. Une autre alternative pour sortir des minima lo-
caux consiste à explorer de grands voisinages autour de la
meilleure solution connue dans l’espoir de trouver une so-
lution encore meilleure. Ce faisant, le besoin de dévelop-
per des méta-heuristiques fines et complexes se fait moins

pressant, car la recherche est moins "myope". La construc-
tion de ces grands voisinages nécessite cependant souvent
une grande expertise. Un exemple de ce type de voisi-
nage qui permet d’obtenir d’excellents résultats sur les pro-
blèmes de routage de véhicules s’appelle le voisinage de
Lin-Kernighan [LK73] et généralise les approches 2-opt et
k-opt. Pour d’autres problèmes, des voisinages de taille ex-
ponentielle peuvent être explorés grâce à des algorithmes en
temps polynomiaux tels les algorithmes de chemins ou flux
maximaux [AEOP02]. On parle alors de voisinages très
larges. Ceux-ci sont malheureusement souvent très forte-
ment liés au problème qu’ils visent à résoudre et sont diffi-
cilement transposables, même dans le cas où le problème ne
change que légèrement. Une approche plus générique basée
sur la même idée utilise un solveur d’optimisation afin d’ex-
plorer ces voisinages larges [Sha98]. Le principal avantage
de cette approche tient au fait que l’expertise de l’utilisateur
peut se limiter à la modélisation du problème sans requérir
une connaissance approfondie d’algorithmes nécessaires au
développement de voisinages complexes. Cette approche
alterne entre deux phases : (1) le relâchement d’une frac-
tion des variables de décision et (2) l’assignation d’une va-
leur à ces variables à l’aide dudit solveur d’optimisation.
Cette approche a été utilisée avec succès en combinant re-
cherche locale et programmation par contrainte (PPC) pour
la résolution de problèmes d’ordonnancement [LRSV18] et
des problèmes de routage de véhicules [JVH11]. Ce type
de techniques s’est aussi développé sous le nom de bran-
chement local en utilisant des solveurs de programmation
linéraire en nombres entiers (PLNE) [FL10]. Récemment,
certains problèmes d’optimisation combinatoire ont été ré-
solus de façon très efficace en utilisant des approches ba-
sées sur les diagrammes de décision [BCvHH16]. Des sol-
veurs génériques basés sur celles-ci ont même été dévelop-
pés [GSC20]. Il est donc naturel de chercher à exploiter ce
type de solveurs pour explorer de larges voisinages.

Contributions Cet article montre comment utiliser les
idées développées dans [BCvHH16] afin d’explorer de
larges voisinages autour d’une solution. L’efficacité de cette
approche est étayée par une étude expérimentale portant sur
deux problèmes d’optimisation sous contrainte à savoir le
problème de séquençage de pigments (PSP) [GW99, Pro-
blème 58] et le problème du voyageur de commerce avec
fenêtres de temps (PVC-FT) [GCLR20]. En dépit de sa
simplicité et de son aspect générique, notre approche s’est
avérée être compétitive vis-à-vis de l’état de l’art pour le
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1er problème [PW06] et a permis de trouver de nouvelles
meilleures solutions connues pour certaines instances du se-
cond [GCLR20].

2 Optimisation discrète

Un problème d’optimisation discrète est un problème de sa-
tisfaction auquel on a adjoint une fonction d’objectif à mi-
nimiser. Plus formellement, on dit qu’un problème d’opti-
misation P se définit comme min {f(x) | x ∈ D ∧ C(x)}
dans lequel C est un ensemble de contraintes, x =
〈x0, . . . , xn−1〉 est un ensemble d’affectations de valeurs
à des variables de décisions ; lesquelles sont chacune asso-
ciées à un domaine Di s.t. D = D0 × · · · ×Dn−1 dont les
valeurs sont tirées. La fonction f : D → R est la fonction
d’objectif à minimiser.

Parmi toutes les solutions réalisables Sol(P) ⊆ D (c-à-
d qui satisfont toutes les contraintes de C), on dénote la
meilleure solution par x∗. D’où, x∗ ∈ Sol(P) et ∀x ∈
Sol(P) : f(x∗) ≤ f(x).

3 Programmation dynamique

La programmation dynamique (PD) a été introduite par
Bellman au milieu des années 50 [Bel54]. Cette stratégie de
résolution de problème est si populaire qu’elle constitue le
coeur de nombre d’algorithmes classiques, notamment les
algorithmes de Dijkstra [CLRS09, p.658] et Bellman-Ford
[CLRS09, p.651].

Bien qu’on envisage souvent la programmation dynamique
via le prisme de la récursion, il est aussi assez naturel de
considérer ce modèle en le considérant comme un système
de transitions labellisées. En adoptant cette perspective, le
problème d’optimisation P est constitué de :

— un ensemble S = {S0, . . . , Sn} d’espaces d’états
parmi lesquels on distingue l’état initial r, l’état ter-
minal t et l’état infaisable ⊥.

— un ensemble τ de fonctions de transitions t.q. τi :
Si ×Di → Si+1 emmenant le système d’un état si

à l’état si+1 suivant, pour tout i = 0, . . . , n− 1 ; sur
base de la valeur d affectée à la variable xi. (Cette
transition peut aussi amener à l’état ⊥ si l’affecta-
tion xi = d viole une des contraintes de C). Ces
fonctions ne doivent jamais permettre de "réparer"
une infaisabilité 1 (τi(⊥, d) = ⊥) peu importe la
valeur de d ∈ Di).

— un ensemble de fonctions de couts de transitions hi :
Si×Di → R qui représentent le gain immédiat qu’il
y a à affecter une valeur dßDi à la variable xi (pour
i = 0, . . . , n− 1).

— une valeur initiale vr.

Sur cette base, on exprime la fonction d’objectif f(x) du

1. Au sens d’une condition de sureté

problème P comme :

minimiser f(x) = vr +

n−1∑

i=0

hi(s
i, xi)

tel que

si+1 = τi(s
i, xi) pour i = 0, . . . , n− 1;xi ∈ Di ∧ C(xi)

si ∈ Si pour i = 0, . . . , n

où C(xi) est un prédicat qui est vrai lorsqu’une affectation
partielle 〈x0, . . . , xi〉 ne viole aucune contrainte de C.
L’attrait de ce type de formulation vient de sa simplicité et
de son expressivité qui permet d’aisément capturer la struc-
ture du problème à résoudre. De plus, cette formulation
se prête naturellement à une représentation sous forme de
diagramme de décisions multivalué, lequel représente alors
l’intégralité de Sol(P).

4 Diagrammes de Décision
En toute généralité, un diagramme de décision (DD) est un
type d’automate à couches t.q. un chemin entre la source et
un nœud terminal passe par exactement un nœud de chaque
couche. Dans cette structure, les libellés des arcs sont in-
terprétés comme l’affectation d’une valeur à une variable
donnée. De ce fait, le DD pris comme un tout peut être vu
comme un encodage compact de l’ensemble des solutions
d’un problème donné.
Formellement, un DD B est un graphe sans circuit à
couches B = 〈n,U,A, l, d, v, σ〉 où n est le nombre de
variables du problème, U est l’ensemble des nœuds du
graphe ; chacun desquels étant associé à un état σ(u).
Le partitionnement l : U → {0 . . . n} groupe les
nœuds de U en couches disjointes L0 . . . Ln t.q. Li =
{u ∈ U : l(u) = i} de nœuds appartenant aux mêmes es-
paces d’état (∀u ∈ Li : σ(u) ∈ Si pour i = 0, . . . , n).
Aussi, les états de tous les nœuds appartenant à une même
couche sont distincts (∀u1, u2 ∈ Li : u1 6= u2 =⇒
σ(u1) 6= σ(u2) ; i = 0, . . . , n).
L’ensemble A ⊆ U × U de ce modèle formel est un en-
semble d’arcs qui joignent les nœuds de U . Un tel arc a =
(u1, u2) connecte des nœuds appartenant à deux couches
successives (l(u1) = l(u2) − 1) et doit être vu comme la
matérialisation d’une décision de branchement sur la va-
riable xl(u1). C’est pourquoi tous les arcs sont annotés avec
libellés d : A → D et v : A → R qui associent respective-
ment une décision et une valeur (poids) à un arc donné.

Exemple 1. Un arc a connectant le nœud u1 ∈ L3 au nœud
u2 ∈ L4, annoté avec d(a) = 6 et v(a) = 42 doit être com-
prise comme l’affectation x3 = 6 effectuée depuis l’état
σ(u1). Cela indique de plus que τ3(σ(u1), 6) = σ(u2) et le
coût de cette affectation est v(a) = h3(σ(u1), 6) = 42.

Puisque chaque r-t chemin d’un DD B décrit une affectation
satisfaisant le problème P , on appellera Sol(B) l’ensemble
des solutions encodées dans B. Aussi, puisqu’ils ne sont
pas réparables, les chemins irréalisables sont omis du DD.
Il s’ensuit que trouver la solution x∗ dans un DD revient à
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trouver le plus court r-t chemin dans B (selon les poids v
des arcs).
DD Exact Étant donné un problème P , un DD B est exact
s’il encode exactement l’ensemble des solutions Sol(B) =
Sol(P) de P . En d’autres termes, non seulement tous les
r-t chemin de B encodent des solutions réalisables de B ;
mais toutes les solutions de P sont aussi présentes dans B.
Un DD exact pour le problème P peut être compilé via une
procédure de haut en bas qui découle naturellement de la
définition ci-dessus. Pour ce faire, il suffit de "dérouler" la
relation de transition de façon répétée jusqu’à ce que toutes
les variables aient reçu une valeur (Algorithme 1).

Algorithme 1 : Compilation d’un DD exact de haut en bas

1 Entrée : un PD P = 〈S, r, t,⊥, vr, τ, h〉 ;
2 L0 ← {r} ;
3 pour i ∈ {0 . . . n− 1} , u ∈ Li, d ∈ Di faire
4 u′ ← τi(σ(u), d) ;
5 si u′ 6= ⊥ alors
6 Li+1 ← Li+1 ∪ {u′} ;
7 a← (u, u′) ;
8 v(a)← hi(σ(u), d) ;
9 d(a)← d ;

10 A← A ∪ a ;

DD Restreint Bien que leur encodage soit compact, la
construction des DD peut requérir une quantité de mémoire
exponentielle dans le pire des cas. De ce fait, il n’est sou-
vent pas raisonnable de chercher à encoder l’ensemble com-
plet des solutions d’un problème dans un DD exact. C’est
pourquoi des approximations ont été inventées pour ces DD
exacts ; lesquelles garantissent de n’utiliser qu’une quan-
tité de mémoire bornée. Cet article n’utilise qu’une seule
variante de ces approximations de taille bornée : les DD
restreints. L’Algorithme 2 montre comment compiler un
tel DD restreint. En pratique, il s’agit d’insérer un appel
à une procédure de bornage de la largeur du DD. Celle-ci
(qu’on appellera restreindre) garantit que la largeur
(le nombre |Li| de nœuds distincts au sein de la couche
Li) de Li n’excède pas une limite W fixée à priori. Pour
ce faire, restreindre conserve les nœuds les plus pro-
metteurs (selon une heuristique) et supprime les autres. Les
choix posés par la fonction restreindre sont d’un im-
portance évidente car ce sont eux qui déterminent les nœuds
– et par là même les chemins = les solutions représentées –
qui seront présentes dans le DD compilé.
Formellement, si le DD exact B encode l’ensemble des so-
lutions du problème P , son homologue restreint B en en-
code un sous-ensemble Sol(B) ⊆ Sol(B). Par conséquent,
le plus court r-t chemin de B est aussi une solution du pro-
blème P et sa longueur donne une borne supérieure sur la
valeur de l’optimum x∗.
Borne grossière Les bornes grossières ont récemment été
proposées par [GCSC21] afin d’accélérer la compilation
des DD et de resserrer les bornes dérivables d’approxima-
tions de taille bornée. L’intuition qui sous-tend cette tech-

nique est la suivante : en supposant que l’on connaisse une
borne supérieure v sur la valeur de la solution optimale, et
en supposant qu’on soit aussi capable de rapidement calcu-
ler une borne inférieure vs (assez grossière, mais facile à
calculer) sur la valeur du plus court r-t chemin passant par
un nœud s donné ; on peut décider d’ignorer le développe-
ment de s et tous ses descendants lorsque vs ≥ v. C’est-à-
dire, lorsqu’on a la garantie qu’aucun chemin passant par s
ne pourra améliorer l’objectif global.
L’Algorithme 2 montre comment calculer un DD res-
treint en utilisant une borne grossière. En pratique il suf-
fit d’inclure à cet effet, un test grossiere(u′) ≤ f(s∗)
permettant d’ignorer le développement d’un nœud u′

lorsque sa borne grossière ne permet pas d’améliorer la
meilleure solution connue. Le reste de cet article utilise
CompilerDDRestreint(P, s∗) pour signifier une
invocation de l’Algorithme 2 où P et s∗ dénotent respec-
tivement le (sous-)problème considéré et sa meilleure solu-
tion actuellement connue.

Algorithme 2 : Compil. d’un DD restreint de haut en bas

1 Entrée : un PD P = 〈S, r, t,⊥, vr, τ, h〉 ;
2 L0 ← {r} ;
3 pour i ∈ {0 . . . n− 1} faire
4 pour u ∈ Li, d ∈ Di faire
5 u′ ← τi(σ(u), d) ;
6 si u′ 6= ⊥ ∧ grossiere(u′) ≤ f(s∗) alors
7 Li+1 ← Li+1 ∪ {u′} ;
8 a← (u, u′) ;
9 v(a)← hi(σ(u), d) ;

10 d(a)← d ;
11 A← A ∪ a ;

12 si |Li+1| > W alors
13 Li+1 ← restreindre(Li+1) ;

5 Recherche à Large Voisinage
Comme cela a été dit dans l’introduction, la recherche à
large voisinage (RLV) est une méthode d’optimisation in-
complète qui vise à permettre un échappement des minima
locaux. Le tout sans nécessiter la maitrise de méta heuris-
tiques avancées et complexes. Pour ce faire, la RLV tente
d’établir un équilibre entre l’intensification (utiliser des al-
gorithmes d’inférence avancés) et la diversification (explo-
rer des voisinages différents). C’est pourquoi, partant d’une
solution initiale s∗, la RLV oscille entre deux phases. La
première consiste à relâcher une petite partie des décisions
faites dans s∗. La seconde phase tente alors de réoptimi-
ser le sous-problème résiduel à l’aide d’un solveur utilisé
comme un oracle. Dès que celui-ci identifie une solution
s′∗ améliorant l’objectif (f(s′∗) < f(s∗)) ; la meilleure so-
lution courante est mise à jour.
Notre Approche Nous proposons d’utiliser des DD res-
treints pour explorer des ensembles de solutions dans un
grand voisinage de s∗. L’Algorithme 3 montre comment
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procéder. À l’instar d’une RLV traditionnelle, notre mé-
thode doit trouver un équilibre entre intensification et diver-
sification. En l’occurrence, l’objectif de diversification est
atteint via la compilation d’un DD restreint (Algorithme 3
lignes 10-11).

Algorithme 3 : RLV avec des DD

1 Entrée : un PD P = 〈S, r, t,⊥, vr, τ, h〉 ;
2 Entrée : s∗ ← la meilleure solution connue, ou rien ;
3 ProfondeurMax← |S| − 2 ;
4 d← ProfondeurMax ;
5 tant que critere de fin non satisfait faire
6 r′ ← r ;
7 si s∗ 6= rien alors
8 r′ ← s∗d;

9 P ′ ← 〈S, r′, t,⊥, v(r′), τ, h〉 ;
10 voisinage← CompilerDDRestreint(P ′, s∗) ;
11 voisin← PlusCourtChemin(voisinage) ;
12 si f(voisin) < f(s∗) alors
13 s∗ ← voisin ;
14 d← ProfondeurMax ;

15 sinon si d = 0 alors
16 d← ProfondeurMax ;

17 sinon
18 d← d− 1 ;

Notre méthode met en oeuvre trois mécanismes d’intensi-
fication. Le premier consiste en l’utilisation (optionnelle)
d’une procédure de bornage grossière afin d’éliminer les
nœuds qui ne peuvent amener aucune amélioration. Les se-
cond et troisième mécanismes découlent du comportement
de la procédure restreindre. Comme le montre l’Algo-
rithme 4, elle effectue une première partition des nœuds de
la couche Li afin de séparer ceux qui doivent être conser-
vés des autres (Algorithme 4 lignes 5-11). Cette décision se
base sur le prédicat doitGarder (Definition 1), lequel ex-
prime qu’un nœud n de la ieme couche doit être gardé si
la valeur affectée à la variable xi du meilleur r-n chemin
(noté p∗r−n(i)) est la même que la valeur affectée à xi dans
s∗ (Algorithme 3 ligne 10). Ceci permet de garantir que la
meilleure solution connue ne sera jamais supprimée du DD
restreint.

Définition 1.

doitGarder(n, s∗, i) ⇐⇒ p∗r−n(i) = s∗(i)

Notre dernier mécanisme d’intensification tient à l’utilisa-
tion de la borne grossière associée à chaque nœud comme
heuristique pour sélectionner les autres nœuds qui pourront
rester dans la couche après restriction. Ceci est visible aux
lignes 12-13 de l’Algorithme 4.
Il y a deux mécanismes qui interviennent afin d’assurer
une diversification suffisante à notre méthode. Le premier
consiste à sélectionner une racine différente pour la com-
pilation de chaque DD restreint. Cette racine est choisie de

façon systématique en choisissant opportunément une ra-
cine en bas du DD ayant fourni la meilleure solution. Puis
en progressant vers les niveaux supérieurs (Algorithme 3
lignes 6-9, 14-18). Le second mécanisme consiste à choisir
quelques nœuds ne satisfaisant pas le prédicat doitGarder
de façon aléatoire, et décider de les ranger dans la partition
des nœuds qui doivent être gardés avec une faible probabi-
lité (ligne 7).

Algorithme 4 : Restrict Procedure

1 Entrée : Li : la couche à restreindre ;
2 Entrée : s∗ : la meilleure solution connue ou rien ;
3 Entrée : W : la largeur de couche maximale ;
4 Entrée : p : une faible probabilitié (p/ex. 10%) ;
5 frontiere← 0 ;
6 pour k ∈ {0..|Li|} faire
7 si doitGarder(Li[k], s∗, i) ∨ hasard() ≤ p alors
8 echanger(Li, frontiere, k) ;
9 frontiere← 1 + frontiere ;

10 garder ← noeuds[0..frontiere[ ;
11 candidats← noeuds[frontiere..|noeuds|[ ;
12 trier(candidats sur la base de leur borne grossière) ;
13 tronquer(candidats,max(0,W − |garder|) ;
14 Li ← concatener(garder, candidats) ;

Points forts Il y a plusieurs points forts à notre approche :
les DD permettent de s’appuyer sur un PD afin d’explorer
de nouveaux voisinages. De plus, contrairement à la RLV
classique, notre approche est parfois capable de prouver
l’optimalité des instances qu’elle résout ; ce qui n’est ha-
bituellement possible qu’en utilisant des méthodes exactes
t.q. la programmation linéaire en nombres entiers ou un
système de séparation et évaluation[BCvHH16]. En effet,
notre méthode génère des ensembles de solutions com-
plètes à chaque itération. Et, étant donné que la valeur de
la meilleure solution connue s’améliore avec le temps, il
en va de même pour la force d’élagage des bornes gros-
sières. De ce fait, il est possible qu’au fil du temps, cette
force d’élagage devienne suffisante pour compiler le DD
sans avoir recours à la procédure restreindre. Dans ce
cas, le DD compilé est un DD exact, ce qui suffit à prouver
l’optimalité de la meilleure solution qu’il contient. Naturel-
lement, cette capacité résulte d’un compromis entre la force
d’élagage des bornes grossières et la largeur du DD com-
pilé. C’est pourquoi il n’est pas toujours possible d’arriver
à une preuve d’optimalité. Nous pensons néanmoins que
cette possibilité est suffisamment remarquable pour qu’elle
soit mentionnée à propos d’une approche incomplète.

Un autre point fort de notre méthode tient à l’aspect confi-
gurable de la compilation des DD. Ce qui signifie qu’il est
possible de choisir la largeur des DDs et par là, le temps né-
cessaire à les compiler ; arbitrant de ce fait un compromis
entre la diversification et l’intensification.
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6 Étude expérimentale
Nous avons utilisé deux problèmes d’ordonnancement afin
d’évaluer l’efficacité de notre méthode de RLV avec DD :
un problème de dimensionnement et ordonnancement de
lots discrets (PSP) ainsi que le problème du voyageur de
commerce avec fenêtres temporelles (PVC-FT).
PSP Le problème du séquençage de pigments est un
problème d’ordonnancement de lots multi-items sous
contrainte de capacité. Il est décrit dans la CSPLib [GW99,
Problème 58] et est étudié en détail dans [PW06]. C’est
un problème de planification de production dans lequel un
item doit être produit sur une machine à chaque pas de
temps afin de satisfaire la demande pour chacun des pro-
duits tout en minimisant les couts de stockage et de recon-
figuration de la machine. Le PSP est caractérisé par un 5-
tuple 〈I,H,S, C,Q〉 où :

— I = {0, . . . , n− 1} est l’ensemble des items à pro-
duire,

— H est l’horizon temporel,
— S est un vecteur de couts de stockage t.q. Si est le

cout à payer pour stocker une unité de type i pen-
dant un pas de temps.

— C est une matrice de couts de reconfiguration t.q.
Ci,j est le cout à payer pour passer de la production
d’un item de type i à un item de type j.

— Q est un vecteur de demande par item. Étant donné
une demande 0 ≤ t < H et un item i ∈ I, on
utilise Qit pour dénoter le nombre d’items de type i
qui doivent être livrées au temps t. Les sections qui
suivent supposent que les demandes sont normali-
sées : Qit ∈ {0, 1} ∀t, i.

Programmation Linéaire en Nombres Entiers Les
équations (1) – (6) donnent une formulation du PSP sous
forme de programme en nombres entiers. En accord avec la
terminologie de [PW06], ce modèle est appelé PIG-A-1.

minimiser
∑

i,j,t

Ci,jcti,j +
∑

i,t

Sisti (1)

tel que

s0i = 0 ∀i ∈ I (2)

xti + st−1i = Qit + sti ∀i ∈ I; 0 ≤ t < H (3)

xti ≤ yti ∀i ∈ I, 0 ≤ t < H (4)
∑

i,t

yti = 1 ∀i ∈ I, 0 ≤ t < H (5)

cti,j ≥ yt−1i + ytj − 1 ∀i, j ∈ I; 0 ≤ t < H (6)

où xti est une variable de production binaire (1 lorsqu’on
produit un item de type i au temps t, 0 sinon). yti est une
variable binaire d’installation (1 ssi la machine est prête à
produire un item de type i au temps t). cti,j est une variable
de reconfiguration (1 ssi la configuration de la machine a
changé de i vers j au temps t). sti est une variable entière de
comptant le nombre d’items de type i stockés au temps t.

Dans ce modèle, (1) est la fonction d’objectif à minimi-
ser. (2) est une contrainte imposant que le stock de chaque
type d’item soit vide au démarrage. L’équation (3) est une
contrainte de conservation indiquant qu’un item est soit sto-
cké soit livré une fois qu’il a été produit. La contrainte (4)
impose une consistance entre la production et les variables
de configuration de la machine. (5) est une contrainte de
capacité imposant qu’au plus une unité d’un seul type
d’item soit produite par pas de temps. Enfin, (6) est une
contrainte forçant la consistance entre les variables d’instal-
lation (yt−1i ,ytj) et les variables de reconfiguration (cti,j).

Programme Dynamique 2 Afin de formuler un PD pour
PSP, il est utile de définir T it sur base des données du pro-
blème. T it exprime le moment où la demande précédente
d’un item de type i doit avoir été satisfaite (pour un item de
type i et un moment 0 ≤ t ≤ H).

T i0 = −1 T it =

{
t− 1 si Qt−1i > 0

T it−1 sinon

Les éléments du PD pour PSP sont les suivants :
— un état st ∈ SH−t est un tuple 〈k, u〉 dans lequel k

représente le type d’item produit au temps t + 1,
et u est un vecteur reprenant la date de livraison
précédente pour chaque type d’item. On a donc :
r =

〈
−1,

(
T 0
H, T 1

H, . . . , T n−1H
)〉

— τt(〈k, u〉 , d) =





〈
d,
(
u0, ...ud−1, T d

ud
, ud+1, ...un−1

)〉

lorsque ud ≥ t
⊥ sinon

— ht(〈k, u〉 , d) =
{
Sd · (ud − t) si k = −1
Ck,d + Sd · (ud − t) sinon

— vr = 0.

Borne grossière Puisque le PSP est un problème de
Wagner-Within (WW) [PW06] en l’absence des couts de
reconfiguration, une borne grossière pour un état st =
〈k, u〉 ∈ SH−t est donnée par le cout WW de st plus le
poids total d’un plus petit arbre couvrant l’ensemble des
couts de reconfiguration entre les items i t.q. ui ≥ 0.
PVC-FT Le PVC-FT est une variante du PVC dans laquelle
les clients du voyageur de commerce ne peuvent être vi-
sités que pendant des fenêtres de temps données. Ce pro-
blème est connu pour être difficile à résoudre. En effet, il
a été prouvé que la satisfaisabilité de ce problème est NP-
complète [Sav85]. Formellement, le PVC-FT est caracté-
risé par le nombre N de clients à visiter, D la matrice car-
rée de distance entre les différents clients t.q. Di,j dénote
la distance entre les clients i et j ; H est l’horizon tem-
porel considéré et T W est le vecteur de fenêtre de temps
t.q. T Wi = (ei, li) où ei correspond au moment auquel le
voyageur peut visiter le client i au plus tôt et li le dernier
moment auquel cette visite peut avoir lieu.

2. Pour autant que nous sachions, ce problème n’a jamais été résolu via
la programmation dynamique avant cet article. Ceci est donc une contri-
bution supplémentaire de notre article
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Modèle de PPC Nous fournissons ci-dessous un modèle
de PPC avec Minizinc pour le PVC-FT. La valeur de la va-
riable xi indique le client qui est visité en ieme position du
tour. Les variables auxiliaires ai représentent les moments
auxquels le voyageur de commerce visite le ieme client du
tour. Les contraintes assurent i) que le tour du voyageur de
commerce démarre et se termine au dépôt ii) que chaque
client soit visité exactement une fois iii) que les fenêtres de
temps soient respectées et iv) que le voyageur ne puisse pas
de déplacer plus rapidement que spécifié dans la matrice de
distance (mais il a le droit d’attendre). Enfin, on minimise
l’objectif de temps de parcours.
% Le tour doit commencer/terminer dans la ville 0
constraint (x[0] = 0 /\ x[N] = 0 /\ a[0] = 0);
constraint alldifferent_except_0(x);
% On force le respect des fenetres de temps
constraint forall(i in 0..N)(PlusTot[x[i]] <= a[x[i]]);
constraint forall(i in 0..N)(a[x[i]] <= PlusTard[x[i]]);
constraint forall(i in 0..N-1)(

a[x[i+1]] >= a[x[i]] + Distance[x[i],x[i+1]]
);
% Objectif de temps de trajet a minimiser
int: trajet = sum(i in 0..N-1)(Distance[x[i],x[i+1]]);
solve minimize trajet;

Programme Dynamique De nombreux modèles de PD
ont déjà été proposés pour le PVC-FT [Sav85, DDGS95,
MBR97]. Dans cet article, il est modélisé comme suit :

— un état st ∈ St est un tuple 〈t, c, ρ〉 où t denote le
pas de temps actuel, c donne la position courante
du voyageur de commerce et ρ est l’ensemble des
clients qui doivent encore être visités. En particulier,
on a r = 〈0, 0, {1 . . . N − 1}〉.

— τt(〈t, c, ρ〉 , d) =





〈max (ed, t+Dc,d) , d, ρ \ {d}〉
quand ld ≥ t+Dc,d

⊥ sinon
— ht(〈t, c, ρ〉 , d) = Dc,d
— vr = 0

Borne grossière Une borne inférieure – simple, mais
néanmoins effective – sur la valeur optimale attei-
gnable depuis un état st = 〈t, c, ρ〉 est donnée par la
somme de min {Dc,o | o ∈ ρ}, du cout d’un arbre mi-
nimum couvrant la distance entre les clients de ρ, et
min {Do,0 | o ∈ ρ ∧Do,0 ≤ l0}. Intuitivement, ces trois
termes représentent respectivement la plus courte distance
entre la position courante du voyageur et n’importe quel
autre client à visiter ; une estimation du plus petit temps de
parcours possible entre les clients encore à visiter et la plus
courte distance jusqu’au dépôt depuis n’importe quel client
encore à visiter dont la fenêtre de temps permet qu’il soit
visité juste avant le retour au dépôt.

6.1 Protocole expérimental
Toutes nos expériences ont été réalisées sur la même ma-
chine physique, laquelle est équipée de deux processeurs
Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2687W v3 et 128Go de mémoire
vive. Sur cette machine, on a donné à chaque solveur un
budget temporel de 10 minutes d’exécution sur un seul fil
et un quota de mémoire utilisable de 2Go maximum pour
résoudre chaque instance.

PSP Nous avons utilisé notre propre implémentation d’un
cadre générique de résolution de problèmes via RLV-DD et
y avons branché le PD décrit ci-dessus. Nous avons com-
paré l’efficacité du solveur ainsi obtenu avec celle de l’état
de l’art pour la résolution de ce problème (modèle PLNE
nommé PIG-A-3 dans [PW06]). Étant donné la simplicité
de notre modèle, et puisque PIG-A-3 a bénéficié des amé-
liorations amenées par des experts du sujet durant plus
d’une dizaine d’années ; nous avons aussi inclus les mo-
dèles PIG-A-1 et PIG-A-2 dans notre comparaison. Ceux-ci
devraient donner une idée de ce qu’un modélisateur pourrait
raisonnablement produire comme modèle pour le PSP. Les
trois modèles PLNE, proviennent directement de [PW06]
et sont programmés et résolus avec FICO Xpress Mosel
v8.11. Nos expériences portent sur 500 instances générées
aléatoirement qu’il était impossible de résoudre en utilisant
uniquement un PD ou une approche brancher-et-borner à
base de DD [BCvHH16, GCSC21]. Ces 500 instances ont
|I| = 10, H ∈ {50, 100}. Les valeurs de leurs Si et Ci,j
varient entre 10 et 50.

PVC-FT Les expériences que nous avons réalisées à pro-
pos du PVC-FT utilisent le même cadre générique de celles
pour PSP ; et se basent sur le PD décrit ci-dessus. Nous
avons comparé l’efficacité du solveur ainsi obtenu avec une
implémentation du modèle par PPC de la section 6 dans
Choco 4.10.6 3. Ce dernier a été configuré pour permettre
la ré-optimisation de petites séquences de 5 variables de
décision xi . . . xi+4 choisies de façon aléatoires à chaque
redémarrage 4.
Nos expériences portent sur les 467 instances des suites
de référence généralement utilisées pour évaluer la perfor-
mance de nouveaux solveurs pour le PVC-FT.

Résultats La Table 1 montre pour chaque solveur, le
nombre d’instances du PSP dont la meilleure solution
connue a été identifiée. Elle montre aussi le nombre d’ins-
tances pour lesquelles l’objectif de la meilleure solution
trouvée se trouvait à moins d’1% de la meilleure solution
connue ( trouve−meilleure_connue

meilleure_connue ≤ 1%). Cette table nous
montre assez clairement que l’approche RLV-DD est très
efficace pour trouver de bonnes solutions. En effet, cette
méthode surclasse toujours les modèles PIG-A-1 et PIG-A-
2, même lorsque la largeur maximale d’une couche (des DD
compilés) est limitée à 10 nœuds seulement. De plus, bien
que le PD sous-jacent soit très simple, l’efficacité de notre
approche est comparable à celle qu’on peut obtenir avec le
modèle PIG-A-3 qui est nettement plus complexe.
Comme la satisfaisabilité du PVC-FT est NP-complete et
afin d’établir une comparaison honnête entre RLV-PPC et
RLV-DD; nous avons initialisé la résolution de tous les
solveurs avec une solution faisable calculée hors ligne (la
même pour toutes les techniques). Ces solutions initiales
ont été obtenues à l’aide d’une variante de l’algorithme
de Da Silva et Urrutia [DSU10]. La Table 2 montre pour
chaque solveur, le nombre d’instances pour lesquelles l’ob-

3. https ://choco-solver.org/
4. Plusieurs relaxations alternatives ont été testées, et ces paramètres

sont ceux qui donnaient les résultats les plus favorables à la PPC.
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Méthode W Meill. Sol. 1% de la meilleure sol.
PIG-A-1 N.A. 35 232
PIG-A-2 N.A. 97 226
PIG-A-3 N.A. 475 499
RLV-DD 10 167 449
RLV-DD 100 276 489
RLV-DD 1000 368 490

TABLE 1 – Nombre d’instances PSP pour lesquelles la
meilleure solution connue a été identifiée et pour lesquelles
l’objectif de la meilleure solution trouvée est à moins d’un
pourcent de la meilleure solution connue.

Méthode W Meill. Sol. 1% de la meilleure sol.
RLV-PPC N.A. 144 184
RLV-DD 10 197 246
RLV-DD 100 217 261
RLV-DD 1000 217 249

TABLE 2 – Nombre d’instances PVC-FT pour lesquelles
l’objectif de la meilleure solution trouvée correspond à ce-
lui de la meilleure solution publiée ; ainsi que le nombre
d’instances pour lesquelles l’objectif de la meilleure solu-
tion trouvée est à moins d’un pourcent du meilleur objectif
connu.

jectif de la meilleure solution trouvée correspond à celui
de la meilleure solution connue (publiée). De plus, elle
montre le nombre d’instances pour lesquelles l’objectif
de la meilleure solution trouvée se trouve à moins d’un
pourcent de l’objectif de la meilleure solution connue. Cette
table montre que les deux méthodes sont très efficaces pour
trouver de bonnes solutions pour le PVC-FT; avec un lé-
ger avantage en faveur de RLV-DD par rapport à RLV-PPC.
Durant cette phase de nos expériences, nous avons identifié
75 nouvelles solutions ayant un objectif égal à celui de la
meilleure solution publiée.
Afin d’évaluer la capacité de ces méthodes à optimiser
le PVC-FT indépendamment de la solution initiale, nous
avons répété l’expérience en initialisant cette fois les sol-
veurs avec la meilleure solution publiée. Les deux tech-
niques ont été capables de trouver de nouvelles solutions
améliorant l’objectif par rapport aux meilleures solutions
connues. En pratique, RLV-DD a permis d’identifier 8 nou-
velles solutions améliorantes dans deux suites de référence
(AFG et OhlmannThomas) et RLV-PPC a permis d’en iden-
tifier 10 dans la suite de référence OhlmannThomas.
Il est intéressant de noter que nos résultats expérimentaux
indiquent que la largeur maximaleW des DD compilés per-
met de facilement configurer le niveau de diversification de
la recherche. En effet, on observe aussi bien sur la Table 1
que la Table 2 qu’accroitre la largeur maximum W permet
d’améliorer la performance du solveur (jusqu’à un certain
point où cela devient contre-productif).

7 Travaux Connexes
Notre approche peut être considérée comme une hybrida-
tion des techniques d’optimisation à base de DD (ODD), de

recherche par faisceaux, RLV et de l’heuristique de sauve-
garde de phase couramment utilisée dans les solveurs SAT
[PD07]. D’autres ont récemment proposé des techniques
qui combinent certains de ces ingrédients. Toutefois, et pour
autant que nous sachions, aucune approche n’a jamais pro-
posé de les combiner tous. Par exemple, [LIB10] propose
une hybridation de la recherche par faisceaux avec une op-
timisation par colonie de fourmis afin de résoudre le PVC-
FT. Contrairement à notre approche, cette technique se base
sur une optimisation par colonie de fourmis plutôt qu’un
programme dynamique.
Les travaux très récents [DCS18] et [BFP+20] cherchent
à atteindre un objectif similaire au nôtre. Pour ce faire,
ils combinent programmation par contrainte, sauvegarde de
phase et RLV en vue de résoudre des problèmes combina-
toires difficiles. Leurs travaux se concentrent toutefois sur
des propagateurs alors que nos travaux cherchent unique-
ment à exploiter une formulation du problème sous forme
de programme dynamique.

8 Conclusions
Dans cet article, nous avons proposé et évalué une méthode
qui combine la recherche à larges voisinages avec des dia-
grammes de décisions afin de résoudre des problèmes d’op-
timisation combinatoire complexes formulables comme des
programmes dynamiques. La simplicité et les bonnes per-
formances (évaluées sur deux problèmes) de cette tech-
nique peuvent être appréciables pour un praticien. En par-
ticulier lorsqu’il est nécessaire d’être capable de prendre
rapidement de bonnes décisions ; comme par exemple lors-
qu’il faut adapter un planning de production sur base d’un
carnet de commandes en constante évolution.
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Résumé
Cet article résume le travail accepté à la conférence
ICAART de 2022 [1]. Bien que le problème SAT soit fonda-
mental, il reste difficile pour un utilisateur de comprendre
les résultats retournés par un solveur SAT. Nous présentons
une nouvelle notion, les soft cores, dont le but est d’expli-
quer à des utilisateurs pourquoi une formule CNF n’ad-
met pas les solutions souhaitées. Nous montrons également
comment utiliser le problème Max#SAT pour extraire un
soft core, et proposons un nouveau solveur pour résoudre
Max#SAT de manière exacte.

Mots-clés
SAT, #SAT, Max#SAT, Explication

1 Motivation
Ces dernières années, beaucoup de nouvelles notions ont
pour but d’expliquer aux utilisateurs les décisions et résul-
tats des systèmes. La modélisation d’un problème en une
formule CNF, en plus de potentiellement complexifier la
résolution du problème, est difficilement interprétable pour
un utilisateur. Il est donc laborieux pour celui-ci de détermi-
ner si la modélisation du problème est correcte ou de com-
prendre pourquoi certaines (ou toutes) solutions sont im-
possibles. Lorsque la formule est insatisfiable, une méthode
connue pour localiser les raisons de l’incohérence est d’ex-
traire un MUS (pour Minimally Unsatisfiable Subformula),
un sous-ensemble lui-même insatisfiable mais dont tous les
sous-ensembles propres sont satisfiables. Néanmoins, une
formule peut admettre un nombre exponentiel de MUS par
rapport à sa taille et il est parfois nécessaire de tous les ex-
traire. Même dans le cas où un seul MUS est suffisant, sa
taille peut atteindre celle de la formule et il ne peut donc pas
être manipulé par un utilisateur. La recherche du plus petit
MUS (Smallest MUS) ne garantit pas une taille adaptée,
en plus d’être un problème difficile car dans FPΣPP

2 (contre
FPNP pour l’extraction d’un MUS). Dans le cas où la for-
mule est satisfiable, un solveur renvoie un modèle, mais
ne donne pas plus d’informations sur les autres modèles
possibles. Un autre type d’explication est le MES (pour
Minimal Equivalent Subformula) ou un SMES (Smallest
MES) : une formule minimale (pour l’inclusion) équiva-
lente à la formule initiale. Cependant, comme pour les MUS
(ou SMUS), un MES peut être trop grand. Nous proposons

*Papier doctorant

alors une nouvelle notion, les soft cores, qui peut s’appli-
quer aux formules qu’elles soient satisfiables ou non, et qui
correspondent à une partie très contrainte de la formule,
tout en étant d’assez petite taille pour être compréhensible
par un utilisateur.

2 Définition et Complexité
Étant donné une formule Ψ, nous notons ‖ Ψ ‖ son
nombre de modèles. Un soft core est un sous-ensemble
d’une formule propositionnelle, petit en taille et en nombre
de modèles admis sur l’alphabet de la formule. Clairement,
extraire un soft core est un problème d’optimisation bi-
critères, dont les fonctions objectifs à minimiser portent
sur le nombre d’éléments de l’ensemble et sur le nombre
de modèles. Afin de palier au manque de structure des
formules CNF, nous pouvons regrouper les clauses liées
sémantiquement (par exemple, celles issues d’une même
contrainte de plus haut niveau). Nous obtenons ainsi une
formule GCNF (pour Group CNF) Φ = D ∪ G, avec
G = {G1, . . . , Gm} et D permettant de rassembler toutes
les contraintes d’intégrité. Nous pouvons alors définir for-
mellement les soft cores :

Définition 1 (soft core). Soit une formule GCNF Φ = D ∪
G, G′ est un soft core de Φ si et seulement si G′ ⊆ G et
∀G′′ ⊆ G, avec G′ 6= G′′ et |G′′| ≤ |G′|, ‖ D ∪ G′′ ‖≥‖
D ∪ G′ ‖.

Nous pouvons noter que les formules traitées ne sont pas
tautologiques. Un soft core peut être vu comme une géné-
ralisation des notions de SMUS et SMES : s’il est suffi-
samment grand, son nombre de modèles est égal à celui de
la formule (0 pour une formule insatisfiable). Le soft core
correspond donc à un SMUS ou à un SMES suivant la sa-
tisfiabilité de la formule. Dans l’article, nous nous sommes
focalisés sur le problème restreint des k-soft cores, où la
taille, k, est donnée par l’utilisateur.

Définition 2 (k-soft core). Soit une formule GCNF Φ =
D ∪ G, G′ est un k-soft core de Φ si et seulement si G′ ⊆ G
avec |G′| = k, et ∀G′′ ⊆ G, avec G′ 6= G′′ et |G′′| = k,
‖ D ∪ G′′ ‖≥‖ D ∪ G′ ‖.

Nous avons prouvé dans l’article que le problème de déci-
sion lié au k-soft core est NPPP-difficile en proposant une ré-
duction au problème NPPP-complet E-MajSAT. Nous écri-
vons Ψ(X,Y ) pour spécifier une formule dont l’ensemble
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des variables est décomposé en deux ensembles disjointsX
et Y . ‖ Ψ(X,Y ) ‖Z dénote le nombre de modèles admis
par Ψ sur un ensemble de variables Z.

Définition 3 (E-MajSAT). Soit une formule CNF
Ψ(X,Y ). Le problème E-MajSAT consiste à déterminer
s’il existe une interprétation ω de l’ensemble X telle que
‖ Ψ|ω ‖V ar(Ψ)>

1
2 × 2|Y |, c’est-à-dire que la majorité des

extensions sur Y doit satisfaire Ψ.

Dans la section suivante, nous décrivons comment encoder
le problème d’extraction d’un k-soft core en une instance
Max#SAT, un problème d’optimisation défini comme une
extension du problème E-MajSAT.

3 Extraction d’un k-Soft Core
Pour une formule CNF quantifiée existentiellement,
∃Y.Ψ(X,Y ), avec Y les variables à oublier, calculer le
nombre de modèles projetés revient à calculer le nombre
d’interprétations sur X qui ont au moins une interprétation
sur Y qui satisfait Ψ. Cette notion est nécessaire à la com-
préhension du problème Max#SAT :

Définition 4 (Max#SAT). Soit une formule CNF quanti-
fiée ∃Z.Ψ(X,Y, Z). Le problème Max#SAT est de détermi-
ner une interprétation ω sur l’ensemble X qui maximise
‖ Ψ|ω ‖Y , soit le nombre d’interprétations sur Y qui ont
au moins une extension sur Z satisfaisant Ψ.

Notre objectif est d’utiliser la proximité de notre problème
avec le problème Max#SAT afin de pouvoir extraire un k-
soft core en résolvant une instance Max#SAT.

3.1 Traduction vers Max#SAT
Nous voulons transformer linéairement une formule GCNF
Φ en une formule CNF ∃Z.Ψ(X,Y, Z), de manière à sélec-
tionner, grâce à une interprétation des variables de X , un
ensemble de k groupes minimisant le nombre de modèles
admis sur les variables du problème Y .
Au départ, nous avons V ar(Φ) = Y , X et Z étant vides.
Pour extraire des groupes grâce à X , nous associons à
chaque clause d’un même groupe Gi une nouvelle variable
xi dite sélecteur, dont l’affectation à vrai (resp. à faux)
active (resp. désactive) le groupe. Ces sélecteurs, ayant le
même comportement que les identificateurs de groupes,
permettent également de considérer une CNF Ψ(X,Y ) plu-
tôt qu’une GCNF, avecX l’ensemble des sélecteurs et Y les
variables de Φ.
Afin de sélectionner un k-soft core tout en maximisant le
nombre de modèles, nous utilisons le fait que minimiser
le nombre de modèles d’une formule propositionnelle re-
vient à maximiser son nombre de contre-modèles. Nous ap-
pliquons alors deux transformations linéaires : la première
afin d’effectuer la négation de Ψ, qui résulte en une DNF,
et la seconde pour transformer la formule obtenue en une
nouvelle CNF. Pour les besoins du problème, il faut que
cette dernière transformation préserve le nombre de mo-
dèles entre les deux formules après oubli des variables de
Z. Pour cela, nous pouvons appliquer la transformation de

Tseytin qui garantit cette propriété (les variables d’enco-
dage peuvent être alors placées soit dans Y soit dans Z)
ou la transformation de Plaisted&Greenbaum, qui introduit
moins de clauses (mais toutes les variables doivent être dans
Z, pour ne pas introduire de nouveaux modèles).
Pour finir, afin qu’uniquement k groupes de clauses soient
extraits, une contrainte de cardinalité

∑m
i=1 xi = k sur les

sélecteurs est ajoutée à la formule. Toutes les variables ad-
ditionnelles de cardinalité sont mises dans Z afin de garder
le bon nombre de modèles.
Toute interprétation falsifiant la contrainte de cardinalité
entraîne un nombre de modèles égal à zéro ne peut donc
pas être une solution du problème Max#SAT, le but étant
de maximiser ce nombre. Ainsi, un solveur Max#SAT re-
tourne l’interprétation des X qui maximise le nombre de
modèles sur Y après oubli de Z, toutes les clauses dont le
sélecteur est activé constituant un k-soft core.

3.2 Résolution exacte de Max#SAT
Nous avons également proposé un solveur pouvant résoudre
de manière exacte le problème Max#SAT, basé sur le comp-
teur de modèles d4. Il prend en entrée une formule CNF Ψ
ainsi qu’une tri-partition de ses variables (X,Y, Z), et re-
tourne l’interprétation des X qui maximise le nombre de
modèles projetés sur Z. Nous avons tiré avantage de d4, en
reprenant les fonctionnalités de caching et de décomposi-
tion dynamique, et utilisé une recherche arborescente des-
cendante similaire. Cependant, la recherche est séparée en
deux parties en fonction du type de la variable sélectionnée.
La partie haute correspond à l’affectation ω des variables de
X . La partie basse équivaut à un comptage de modèles clas-
sique, où est calculé, pour l’affectation complète ω décidée
durant la partie haute, le nombre de modèles projetés sur Z
de Ψ|ω .
Nous avons comparé notre solveur exact à la méthode ap-
prochée maxcount, et nous avons pu constater que notre
approche est assez compétitive sur le problème d’extraction
de k-soft core, bien que la contrainte de cardinalité nous ait
empêchés de considérer des instances de grande taille.

4 Perspectives
Plusieurs perspectives sont envisageables. Pour l’instant,
notre approche reste dédiée au problème Max#SAT. Nous
pouvons la spécialiser à la recherche des k-soft cores en
minimisant les modèles au lieu de maximiser les contre-
modèles, ce qui nous éviterait de devoir transformer la for-
mule. Nous pouvons aussi considérer la contrainte de cardi-
nalité directement dans le solveur et non plus globalement
(via un encodage CNF). De plus, nous pouvons approcher
le problème en appliquant par exemple la recherche locale,
de façon à traiter des instances plus grandes.
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Résumé
Cet article présente un modèle exact pour résoudre un pro-
blème d’agencement de départements dans une fabrique
avec des contraintes de position, d’ordre et d’adjacence.
Ce problème, communément appelé le Constrained Single-
Row Facility Layout Problem, a été précédemment résolu
avec la programmation linéaire mixte en nombres entiers.
L’approche proposée est basée sur les diagrammes de dé-
cision. Les expériences montrent qu’elle est plus rapide et
permet de résoudre des instances de plus grande taille.

Mots-clés
Optimisation discrète, Diagrammes de décision, Constrai-
ned Single-Row Facility Layout Problem

Abstract
This paper presents an exact model for the Constrained
Single-Row Facility Layout Problem, an extension of the
Single-Row Facility Layout Problem with positioning, orde-
ring and adjacency constraints. A mixed-integer program-
ming model was already proposed for this problem. The
proposed approach is based on decision diagrams. It is
shown to be faster and allows to solve larger instances.

Keywords
Discrete Optimization, Decision Diagrams, Constrained
Single-Row Facility Layout Problem

1 Introduction
Le Constrained Single-Row Facility Layout Problem (cSR-
FLP), est un problème d’agencement de départements au
sein d’une fabrique organisée sur une seule rangée, avec
des contraintes de position, d’ordre et d’adjacence. Ce pro-
blème a été introduit récemment par [9] en ajoutant ces
contraintes au Single-Row Facility Layout Problem (SR-
FLP). La seule approche exacte présentée pour résoudre le
cSRFLP est le modèle de programmation linéaire mixte en
nombres entiers (MIP) de [10]. Dans cet article, le modèle
de programmation dynamique (DP) pour le SRFLP [12] est
étendu pour incorporer les contraintes du cSRFLP. Il est en-
suite expliqué comment ce modèle peut être intégré dans
un algorithme de séparation et évaluation, basé sur les dia-
grammes de décision (DD) [4]. Après quoi, une comparai-

*L’auteur principal est doctorant.

son entre l’approche existante et celle introduite est faite,
sur base d’expériences utilisant des instances de référence
pour le SRFLP, auxquelles des contraintes sont ajoutées.
Le modèle présenté est nettement plus rapide et permet de
résoudre des instances de plus grande taille. L’article est
conclu par un résumé des contributions ainsi que des pistes
d’amélioration.

2 Définition du problème
Soit un ensemble de départements N = {1, . . . , n} dans
une fabrique, dont chaque département i ∈ N possède une
longueur li. À chaque paire de départements i, j ∈ N est
associée une quantité de trafic cij les reliant. L’objectif du
cSRFLP est de placer les départements côte à côte sur une
seule rangée de manière à minimiser la distance totale par-
courue dans la fabrique. L’agencement des départements est
soumis à trois types de contraintes définies ci-après. Les
contraintes de position assignent à un département une po-
sition fixe dans l’arrangement. Nous utiliserons deux fonc-
tions pour représenter ces contraintes : position : N →
N ∪ {0} et department : N → N ∪ {0}. La première
donne la position à laquelle chaque département est fixé,
ou 0 si la position du département n’est pas imposée. La
deuxième est la relation inverse, reliant les positions aux
départements. Les contraintes d’ordre imposent une pré-
cédence entre deux départements dans l’arrangement. La
fonction predecessors : N → 2N lie chaque départe-
ment à l’ensemble de départements qui doivent être placés à
gauche de celui-ci. Enfin, les contraintes d’adjacence sont
similaires aux contraintes d’ordre, à la différence que les
départements concernés doivent cette fois-ci être adjacents.
La fonction previous : N → N ∪ {0} envoie donc chaque
département vers son voisin gauche direct, s’il existe, et 0
sinon. Soit la bijection π : N → N reliant les départements
à leur position dans l’arrangement, la fonction objectif du
problème est définie comme suit :

cSRFLP (π) =
n∑

k=1

lk

n∑

i=1
π(i)<π(k)

n∑

j=1
π(k)<π(j)

cij +K (1)

K =

n∑

i=1

n∑

j=1
i<j

cij
li + lj

2
(2)
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FIGURE 1 – Une instance du cSRFLP dont les départements sont arrangés de manière optimale.

à minimiser en respectant les contraintes suivantes :

π(i) = j ∀i, j ∈ N, position(i) = j ̸= 0 (3)
π(i) > π(j) ∀i ∈ N, ∀j ∈ predecessors(i) (4)

π(i) = π(j) + 1 ∀i, j ∈ N, previous(i) = j ̸= 0. (5)

et où K est une constante englobant les contributions des
demi-longueurs de département à la fonction objectif.

3 Modèle DP
Avant de présenter comment intégrer les contraintes du
cSRFLP au modèle DP pour le SRFLP [12], nous rappe-
lons d’abord celui-ci. L’idée est de placer les départements
séquentiellement de gauche à droite et de maintenir comme
état l’ensemble des départements qui restent à placer. De
cette manière, il est possible d’ajouter la contribution in-
dividuelle d’un département à la fonction objectif lorsqu’il
est placé. Formellement, le modèle DP est composé des va-
riables de décision xj ∈ Dj avec j ∈ {0, . . . , n − 1}. La
variable xj correspond au département placé à la position
j + 1. Toutes les variables ont le même domaine Dj = N
puisque tous les départements sont candidats à être placés
à chaque position. L’ensemble des états S contient tous les
sous-ensembles de N , dont l’état racine r̂ = N et terminal
t̂ = ∅. On définit également un état non-admissible 0̂. L’en-
semble S est partitionné en n + 1 ensembles S0, . . . , Sn,
où l’ensemble Sj contient tous les états avec j variables as-
signées. Les fonctions de transition tj : Sj × Dj → Sj+1

pour chaque j = 0, . . . , n − 1 spécifient l’état résultant
d’une décision supplémentaire sur un état :

tj
(
sj , xj

)
=

{
sj \ {xj}, si xj ∈ sj
0̂, sinon.

(6)

Celles-ci vont de paire avec les fonctions de coût de transi-
tion hj : Sj×Dj → R pour j = 0, . . . , n−1 qui associent
une valeur à chaque transition :

hj
(
sj , xj

)
=

{
lxj

∑
i∈sj

∑
k∈sj\{xj} cik, si xj ∈ sj

0, sinon.
(7)

Cette formule découle de l’équation (1) puisque sj – le
complément de sj – et sj \ {xj} contiennent respective-
ment les départements placés à gauche et à droite du dépar-
tement considéré. Le dernier élément est la valeur donnée à
la racine : vr = K, voir équation (2).

La solution de ce modèle DP peut ensuite être trouvée en
résolvant la formule de récurrence suivante :

min f̂(x) = vr +
n−1∑

j=0

hj
(
sj , xj

)

sujet à sj+1 = tj
(
sj , xj

)
,∀xj ∈ Dj , j = 0, . . . , n− 1

sj ∈ Sj , j = 0, . . . , n.

(8)

Afin d’intégrer au modèle les contraintes mentionnées dans
la section 2, nous introduisons les prédicats validj : Sj ×
Dj → {true, false} pour j = 0, . . . , n − 1. Ils servent
à filtrer les solutions non-admissibles dans les fonctions de
transition :

tj
(
sj , xj

)
=

{
sj \ {xj}, si xj ∈ sj ∧ validj(sj , xj)
0̂, sinon.

(9)
Pour être satisfaits, ces prédicats nécessitent que toutes les
contraintes soient respectées :

validj(s
j , xj) = pj(s

j , xj)∧oj(sj , xj)∧rj(sj , xj) (10)

où pj , oj et rj concernent respectivement les contraintes de
position, ordre et adjacence :

pj(s
j , xj) = (position(xj) = j + 1)

∨ (position(xj) = 0 ∧ department(j + 1) = 0)
(11)

oj(s
j , xj) = predecessors(xj) ⊆ sj (12)

rj(s
j , xj) = (previous(xj) ∈ sj) ∨

(previous(xj) = 0 ∧ ∄k ∈ sj : previous(k) ∈ sj).
(13)

L’équation (11) vérifie que le département xj doit être placé
à la position j+1, ou bien que le département et la position
en question ne soient pas impliqués dans une contrainte de
position. Pour les contraintes d’ordre, l’équation (12) s’as-
sure que tous les prédécesseurs du département xj sont déjà
placés. Dans l’équation (13), on s’assure que le voisin direct
du département xj soit déjà placé, ou qu’aucun des dépar-
tements qu’il reste à placer n’a de contrainte d’adjacence.
Calcul des coûts de transition Pour calculer les coûts
de transition plus rapidement, nous maintenons également
dans chaque état les valeurs de coupe de chaque départe-
ment libre, c’est-à-dire la somme des quantités de trafic
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reliant les départements placés et le département libre en
question. Pour l’état sj et chaque département i ∈ N , on
définit :

sjcut[i] =

{ ∑
j∈sj cij , si i ∈ sj

0, sinon
(14)

qui est mis à jour en O(n) lors des transitions tj
(
sj , xj

)
:

sj+1
cut [i] =

{
sjcut[i] + cixj

, si i ∈ sj \ {xj}
0, sinon.

(15)

La formule du coût de transition devient donc :

hj
(
sj , xj

)
=

{
lxj

∑
i∈sj\{xj} s

j
cut[i], si xj ∈ sj

0, sinon
(16)

qui peut être calculée en O(n) au lieu de O
(
n2
)
. Les va-

leurs de coupe seront également utilisées dans la section 5.2
pour obtenir une borne inférieure.

4 Représentation DD
En partant d’un modèle DP, il est aisé de construire le
DD exact correspondant. En effet, un DD est un graphe
orienté acyclique B = (U,A, d, v, σ) dont l’ensemble de
nœuds U est partitionné en plusieurs couches L0, . . . , Ln.
Les arcs a ∈ A reliant les nœuds de couches consécu-
tives Lj et Lj+1 encodent l’assignation d’une valeur à la
variable de décision xj . De plus, la fonction σ fait cor-
respondre chaque nœud à un état du modèle DP. Ainsi,
la première couche contient un seul nœud, le nœud ra-
cine, logiquement associé à l’état racine du modèle DP.
Ensuite, pour chaque nœud d’une couche donnée Lj , on
génère la couche Lj+1 en ajoutant un nœud pour chaque
état distinct obtenu grâce à la fonction de transition. Lors
d’une transition, la valeur assignée à la variable de déci-
sion et le coût correspondant sont donnés respectivement
par le label d(a) et la longueur v(a) de l’arc associé. Dès
lors, un chemin p =

(
a(0), . . . , a(n−1)

)
reliant le nœud

racine r au nœud terminal t représente une solution au
problème, avec xj = d

(
a(j)
)
, et dont la longueur totale

v(p) = vr +
∑n−1
j=0 v

(
a(j)
)

équivaut au coût. Dans un DD
exact, qui contient toutes les solutions admissibles du pro-
blème associé, trouver la solution optimale revient donc à
résoudre un problème de plus court chemin.

5 Séparation et évaluation
L’attrait des DDs pour l’optimisation discrète vient surtout
de l’algorithme de séparation et évaluation basé sur ceux-ci,
présenté dans [4]. Au lieu de générer un DD exact pour l’en-
tièreté du problème considéré, l’idée est d’explorer celui-ci
intelligemment en générant des DDs approximés, permet-
tant à la fois de trouver des solutions admissibles de bonne
qualité et de couper certaines branches.

5.1 Borne supérieure
Pour calculer une borne supérieure, les DDs restreints sont
utilisés. Leur fonctionnement est simple : on impose au

DD développé à partir du nœud donné une largeur maxi-
male, qui correspond au nombre maximal de nœuds conte-
nus dans une de ses couches. Pendant la création du DD
en question, le surplus de nœuds générés dans chaque
couche est alors supprimé. De cette manière, le DD résul-
tant contient un sous-ensemble des solutions admissibles du
problème, et fournit donc une borne supérieure. La qualité
de cette borne est directement impactée par le choix des
nœuds retirés de chaque couche, en pratique on retire donc
ceux qui semblent les moins prometteurs.

5.2 Borne inférieure
À la façon des DDs restreints, les DDs relaxés permettent
de calculer des bornes inférieures. Une largeur maximale
est également imposée, mais cette fois-ci le surplus de
nœuds est fusionné en un unique nœud. Celui-ci est réintro-
duit dans le DD, de manière à n’exclure aucune solution ad-
missible. Ce faisant, il est probable que des solutions non-
admissibles soient introduites dans le DD. L’opérateur de
fusion mentionné doit être spécifié pour chaque problème
étudié. Pour le cSRFLP, nous en avons essayé plusieurs
mais avons obtenu les meilleurs résultats avec une borne
inférieure heuristique.
Étant donné un nœud u et la valeur v∗(u) du plus court che-
min reliant le nœud racine à celui-ci, le théorème 1 montre
que le coût restant à ajouter à v∗(u) pour obtenir le coût
complet de l’arrangement π∗|u peut être divisé en deux
termes, que nous allons ensuite approximer séparément.

Théorème 1 Soit un nœud u et son état σ(u) = s, soit π∗|u
l’arrangement de coût minimal qui traverse u. Par souci de
concision, on pose π = π∗|u. On a alors l’égalité :

SRFLP (π)− v∗(u) =
∑

k∈s
lk

∑

i∈s
π(i)<π(k)

∑

j∈s
π(k)<π(j)

cij

︸ ︷︷ ︸
coût d’arrangement des départements libres

+
∑

k∈s
lk

∑

j∈s
π(k)<π(j)

scut[j]

︸ ︷︷ ︸
coût lié aux départements fixés

.

(17)

Coût d’arrangement des départements libres En obser-
vant le premier terme de l’équation (17), on remarque qu’il
vaut exactement le coût de l’arrangement considérant uni-
quement les départements libres. Celui-ci peut être sous-
évalué comme spécifié par l’algorithme 1. On commence
par trier les quantités de trafic par ordre décroissant. De
même, on trie les longueurs des départements par ordre
croissant. On remarque ensuite qu’en plaçant n départe-
ments côte à côte, n − k paires de départements seront sé-
parés par k − 1 départements (voir figure 1). Une borne in-
férieure est obtenue en supposant que les plus importantes
intensités de trafic reliant des départements libres sont mul-
tipliées par 0, n’ayant aucun département les séparant. Les
n − k plus grandes intensités de trafic suivantes sont mul-
tipliées par la longueur des k − 1 départements libres les
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Algorithme 1 Calcul de LBedge(u).
Require: edge = sorted≥ ({⟨c : cij , dep1 : i, dep2 : j⟩ | 1 ≤ i < j ≤ n})
Require: length = sorted≤ ({⟨l : li, dep : i⟩ | 1 ≤ i ≤ n})
1: s← σ(u), lb← 0, cumul_l← 0, i← 1, j ← 1
2: for k ← 1 to |s| − 1 do
3: for l← 1 to k do
4: while edge[i].dep1 /∈ s ∨ edge[i].dep2 /∈ s do
5: i← i+ 1
6: lb← lb+ cumul_l · edge[i].c
7: i← i+ 1
8: while length[j].dep /∈ s do
9: j ← j + 1

10: cumul_l← cumul_l + length[j].l
11: j ← j + 1
12: return lb

Algorithme 2 Calcul de LBcut(u).
1: s← σ(u), lb← 0, cumul_l← 0, order ← [ ]
2: for all i ∈ s do
3: order.append(⟨ratio : scut[i]/li, dep : i⟩)
4: sort≥(order)
5: for k ← 1 to |s| do
6: lb← lb+ cumul_l · scut[order[k].dep]
7: cumul_l← cumul_l + lorder[k].dep
8: return lb

moins longs. Cette borne inférieure peut être vue comme
une généralisation de la Edges method [11] pour le Mini-
mum Linear Arrangement Problem, un cas particulier du
SRFLP.

Coût lié aux départements fixés Le second terme de
l’équation (17) tient compte des valeurs de coupe, dont
la valeur sera encore multipliée par la distance séparant
chaque département du dernier département placé. Une
borne inférieure est donnée par la borne de première gé-
nération introduite dans [13]. Comme formalisé par l’al-
gorithme 2, elle consiste à trier les départements libres par
ordre décroissant de ratio entre valeur de coupe et longueur.
L’arrangement optimal des départements libres par rapport
au coût lié aux valeurs de coupe est donné par le résultat du
tri, sa valeur est donc une borne inférieure sur le deuxième
terme de l’équation (17).
Finalement, la borne inférieure d’un nœud u est donnée par
LB(u) = v∗(u) + LBedge(u) + LBcut(u). Celle-ci peut
être utilisée pour filtrer des nœuds à la fois dans l’algo-
rithme de séparation et évaluation, et dans la génération des
DDs [6].

6 Résultats expérimentaux
L’approche présentée a été implémentée en C++, en basant
largement le code sur la librairie DDO [5] pour le langage
Rust. Nous la comparons avec le modèle MIP introduit par
Liu et al. [10] implémenté avec Gurobi [7]. Nos expériences
utilisent des instances classiques du SRFLP [1, 2, 3, 8, 13]
avec jusque 25 départements, auxquelles nous ajoutons des
ensembles valides de contraintes, à savoir :

— des ensembles de contrainte avec 2, 4, 6, 8 et 10
contraintes de position, d’ordre ou d’adjacence.

— des ensembles de contrainte avec 0, 2, 4, 6, 8 et 10
contraintes de position, d’ordre et d’adjacence.
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FIGURE 2 – Nombre d’instances résolues par chaque algo-
rithme en fonction du type de contraintes imposé.

Pour chacune de ces configurations, cinq ensembles de
contraintes ont été générés de façon aléatoire. Les deux al-
gorithmes ont ensuite été confrontés à chaque combinaison
valide d’instance et ensemble de contraintes, avec un temps
maximal fixé à cinq heures. La figure 2 montre le résul-
tat de ces expériences : quel que soit le type de contraintes
imposé, l’approche DD est capable de résoudre toutes les
instances tandis que le modèle MIP est incapable d’en ré-
soudre presque la moitié. De plus, cette supériorité est aussi
observée en termes de vitesse de résolution pour les ins-
tances résolues par les deux algorithmes.

Détails d’implémentation Pour l’approche DD, nous utili-
sons des DDs de largeur maximale égale à 3. Nous avons
en effet remarqué que de très bonnes solutions étaient trou-
vées assez tôt dans la recherche malgré cette faible largeur,
et avec les adaptations décrites précédemment, la largeur
n’a pas d’influence sur la qualité des bornes inférieures. La
sélection des nœuds à supprimer pour créer les DDs res-
treints se fait sur base de la borne inférieure. Enfin, nous
avons adapté l’algorithme de séparation et évaluation pour
parcourir les nœuds en largeur. Cela permet d’éviter d’ex-
plorer plusieurs nœuds correspondant au même état.

7 Conclusion
Dans cet article, le modèle DP du SRFLP a été étendu pour
couvrir les contraintes introduites par le cSRFLP. Une ap-
proche DD basée sur ce modèle a ensuite été décrite, y com-
pris une formule de borne inférieure. Les expériences effec-
tuées sur un large panel d’instances ont permis de montrer
la rapidité de l’approche présentée. Celle-ci pourrait certai-
nement être améliorée dans le futur, notamment en tenant
compte des contraintes dans les calculs de borne inférieure.
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Résumé
Une approche possible pour résoudre un problème CSP
est d’encoder ce problème sous la forme d’une formule
CNF, et ensuite utiliser un solveur SAT pour la résoudre.
Le principal avantage de cette technique est qu’elle per-
met de bénéficier de l’efficacité pratique des solveurs SAT
modernes, fondés sur l’architecture CDCL. Cependant, le
pouvoir d’inférence de ces solveurs est assez « faible », car
limité par celui du système de preuve par résolution utilisé
pendant l’analyse de conflit. Cette observation a conduit
au développement de solveurs pseudo-booléen (PB), qui
implantent le système de preuve plus puissant des plans-
coupes, ainsi que de nombreuses autres techniques héritées
des solveurs SAT. De plus, les solveurs PB sont capables de
raisonner nativement sur des contraintes PB, c’est-à-dire,
des équations ou inéquations linéaires en variables boo-
léennes. Ces contraintes sont plus concises que les clauses,
de sorte qu’une seule contrainte PB peut représenter un
nombre exponentiel de clauses. Dans cet article, nous ti-
rons parti à la fois de cette concision et du pouvoir d’in-
férence des solveurs PB pour résoudre des problèmes CSP.
Pour ce faire, nous définissons des encodages PB pour dif-
férentes contraintes populaires, et confions leur résolution
à des solveurs PB pour comparer leurs performances à
celles d’autres solveurs CSP existants.

Mots-clés
programmation par contraintes, encodages SAT, sol-
veurs PB

Abstract
One of the possible approaches for solving a CSP is to
encode the input problem into a CNF formula, and then
use a SAT solver to solve it. The main advantage of this
technique is that it allows to benefit from the practical effi-
ciency of modern SAT solvers, based on the CDCL architec-
ture. However, the reasoning power of SAT solvers is some-
how “weak”, as it is limited by that of the resolution proof
system they use internally. This observation led to the de-
velopment of so called pseudo-Boolean (PB) solvers, that
implement the stronger cutting planes proof system, along
with many of the solving techniques inherited from SAT sol-
vers. Additionally, PB solvers can natively reason on PB
constraints, i.e., linear equalities or inequalities over Boo-
lean variables. These constraints are more succinct than

clauses, so that a single PB constraint can represent ex-
ponentially many clauses. In this paper, we leverage both
this succinctness and the reasoning power of PB solvers to
solve CSPs by designing PB encodings for different com-
mon constraints, and feeding them into PB solvers to com-
pare their performance with that of existing CP solvers.

Keywords
constraint programming, PB solving, SAT encodings

1 Introduction
Le problème de satisfaction de contraintes (CSP) consiste
à déterminer si un ensemble de contraintes est cohérent
et, si tel est le cas, d’identifier une solution satisfaisant
l’ensemble de ces contraintes. Afin de résoudre ce type
de problèmes, plusieurs approches ont été proposées [18].
L’une de ces approches consiste à travailler nativement sur
les contraintes du problème, à l’aide de structures de don-
nées efficaces permettant de représenter ces contraintes et la
structure du problème, à l’image de solveurs tels que Choco
[23], Nacre [11] ou encore ACE 1.
Une autre approche possible consiste à tirer parti de l’effi-
cacité pratique des solveurs SAT modernes, fondés sur l’ar-
chitecture CDCL [20, 21, 8] pour résoudre les problèmes
CSP, qui sont eux-même NP-complets. Comme ces sol-
veurs prennent en entrée une formule propositionnelle en
forme normale conjonctive, il est nécessaire d’utiliser des
encodages permettant de représenter les domaines des va-
riables ainsi que les contraintes du problème initial sous
forme de clauses. Dans ce cadre, de nombreuses solutions
ont été proposées, comme celles décrites dans [26, 24, 10,
6, 3, 25, 1].
Malgré leur efficacité pratique, les solveurs SAT souffrent
d’un problème majeur : le système de preuves par résolu-
tion, utilisé lors de l’analyse de conflit, présente un pouvoir
d’inférence relativement faible, qui empêche de résoudre
efficacement des problèmes en apparence simple, tel que
celui du pigeonhole principle (ou principe des tiroirs en
français) [13]. Plus généralement, les problèmes nécessitant
de « savoir compter » sont souvent difficile à résoudre pour
ce type de solveurs. Cette observation a conduit au dévelop-
pement de solveurs dit pseudo-booléens (PB) [7, 16, 9], qui
héritent de nombreuses fonctionnalités des solveurs SAT

1. https://github.com/xcsp3team/ace
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tout en implantant le système de preuve des plans-coupes
plus puissant que celui de la résolution [12, 14, 22].
Ces solveurs sont par ailleurs capables de gérer nativement
des contraintes PB, c’est-à-dire, des équations ou inéqua-
tions linéaires en variables booléennes. Or, parmi les en-
codages SAT existants, nombreux sont ceux qui utilisent
en pratique une représentation intermédiaire des contraintes
sous la forme de contraintes PB, avant d’encoder ces même
contraintes sous la forme de clauses. Cette étape est néces-
saire à l’utilisation d’un solveur SAT, mais requiert l’intro-
duction de variables additionnelles, et l’augmentation du
nombre de contraintes à donner au solveur (une unique
contrainte PB pouvant représenter un nombre exponentiel
de clauses).
Dans cet article, nous présentons donc des encodages tirant
parti à la fois de la concision des contraintes PB et du pou-
voir d’inférence des solveurs PB. Ces encodages exploitent
notamment des approches classiques de représentation des
domaines, tels que le direct-encoding, le log-encoding ou
encore l’order-encoding pour ensuite encoder sous la forme
de contraintes PB différentes contraintes populaires. Pour
cela, nous commençons par introduire quelques prélimi-
naires relatifs à la résolution de problèmes CSP et PB, avant
de présenter formellement nos encodages et de les évaluer
empriquement sur différents jeux d’instances.

2 Préliminaires
2.1 Programmation par contraintes
Un réseau de contraintes (ou CN pour Constraint Network)
se compose d’un ensemble fini de variables et d’un en-
semble fini de contraintes. Chaque variable X peut prendre
sa valeur dans un ensemble fini appelé domaine de X , et
noté dom(X). Chaque contrainte est défini par une relation
sur un ensemble de variables. Une solution d’un CN est une
affectation de valeurs à toutes les variables telle que toutes
les contraintes soient satisfaites. Un CN est cohérent s’il ad-
met au moins une solution, et le problème de décision cor-
respondant, appelé CSP (pour Constraint Satisfaction Pro-
blem), consiste à déterminer si un CN est cohérent ou non.

2.2 Solveurs SAT et CSP
Une variable x est dite booléenne lorsque dom(X) =
{0, 1}. Nous appelons littéral ℓ une variable booléenne x
ou sa négation x̄ = 1 − x. Le littéral ℓ est dit satisfait
lorsque ℓ est affecté à 1, et falsifié dans le cas contraire.
Une clause est une disjonction de littéraux, qui impose la
satisfaction d’au moins l’un de ses littéraux, et un problème
est dit en Forme Normale Conjonctive (CNF, pour Conjunc-
tive Normal Form) lorsqu’il est constitué d’une conjonction
de clauses. Le problème de cohérence propositionnel (SAT)
consiste à déterminer si une telle conjonction possède une
solution.
Le problème SAT étant le problème NP-complet de réfé-
rence [5], il est possible d’utiliser des solveurs SAT pour
résoudre des problèmes CSP, en utilisant différents enco-
dages. En particulier, pour représenter le domaine d’une va-
riable CSP X , nous pouvons dans un premier temps utiliser

le direct-encoding (voir par exemple [26]). Celui-ci consiste
à utiliser une variable booléenne xv pour chacune des va-
leurs v ∈ dom(X). Dans ce cas, la valeur affectée à la va-
riable X peut être obtenue en identifiant (l’unique) variable
booléenne xv satisfaite.
Cette représentation est particulièrement commode dans
le cas d’un domaine où les valeurs sont énumérées et ne
constituent pas un intervalle de valeurs. Dans ce dernier cas,
une autre solution consiste à représenter la variable à l’aide
du log-encoding, qui utilise la décomposition en base 2 de
la variable X à l’aide de variables booléennes bi représen-
tant les bits de X (voir par exemple [26]). Cette représenta-
tion est définie par l’égalité suivante :

X = min(dom(X)) +

⌈log2(X)⌉∑

i=0

2ibi

Notons ici l’ajout de min(dom(X)), qui vise à garantir que
la décomposition en base 2 encode toujours une valeur va-
lant au minimum 0.
Enfin, une dernière représentation possible est celle fon-
dée sur l’order-encoding [25], qui utilise une variable boo-
léenne x≥v pour chacune des valeurs v ∈ dom(X) \
{min(dom(X))}, qui est satisfaite si et seulement siX ≥ v.
Dans ce cas, la valeur affectée à X peut être obtenue en
identifiant deux variables x≥v et x≥v+1 telle que la pre-
mière est satisfaite et la seconde est falsifiée, auquel cas la
variable X est affectée à v.

2.3 Contraintes pseudo-booléennes (PB)
Une contrainte pseudo-booléenne (PB) est une contrainte
de la forme

∑n
i=1 αiℓi △ δ, où n est un entier naturel, les

poids (ou coefficients) αi et le degré δ sont des entiers, les
ℓi sont des littéraux et △∈ {<,≤,=,≥, >}.
Une contrainte PB est dite normalisée lorsque les coeffi-
cients et le degré de cette contrainte sont strictement posi-
tifs, et △ est ≥. Toute contrainte PB peut être écrite sous
la forme d’une conjonction de contraintes PB normalisées,
ce qui peut être particulièrement commode dans le cas des
encodages que nous présentons plus loin.
Une contrainte de cardinalité PB est une contrainte PB nor-
malisée dont tous les coefficients sont égaux à 1, et une
clause est une contrainte de cardinalité PB de degré 1. Cette
définition coïncide avec la définition de clause en tant que
disjonction de littéraux, et illustre le fait que les solveurs
PB généralisent les solveurs SAT.

3 Encodages purement PB
Dans cette section, nous exploitons le direct-encoding, le
log-encoding et l’order-encoding pour représenter le do-
maine des variables d’un CN, et utilisons cette représen-
tation pour encoder sous forme de contraintes PB plusieurs
contraintes CSP couramment utilisées, en considérant tout
particulièrement celles reconnues par les mini-solvers de la
compétition XCSP3, ainsi des contraintes de comptage.
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3.1 (Dés)activation de contraintes PB
Pour encoder un problème CSP (qu’il s’agisse du domaine
de ses variables ou de ses contraintes) sous la forme de
contraintes PB, il est souvent nécessaire de pouvoir activer
(ou désactiver) une contrainte. Pour ce faire, il est commode
d’utiliser un sélecteur, c’est-à-dire, une variable fraîche s
dont la satisfaction entraîne celle de la contrainte considé-
rée. Dans le cas des contraintes PB, un tel sélecteur s pour-
rait avoir la sémantique suivante (où⇒ représente l’impli-
cation matérielle) :

s⇒
n∑

i=1

αiℓi ≥ δ

La forme particulière des contraintes PB fournit une ma-
nière simple et concise de représenter cette implication sous
la forme d’une unique contrainte PB, donnée ci-dessous :

δs̄+
n∑

i=1

αiℓi ≥ δ

Rappelons que, dans le cas présenté ci-dessus, la satisfac-
tion de la contrainte ne garantit pas la satisfaction de la va-
riable s. Lorsque cette garantie est nécessaire, il faut ajouter
l’implication réciproque :

s⇐
n∑

i=1

αiℓi ≥ δ

Cette implication peut elle aussi être représentée sous la
forme d’une unique contrainte pseudo-booléenne, à savoir :

(
n∑

i=1

αi − δ + 1

)
s+

n∑

i=1

αiℓ̄i ≥
n∑

i=1

αi − δ + 1

Dans la suite, nous noterons s un sélecteur pour lequel uni-
quement la première implication est définie, et S un sélec-
teur pour lequel les deux implications sont définies (si né-
cessaire, ces symboles pourront être indicés).
Pour illustrer l’utilisation des sélecteurs, considérons la
contrainte de diséquation suivante :

n∑

i=1

αiℓi ̸= δ

Notons que cette contrainte ne peut pas être normalisée di-
rectement, comme l’opérateur ̸= n’est pas autorisé par les
contraintes PB. En revanche, nous pouvons observer que
cette contrainte est en fait équivalente à la disjonction :

(
n∑

i=1

αiℓi ≤ δ − 1

)
∨
(

n∑

i=1

αiℓi ≥ δ + 1

)

Nous définissons alors deux nouveaux sélecteurs, s≤ et s≥,
ayant respectivement les sémantiques suivantes :

s≤ ⇒
n∑

i=1

αiℓi ≤ δ − 1

s≥ ⇒
n∑

i=1

αiℓi ≥ δ + 1

Il suffit alors d’ajouter la définition de ces deux sélecteurs,
ainsi que la disjonction s≤ ∨ s≥, pour représenter la disé-
quation présentée plus haut.

3.2 Les variables et leurs domaines
Afin de nous assurer que les encodages introduit dans la
section précédente représente effectivement le domaine des
variables du problème original, nous avons besoin d’ajou-
ter un certain nombre de contraintes. Dans le cas du direct-
encoding, il suffit d’ajouter la contrainte PB suivante, qui
garantit que la variable X peut prendre exactement une va-
leur parmi celles de son domaine :

∑

v∈dom(X)

xv = 1

Il est alors possible de représenter la variable X à l’aide de
l’égalité suivante :

X =
∑

v∈dom(X)

vxv

Dans le cas du log-encoding, la représentation de la variable
X étant donnée par l’égalité suivante :

X = min(dom(X)) +

⌈log2(X)⌉∑

i=0

2ibi

la contrainte à ajouter pour s’assurer que le domaine de X
soit bien respecté est donnée ci-dessous (rappelons que cet
encodage est utilisé ici uniquement pour représenter des do-
maines correspondant à des intervalles) :

⌈log2(X)⌉∑

i=0

2ibi ≤ max(dom(X))−min(dom(X))

Enfin, dans le cas de l’order-encoding, les contraintes à
ajouter sont exactement les mêmes clauses que dans l’ar-
ticle original introduisant cette approche [25]. Ainsi, pour
toute valeur v ∈ dom(X) \ {min(dom(X))}, l’implication
matérielle suivante est ajoutée au solveur :

x≥v ⇒ x≥v−1

Lorsque le domaine de X n’est pas un intervalle, il est pos-
sible d’interdire une valeur v en ajoutant, en plus, l’impli-
cation :

x≥v ⇒ x≥v+1

Notons de plus qu’il est possible, en utilisant l’order-
encoding, de représenter X grâce à l’égalité suivante :

X = min(dom(X)) +
∑

v∈dom(X)\{min(dom(X))}
x≥v
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Comme dans le cas du log-encoding, remarquons ici l’ajout
de min(dom(X)) pour se ramener à l’encodage d’un do-
maine dont le minimum est 0. Grâce à cette représentation,
il est donc possible, sans perte de généralité, de représenter
toute variable CSPX sous la forme d’une somme pondérée
de variables booléennes, et plus généralement de littéraux,
auxquels peut s’ajouter une constante µ :

X = µ+
n∑

i=1

αiℓi

Notons par ailleurs que, pour encoder des contraintes CSP,
il est souvent nécessaire de pouvoir déterminer si une va-
riable est affectée à une valeur v donnée. Dans le cas du
direct-encoding, il suffit de regarder la valeur affectée à xv .
Pour obtenir une telle variable avec l’order-encoding, ob-
servons dans un premier temps que la variable X est af-
fectée à la valeur v si, et seulement si, la conjonction
x≥v ∧ x≥v+1 est satisfaite. Pour obtenir une variable xv
équivalente à celle utilisée dans le direct-encoding, il est
possible de définir cette variable à l’aide de l’équivalence
suivante :

xv ⇔ x≥v ∧ x≥v+1

qui peut être encodée sous la forme de contraintes PB,
comme illustré dans la section précédente.
La situation est un peu plus complexe pour le log-encoding,
car il est nécessaire de regarder l’affectation de toutes les
variables booléennes utilisées dans la représentation de la
variable pour connaître la valeur de la variable X . Nous
proposons dans ce cas d’utiliser une forme paresseuse de
direct-encoding, où la variable X est initialement encodée
via le log-encoding, puis sous la forme du direct-encoding
uniquement si la variable xv a besoin d’être utilisée. Dans
ce cas, la contrainte suivante assure la correspondance de la
valeur affectée à X par dans les deux encodages :

∑

v∈dom(X)

vxv = min(dom(X)) +

⌈log2(X)⌉∑

i=0

2ibi

Grâce à cette approche, il est toujours possible d’obtenir,
pour toute variable CSP X et toute valeur v ∈ dom(X) une
unique variable xv représentant l’affectation X = v.

3.3 Contrainte cardinality
Comme nous l’avons déjà mentionné, l’un des principaux
avantages des solveurs PB comparés aux solveurs SAT
et leur capacité à « savoir compter » de manière rela-
tivement efficace. Pour bénéficier de cet avantage, nous
proposons tout d’abord un encodage pour les contraintes
cardinality.
Une première forme de cette contrainte consiste à imposer
des bornes sur le nombre de variables parmi un ensemble
{X1, . . . , XN} pouvant être affectées à une valeur v don-
née. Notons m et M le nombre minimum et le nombre

maximum de variables Xi pouvant être affectées à v, res-
pectivement, et notons xiv la variable booléenne représen-
tant l’affectationXi = v. Clairement, le nombre de xiv pou-
vant être satisfaits doit être compris entre m et M . Ainsi,
la contrainte cardinality peut être représentée par la
contrainte

m ≤
N∑

i=1

xiv ≤M

qui peut facilement se décomposer en deux contraintes PB.
Notons que ces contraintes peuvent à elles seules permettre
de représenter un nombre exponentiel de clauses suivant les
valeurs de m et M [2], sans ajouter de nouvelles variables,
contrairement à ce que nécessiterait un encodage CNF de
ces contraintes, par exemple.
Une seconde forme de contrainte cardinality vise à
s’assurer qu’une variable C est affectée au nombre de va-
riables Xi qui sont affectées à une valeur v donnée. Soit
µ+

∑n
i=1 αiℓi la représentation PB de la variable C. Cette

variable doit être égale au nombre de xiv satisfait. Alors, en
reprenant les mêmes notations que dans le cas précédent,
cette seconde forme de contrainte de cardinalité peut être
représentée à l’aide de l’égalité ci-dessous :

N∑

i=1

xiv = µ+
n∑

i=1

αiℓi

qui peut s’écrire sous la forme de la contrainte PB :

N∑

i=1

xiv − µ−
n∑

i=1

αiℓi = 0

Il existe par ailleurs des variantes des contraintes décrites
dans cette section, où les valeurs ne sont pas des constantes
mais des variables Z. Pour encoder de telles contraintes,
il suffit de remplacer les variables booléennes xiv dans les
contraintes PB définies ici par des variables xiZ , telles que :

xiZ ⇔ (Xi − Z = 0)

Notons que, en utilisant les décompositions deXi et Z sous
la forme de sommes pondérées de variables booléennes, il
est possible de représenter cette contrainte à l’aide des sé-
lecteurs présentés dans la Section 3.1.

Ajoutons qu’à l’image de la contrainte cardinality,
des encodages PB peuvent être proposés pour d’autres
contraintes de comptage, telles que count ou nValues,
mais ils sont omis ici. En effet, aucune des instances
XCSP3 que nous avons pu trouver ne comportant de telles
contraintes, nous n’avons pas été en mesure d’évaluer ces
encodages, et nous ne pouvons donc fournir aucune conclu-
sion à leur sujet à ce jour.

3.4 Contraintes mini-solvers
Nous proposons maintenant des encodages pour une partie
des contraintes autorisées pour les mini-solvers ayant parti-
cipé à la compétition XCSP’19.
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3.4.1 Contrainte sum
Une contrainte sum est une contrainte de la forme suivante :

N∑

i=1

AiXi ⊙ k

où ⊙ ∈ {<,≤,=, ̸=,≥, <}. Il est clair qu’une telle
contrainte peut facilement s’écrire sous la forme d’une
contrainte PB. En effet, si chacun des Xi s’écrit sous la
forme Xi = µi +

∑ni

j=1 α
i
jx
i
j , où les xij sont des variables

booléennes, alors la contrainte ci-dessous est équivalente à :

N∑

i=1

Ai


µi +

ni∑

j=1

αijx
i
j


⊙ k

qui, après développement des facteurs constants, peut être
écrite sous la forme d’une contrainte PB (le cas de l’opéra-
teur ̸= est traité de manière analogue à celle présentée dans
la Section 3.1).

3.4.2 Contrainte allDifferent
La contrainte globale allDifferent vise à garantir que,
parmi un ensemble de variables, les valeurs prises par ces
variables sont toutes différentes. Nous illustrons l’encodage
de cette contrainte sur l’exemple suivant :

allDifferent(X1, . . . , Xn)

Soit D =
⋃N
i=1 dom(Xi). La sémantique de la contrainte

allDifferent impose que chaque valeur v ∈ D soit
utilisée au plus une fois parmi les variables Xi. Soit donc
v ∈ D, et notons xiv la variable booléenne représentant
l’égalité Xi = v pour tout i ∈ 1..N . Nous pouvons re-
présenter cette contrainte sur v par la contrainte suivante,
qui est déjà une contrainte PB :

N∑

i=1
v∈dom(Xi)

xiv ≤ 1

Cette contrainte devant s’appliquer à toutes les valeurs
v ∈ D, il faut ensuite répéter l’opération pour chacune des
valeurs possibles. Observons que cet encodage n’est pas
sans rappeler celui du problème du pigeonhole-principle,
qui est connu pour être difficile pour les solveurs SAT
utilisant la résolution [13]. Ici, l’encodage sous forme de
contraintes PB permet donc, grâce à l’utilisation des sol-
veurs PB, d’améliorer l’efficacité du raisonnement sur le
sous-ensemble de contraintes correspondant à la contrainte
allDifferent.

3.4.3 Contrainte extension pour les supports
Un support permet de lister explicitement les solutions pos-
sibles d’une contrainte. Pour encoder de telles contraintes,
commençons par noter qu’une contrainte PB de la forme∑n
i=1 ℓi ≥ n permet de représenter la conjonction des lit-

téraux ℓi, i.e.,
∧n
i=1 ℓi.

Partant de cette observation, nous pouvons encoder un sup-
port (unique) ayant la forme suivante :

(Xi | 1 ≤ i ≤ N) = (vi | 1 ≤ i ≤ N)

à l’aide de la contrainte PB :

N∑

i=1

xivi ≥ N

où xivi est la variable booléenne représentant l’égalitéXi =
vi pour tout i ∈ 1..N . Dans le cas (plus fréquent) où
plusieurs tuples t sont autorisés par une contrainte de
type support, il nous faut ajouter un sélecteur st pour les
contraintes associées à chacun de ces tuples, pour obtenir
des contraintes de la forme :

st ⇒
N∑

i=1

xivi ≥ N

En effet, l’ensemble des tuples autorisés doit être vu comme
une disjonction. En particulier l’un des tuples doit nécessai-
rement être affecté : il faut alors ajouter la clause

∨
st pour

terminer l’encodage du support.
Remarquons enfin que, si le symbole * est utilisé dans les
tuples autorisés à la place d’une valeur vi (pour symboliser
la possibilité d’utiliser une valeur quelconque pour la va-
riable Xi), il suffit d’omettre le littéral correspondant à la
variable Xi dans la contrainte ci-dessus.

4 Résultats expérimentaux
Cette section présente quelques résultats expérimentaux
relatifs à l’utilisation des encodages pseudo-booléens
présenté dans cet article sur différents ensembles de
problèmes de satisfaction. Afin d’évaluer les performances
de notre approche, nous avons implanté nos encodages
dans le solveur Sat4j [16], et exécuté plusieurs va-
riantes de ce solveur, notées Sat4j + S dans la suite
de cette section, où S représente le nom la variante
utilisée. Lorsque aucun encodage n’est spécifié, c’est la
combinaison du direct-encoding et du log-encoding qui
est utilisé pour représenter les domaines des variables.
Le solveur Sat4j + OrderEncodingBothPOS2020

utilise quant à lui l’order-encoding, tandis que
Sat4j + OrderEncodingPrimitiveBothPOS2020

exploite en plus cet encodage pour encoder les contraintes
primitives de manière plus efficaces (à la manière de ce qui
est proposé dans [25]). Dans le même temps, nous avons
exécuté le solveur PB RoundingSat [9] sur l’encodage PB
fournit par notre implantation dans Sat4j.
Nous comparons ces implantations avec différents solveurs
CSP de l’état de l’art, à savoir ACE 2 – le nouvel avatar
d’AbsCon – Choco [23] et sCOP [25]. Nous avons égale-
ment exécuté le solveur CSP proposé avec la bibliothèque
Sat4j, et noté Sat4j+ SAT [6].

2. https://github.com/xcsp3team/ace
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Tous les solveurs ont été lancés sur un cluster de machines
équipées 32 Go de RAM et de 2 processeurs quadricœur In-
tel Xeon X5550 cadencé à 2.66 GHz. Le temps d’exécution
était limité à 1200 secondes.
Dans le cadre de nos expérimentations, nous avons uti-
lisé deux benchmarks, composés de problèmes de satis-
faction provenant de la distribution XCSP [4, 19]. Le pre-
mier, noté Icard, se compose de 5 familles de problèmes
et de 145 instances. Il est composé d’instances CSP com-
portant des contraintes de type cardinality provenant
du site XCSP 3. Pour obtenir cet ensemble, nous avons dû
retirer certaines instances qui comportaient des contraintes
qui n’étaient pas gérées par notre approche (en particulier,
des contraintes lex). Le second, noté IXCSP18-19, corres-
pond à l’ensemble des instances des compétitions XCSP18
et XCSP19 utilisées dans le track mini-solvers, résultant en
32 familles de problèmes et 371 instances.
Nous présentons ci-dessous l’étude expérimentale de notre
approche sur ces deux benchmarks. Ces analyses ont été
réalisées avec Metrics 4, un outil d’analyse expérimentale
garantissant la reproductibilité des résultats.

4.1 Etude de Icard
La Figure 1 présente un aperçu des performances des diffé-
rents solveurs exécutés sur l’ensemble d’instance Icard.
Cette figure est un cactus-plot. Chacune des lignes cor-
respond à un solveur, et permet de connaître le nombre
d’instances résolues en un temps donné par ce solveur. Ici,
nous pouvons observer que le solveur RoundingSat par-
vient à résoudre plus d’instances que les autres solveurs,
en résolvant par exemple 16 instances de plus que le sol-
veur ACE dans la limite des 1200 secondes. Nous pouvons
de plus remarquer que les solveurs utilisant un encodage
SAT, en l’occurence, Sat4j + SAT et sCOP, qui utilisent
respectivement le direct-encoding et l’order-encoding ont
des difficultés sur ces instances qui requiert des capacités
de comptage (rappelons que ces instances contiennent des
contraintes cardinality).
Afin de comparer plus précisément les deux premiers sol-
veurs du cactus-plot, nous traçons à la Figure 2 un scatter-
plot comparant ACE et RoundingSat.
Ici, chaque point représente une instance, et sa cou-
leur la famille de problèmes à laquelle elle appar-
tient. L’abscisse d’un point correspond au temps d’exé-
cution de RoundingSat sur cette instance, et son or-
donnée celui de ACE sur cette même instance. Cette fi-
gure montre clairement que RoundingSat parvient à
résoudre très efficacement les instances de la famille
CarSequencing (qui comportent essentiellement des
contraintes cardinality et sum). De manière générale,
nous avons pu observer que ce comportement se générali-
sait aux différents solveurs PB considérés dans notre étude,
même si les différentes variantes de Sat4j restent moins
efficaces que RoundingSat.

3. https://xcsp.org
4. https://github.com/crillab/metrics

4.2 Etude de IXCSP18-19
Afin d’évaluer les capacités de notre approche à résoudre
des problèmes plus généraux, nous l’évaluons maintenant
sur les instances de l’ensemble IXCSP18-19, qui contient une
plus large variété de problèmes et de contraintes. Pour les
contraintes des mini-solvers que nous n’avons pas présen-
tées dans la Section 3, nous utilisons soit une combinaison
classique des contraintes présentées dans cet article, soit un
encodage sous forme de clauses (qui reprend donc un en-
codage existant, dépendant de l’encodage choisi pour les
domaines des variables concernée). De cette manière, notre
implantation est capable d’encoder toutes les instances de
l’ensemble IXCSP18-19, La Figure 3 nous présente une vue
globale des solveurs exécutés sur cet ensemble.
Le premier solveur, avec une belle avance sur les autres, est
ACE. Il est suivi par Choco et sCOP respectivement en se-
conde et troisième place. Le premier solveur Sat4j arrive
en quatrième position. Il s’agit de Sat4j+Resolution : ce
solveur PB réalise en fait une analyse de conflit à la manière
d’un solveur SAT classique, en inférant une clause de ma-
nière paresseuse chaque fois qu’une contrainte PB est ren-
contrée pendant l’analyse. L’avantage de cette approche est
qu’elle permet de combiner la concision des contraintes PB
et l’efficacité des structures de données des solveurs SAT.
Néanmoins, l’efficacité de ce solveur ne permet pas de gé-
néraliser les bonnes performances observées sur l’ensemble
Icard. Cela peut en partie s’expliquer par le fait que de
(trop) nombreuses contraintes doivent encore être encodées
à l’aide de clauses pour les problèmes considérés, ce qui ne
permet pas d’exploiter la pleine puissance du système de
preuves implanté par les solveurs PB.
Nous pouvons de plus observer que l’ordre des solveurs PB
n’est pas le même que pour Icard. Cela peut s’expliquer
par la complémentarité des approches implantées par les
différents solveurs comme cela a notamment été décrit dans
[15, 17].

5 Conclusion
Dans cet article nous avons proposé d’exploiter différents
encodages booléens des domaines des variables d’un pro-
blème de satisfaction de contraintes pour définir des enco-
dages sous forme de contraintes pseudo-booléennes. Nous
avons tout particulièrement considéré les contraintes recon-
nues par les mini-solvers de la compétition XCSP3, ainsi
que différentes variantes de la contrainte cardinality.
Le principal avantage des encodages proposés est qu’ils
permettent d’exploiter le pouvoir d’inférence des sol-
veurs PB, et notamment leur capacité à compter effica-
cement. L’analyse expérimentale a montré que nos en-
codages, combinés à l’utilisation de solveurs PB, permet
en effet de résoudre efficacement des problèmes compo-
sés principalement de contraintes sum et de contraintes
cardinality. Néanmoins, ces bonnes performances ne
se généralisent pas à des problèmes comportant d’autres
types de contraintes, pour lesquels les solveurs CP natifs
et les solveurs fondés sur SAT restent plus performant.
A ce jour, notre approche ne permet de résoudre que
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FIGURE 3 – Cactus-plot des solveurs sur l’ensemble d’instances IXCSP18-19

des problèmes comportant un sous-ensemble restreint de
contraintes. A court terme, nous envisageons de définir des
encodages pour d’autres types de contraintes, afin de pou-
voir soumettre notre approche à la prochaine compétition
XCSP. Nous souhaiterions de plus étudier de nouveaux en-
codages pour améliorer les performances des solveurs PB
dans la résolution de problèmes CSP. A plus long terme,
nous envisageons d’exploiter la complémentarité des dif-
férents paradigmes de résolution de CSP (natif, fondé sur
SAT ou fondé sur PB) pour tirer le meilleur de chacune de
ces approches.
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Abstract
Les modèles de Markov cachés (MMC) sont des modèles
statistiques interprétables qui spécifient des distributions
sur des séquences de symboles en les générant à partir
d’états cachés. En pratique, cela se fait en trouvant le
chemin le plus long dans un graphe pondérés dirigé, en
couche et sans cycle, à l’aide de la programmation dyna-
mique. Dans certaines applications, bien que les états ca-
chés soient inconnus, nous soutenons qu’il est connu que
certains éléments observables doivent avoir le même état
caché. Nous proposons une approche de programmation en
nombres entiers (PE), de programmation dynamique (PD)
et de Séparation et Évaluation (S&E) pour résoudre le pro-
blème. Nos expériences montrent que l’approche PD ne
s’adapte pas bien ; S&E s’adapte mieux à un petit nombre
de contraintes imposées à de nombreux éléments et PE est
l’approche la plus robuste lorsque de nombreuses petites
contraintes sont imposées.

1 Introduction
Les modèles de Markov cachés (MMC) sont une classe
de modèles probabilistes dans lesquels on suppose que les
symboles des séquences sont générés à partir d’états cachés.
Pour une séquence de données observées, on suppose qu’il
existe une séquence d’états cachés qui l’a générée avec une
probabilité donnée ; déterminer les états cachés qui ont gé-
néré les symboles observés est utile pour comprendre les
données. Les MMCs ont été utilisés dans diverses appli-
cations telles que la prédiction de structure des protéines
[5], l’extraction de données de trajectoires [6] ou la recon-
naissance vocale [4]. Le problème de décodage des MMCs
consiste à trouver la séquence la plus probable d’états ca-
chés, pour une séquence observée, et est généralement ré-
solu par l’algorithme de Viterbi [7], qui a un temps d’exé-
cution polynomial.
Dans ce travail, nous soutenons que dans de nombreuses
applications, un meilleur décodage peut être fait en ex-
ploitant des connaissances de base entre les séquences
qui ne sont pas prises en compte dans le décodage clas-
sique des MMCs, dans lequel plusieurs séquences sont dé-
codées indépendamment. Nous nous concentrons sur les
contraintes de cohérence entre deux observations de cer-

taines séquences, éventuellement la même, qui imposent
que le même état caché soit sélectionné pour les éléments.
En pratique, de telles connaissances existent. Par exemple,
dans l’assignation de partie du discours, dans lequel les
mots de phrases sont annotés en fonction de leur nature,
il est probable que, dans une même phrase, plusieurs oc-
currences du même mot peu commun doivent recevoir la
même annotation. Dans un problème d’affectation de l’état
d’un camion, où la tâche consiste à déterminer l’état d’un
certain nombre de camions qui sont suivis (sont-ils en train
de rouler, de se reposer, ...), de telles contraintes peuvent
être imposées aux camions qui se trouvent dans la même
zone au même moment. En imposant des contraintes selon
lesquelles les symboles de la séquence doivent provenir du
même état, l’algorithme de Viterbi ne peut plus être utilisé.

2 Définition du Problème
Dans cette section, nous formalisons le problème de la re-
cherche du chemin le plus long dans un graphe dirigé sans
cycle (GDSC) en couches sous contraintes de cohérence. La
résolution de ce problème permet de résoudre également le
problème du décodage des MMCs. D’abord, nous introdui-
sons les notations et notions de couche et contrainte de co-
hérence dans un GDSC, puis nous exprimons le problème
de trouver le plus long chemin cohérent dans celui-ci.

2.1 Plus Long Chemin dans un GDSC à ni-
veaux avec Contraintes de Cohérence

Nous définissons le problème du décodage dans les MMCs
sur des GDSC annotés. Soit G = (V,E) un graphe avec V
l’ensemble des nœuds et E l’ensemble des arêtes. Chaque
nœud v ∈ V a une annotation provenant d’un ensemble L,
noté lv et V est divisé en T couches L1, . . . , LT telles que
V =

⋃
j=1,...,T Lj et Li ∩ Lj = ∅ ∀i ̸= j. Dans chaque

couche, deux nœuds n’ont pas la même annotation. Ainsi,
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, un nœud peut être identifié
par son annotation. Nous désignons par e = (l, l′, t) ∈ E
une arête allant du nœud l à la couche Lt au nœud l′ à la
couche Lt+1 (1 ≤ t < T ) avec un poids we, où les poids
peuvent être à la fois positifs et négatifs. Dans le problème
du décodage de MMC, dans un tel graphe, il y a un nœud
source et un nœud cible, notés s et s′, et chaque couche

1
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FIGURE 1 – Exemple d’un GDSC en couches pour le problème de décodage dans un MMC avec trois états cachés et deux
contraintes de cohérence. Les arêtes du GDSC sont orientées de gauche à droite et les annotations sur les nœuds représentent
les états cachés ou les nœuds source et cible.

intermédiaire a le même nombre de nœuds, représentant les
états cachés, comme montré dans la Figure 1.
Un chemin dans G de L1 à LT sélectionne un nœud par
couche et peut être identifié par la séquence de nœuds sur le
chemin. Plus formellement, soit P = ⟨P1, . . . , PT ⟩ ∈ LT
un chemin de L1 à LT tel que Pi ∈ Li. Le coût de P est la
somme des poids des arcs du chemin :

∑T−1
t=1 w(Pt,Pt+1,t).

Une contrainte de cohérence est spécifiée en identifiant
un ensemble de couches pour lesquelles des nœuds avec
la même annotation doivent être sélectionnés dans chaque
couche du chemin. Plus formellement, C = {C1, . . . , Ck}
sont k contraintes de cohérence avec Ci = {ci1, . . . , ciki} ⊆
{1, . . . , T} et Ci ∩ Cj = ∅ pour i ̸= j. L’ensemble de
toutes les couches contraintes est noté LC =

⋃k
i=1 Ci.

Nous définissons également un vecteur c ∈ {0, . . . , k}T
qui donne pour chaque couche l’indice de sa contrainte ou
0 si la couche n’est pas contrainte. Par exemple, dans la
Figure 1 nous avons c = ⟨0, 1, 0, 2, 2, 0, 1, 0⟩. Un chemin
P est dit cohérent si toutes les contraintes de cohérence
sont respectées. Le problème de la recherche du plus long
(i.e. de poids maximum) chemin cohérent est donc forma-
lisé comme suit :

P ⋆ = argmax
P∈LT

T−1∑

t=1

w(Pt,Pt+1,t) (1)

s.t.Pci1 = . . . = Pciki

∀Ci ∈ C (2)

L’importance de ce problème pour le décodage des MMCs
est qu’une instance de ce problème, y compris le GDSC et
ses poids, peut être construite pour un problème spécifique
de décodage HMM sur une séquence de symboles. Dans
chaque couche du GDSC, tous les états cachés du modèle
de Markov sont répétés ; les poids correspondent aux pro-
babilités logarithmiques de générer un symbole en passant
d’un état caché à un autre. Finalement, notons que le pro-
blème définit par les Equations (1)-(2) est NP-difficile, mais
la preuve, qui consiste à réduire 3-SAT à notre problème, est
omise pour plus de brièveté.

3 Résolution du Problème
Dans cette section, nous expliquons trois approches pour
résoudre le problème définit par les équations (1)-(2). Nous

fournissons d’abord une formulation du programme à l’aide
de la programmation en nombres entiers (PE). Ensuite, une
approche de programmation dynamique (PD) est expliquée,
suivie d’une méthode de Séparation et Évaluation (S&E).

3.1 Formulation en Programmation Entière
En programmation en nombres entiers, le problème consis-
tant à trouver le plus long chemin dans le GDSC peut être
formulé en utilisant une variable binaire pour chaque arête
du graphe. Soit ztij ∈ {0, 1} une variable binaire indiquant
si e(i,j,t) ∈ E fait partie du chemin ou non. Nous déno-
tons aussi Iti =

∑
j∈Lt−1

zt−1
ji le flux entrant dans le nœud

i ∈ Lt et Oti =
∑
j∈Lt+1

ztij son flux sortant. Le modèle
d’optimisation est le suivant :

max

T−1∑

t=1

∑

i∈Lt
j∈Lt+1

w(i,j,t)z
t
ij

s.t. Iti = Oti ∀1 < t < T, ∀i ∈ Lt (3)
∑

i∈Lt
j∈Lt+1

ztij = 1 ∀1 ≤ t < T (4)

Iti = It
′
i ∀i ∈ Lt; t, t′ ∈ Ck;Ck (5)

La Contrainte (3) garantit que si une arête entrante est sé-
lectionnée dans un nœud, l’une de ses arêtes sortantes est
également sélectionnée. La Contrainte (4) garantit qu’une
arête entre chaque couche est sélectionnée, y compris L1

(qui peut avoir plusieurs noeuds). La Contrainte (5) est la
contrainte de cohérence.

3.2 Programmation Dynamique
Pour résoudre le problème sans contrainte, l’algorithme de
Viterbi [7] est l’approche classique de programmation dy-
namique. La relation de récurrence calcule la valeur du plus
long chemin de L1 à un nœud i ∈ Lt à partir de la couche
Lt−1 et la stocke dans une table de taille T × |L|. Les en-
trées de la table, V [T, i], sont calculées comme suit :

{
0 if t = 1
max
j∈Lt−1

V [t− 1, j] + w(j,i,t−1) autrement (6)
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Proportion de Contraintes 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
PD 6.00 360.10 324.40 299.30 278.60 255.70 232.70 211.90 192.20 173.90 157.80
PE 588.20 841.67 911.33 926.60 927.20 1007.20 1001.25 1169.67 1061.67 1141.00 1047.00
S&E 2.63 3.59 3.59 3.55 3.43 3.42 3.34 3.31 3.27 3.21 2.93

TABLE 1 – Temps d’exécution en seconde des méthodes, en fonction de la proportion de contraintes dans le modèle, pour le
problème d’assignation d’état aux camions

et la valeur du plus long chemin est donnée par
maxi∈LT

V [T, i].
Cette équation utilise le fait que le graphe est organisé en
couches et qu’un chemin se terminant à la couche Lt pro-
vient toujours de la couche Lt−1. Ainsi, le plus long che-
min vers un nœud i ∈ Lt est l’un des plus longs chemins
vers un nœud dansLt−1 plus l’arête vers i. Cependant, lors-
qu’on ajoute des contraintes de cohérence, cette équation
ne fonctionne plus, car elle ne prend pas en compte la co-
hérence entre les couches. Nous résolvons ce problème en
ajoutant des affectations de nœud aux contraintes de cohé-
rence dans la relation de récurrence ; en affectant un nœud
à une contrainte, nous affectons le même nœud à toutes les
couches de la contrainte. Soit PC = ⟨PC1

, . . . , PCk
⟩ ∈

(L ∪ {})k une affectation de nœud aux contraintes de co-
hérence avec PCi

= ⊥ si aucun nœud n’est affecté à Ci.
Ensuite, si PCi ̸= ⊥, le chemin de L1 à LT doit passer par
PCi pour chaque couche Lt avec t ∈ Ci. Nous définissons
l’opérateur d’affectation PC |j,l qui affecte l à PCj

. Les va-
leurs des plus longs chemins sont maintenant être stockées
dans un tableau de taille T × |L| × k|L|, en tenant compte
des affectations possibles des nœuds aux contraintes. Les
entrées V [T, i, PC ] de la table sont calculées comme suit :





0 si t = 1
max
l∈Lt−1

V [t− 1, l, PC ] + w(l,i,t−1) si Lt−1 /∈ LC
V [t− 1, PCc[t]

, PC ] + w(PCc[t]
,i,t−1) si Lt−1 ∈ LC

∧ PCc[t]
̸= ⊥

max
l∈Lt−1

V [t− 1, l, PC |c[t],l] + w(l,i,t−1) si Lt−1 ∈ LC
∧ PCc[t]

= ⊥

et la valeur du plus long chemin peut être calcu-
lée par maxi∈LT

V [T, i, ⟨⊥, . . . ,⊥⟩] si LT /∈ LC et
maxi∈LT

V [T, i, ⟨⊥, . . . ,⊥⟩|c[T ],i] sinon. Les deux pre-
miers cas de cette équation sont les mêmes que pour l’Equa-
tion (6) car il n’y a pas de contraintes à considérer. Cepen-
dant, lorsque la couche Lt−1 est contrainte, il y a deux si-
tuations. S’il existe un choix pour cette contrainte dans PC ,
alors pour être cohérent avec PC , le chemin doit passer par
le nœud choisi. Dans ce cas, il n’est pas nécessaire de consi-
dérer les autres nœuds de la couche. Cependant, lorsqu’il
n’y a pas encore de nœud affecté à cette contrainte, alors
chaque nœud j ∈ Lt−1 doit être considéré pour calculer le
plus long chemin. Dans ce cas, le vecteur PC est mis à jour
pour refléter le choix effectué.

3.3 Séparation et Évaluation
Soit PC ∈ (L ∪ {⊥})k, comme pour le PD, un vecteur
d’affectations de nœuds pour la contrainte de cohérence. La

recherche commence à partir du vecteur ⟨⊥, ...,⊥⟩. L’idée
de cette méthode est d’assigner les valeurs PCi

et de cal-
culer le plus long chemin de L1 à LT tout en étant cohé-
rent avec PC . Initialement, certains PCi

ne sont pas assi-
gnés ; tant que la contrainte n’est pas assignée, on l’ignore
et le coût est une borne supérieure de la solution optimale
dans la branche. Par exemple, sur la Figure 1, si nous avons
PC = ⟨2,⊥⟩, le plus long chemin de L1 à LT peut être dé-
composé en le plus long chemin de L1 à L2, puis de L2 à
L7 et finalement de L7 à L8.
En pratique, un tableau de taille T × |L|, noté V , est uti-
lisé pour stocker les valeurs des chemins les plus longs
des couches de LC vers les autres couches. À la racine de
l’arbre de recherche, le tableau V est rempli avec l’Équa-
tion (6) puisqu’aucune contrainte de cohérence n’est im-
posée. Lorsqu’une valeur PCi

est attribuée, le tableau n’a
pas besoin d’être recalculé en entier. Regardons la Figure 1
comme un exemple. Lorsque la recherche attribue PC1

= 2,
les couches contraintes parC1 agissent comme de nouvelles
couches sources. Les valeurs calculées, dans V , pour les
couches L1 à L2 représentent toujours les valeurs qu’une
équation récursive calcule pour le plus long chemin de L1 à
L2 et ne doivent donc pas être recalculées. Supposons main-
tenant que la recherche attribue PC2

= 1. Les valeurs dans
V pour L1 à L4 et pour L8 sont toujours valides, et seules
les valeurs de L5 à L7 doivent être mises à jour.
Notons que lorsque toutes les arêtes ont un poids négatif,
comme pour le problème de décodage d’un MMC, alors
les valeurs du tableau V peuvent être calculées entre les
contraintes de cohérence, même si elles ne sont pas assi-
gnées. Dans l’exemple de la Figure 1, la conséquence est
que lorsque PC1 est fixé à 2, les valeurs à partir de L2 ne
sont calculées que jusqu’à L4 et non L7. Puisque les arêtes
n’ont que des poids négatifs, cela donne toujours une borne
supérieure (moins forte) sur la solution optimale, mais plus
rapide à calculer.

4 Résultats Expérimentaux
Dans cette section, nous analysons les trois méthodes pré-
sentées dans la Section 3 sur deux applications de MMC
ayant des caractéristiques différentes en termes de longueur
de séquence et de nombre de contraintes de cohérence. Le
PE est résolu avec le solveur Gurobi [3] et pour le S&E nous
utilisons la variation de l’algorithme qui ne supporte que
les poids négatifs, car nous n’expérimentons qu’avec des
MMCs et cela donne, dans nos expériences, les meilleurs
résultats. 1.

1. Le code source peut être trouvé à https://github.com/
AlexandreDubray/consistent-viterbi.
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Jeu de Donnée conll2000 treebank brown
Nombre de Contraintes 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6 7 2 3 4
PD 153.2 128.7 O.O.M O.O.M O.O.M 56.0 1132.0 O.O.M O.O.M O.O.M O.O.M 1047.4 O.O.M O.O.M
PE 97.6 137.6 86.0 128.1 130.6 34.6 33.4 32.1 32.2 47.6 48.9 485.3 480.9 790.1
S&E 18.1 29.1 280.7 T.O. T.O. 14.0 63.5 113.1 745.7 T.O T.O 77.4 1052.2 T.O.

TABLE 2 – Temps d’exécution, en seconde, des méthodes en fonction du nombre de contraintes de cohérence pour le problème
d’annotation de PDD. Le temps d’exécution maximum a été mis à 1 heure et son dépassement est indiqué par T.O. tandis que
les saturations de mémoire sont indiquées par O.O.M.

Identification d’arrêts de Camions Les MMCs ont été
utilisés pour identifier les arrêts d’activité dans les trajec-
toires de camions [6]. Quatre états cachés représentent si le
camion roule, se trouve dans un embouteillage, se repose ou
effectue des actions liées au travail. Dans ce contexte, il est
naturel de supposer que les camions situés dans des zones
géographiques similaires effectuent la même activité, ce qui
est traduit en contrainte de cohérence. Nous expérimentons
sur des trajectoires de camions ayant utilisé le réseau routier
belge décrit dans [1]. Les contraintes de cohérence sont im-
posées aux points de conduite sur l’autoroute et aux arrêts
tombant dans i) les zones de repos, ii) les zones industrielles
ainsi que iii) les autoroutes. Seule une fraction d’entre eux
est contrainte, entre 0% et 100%.
La Table 1 montre le temps d’exécution des méthodes avec
différentes proportions. Pour la méthode PD, les couches
contraintes sont plus rapides à calculer, car seulement
les assignations de contraintes cohérentes sont considé-
rées. Donc le temps d’exécution de cette méthode diminue
lorsque les contraintes sont plus grandes. Au contraire, la
méthode PE augmente avec la taille des contraintes, car elle
n’utilise pas la structure en couche du graphe pour la réso-
lution. Une augmentation de la taille des contraintes induit
donc une augmentation du nombre de contraintes, ce qui
tend à augmenter le temps d’exécution. Le temps d’exécu-
tion de S&E est stable par rapport à la taille des contraintes.

Annotation de Partie du Discours L’objectif de cette ap-
plication est d’attribuer à chaque mot d’une phrase, ou d’un
texte, une étiquette de partie du discours (PDD). Le paquet
NLTK Python [2] fournit des jeux de données de phrases
avec des PDD annotés. Nous expérimentons sur trois en-
sembles de données avec les 12 balises PDD universelles.
Pour chaque jeu de données, les contraintes de cohérence
sont composées des couches associées à la même PDD,
mais pour éviter d’avoir un problème trop contraint, seuls
20% de chaque composant sont conservés. Afin d’évaluer
l’impact du nombre de contraintes, le problème est résolu
avec seulement un sous-ensemble d’entre elles. La Table 2
montre le temps d’exécution des méthodes en fonction du
nombre de contraintes de cohérence. On constate que la
méthode PE est la seule à résoudre le problème pour un
nombre plus élevé de contraintes. Les méthodes S&E et PD
prennent trop de temps, avec une limite de mémoire atteinte
pour la PD lorsque le nombre de contraintes augmente.

5 Conclusion et Travail Futur
Dans de nombreuses applications résolues à l’aide de mo-
dèles de Markov cachés, des contraintes de cohérence entre

les séquences peuvent être trouvées, mais ne sont pas utili-
sées dans l’algorithme de décodage classique. Dans ce tra-
vail, nous avons formalisé ce problème comme étant la re-
cherche du plus long chemin dans un graphe acyclique di-
rigé en couches avec des contraintes de cohérence sur les
couches du graphe. Nous avons montré qu’une approche de
Séparation et Évaluation est la meilleure pour résoudre un
problème avec un petit nombre de grande contrainte, tandis
que la Programmation Entière doit être préférée quand le
nombre de contrainte est plus grand.
Dans ce travail, nous nous sommes concentrés sur les
contraintes de cohérence, en imposant que le même nœud
soit sélectionné entre différentes couches. Cependant, dans
certaines applications, il peut être acceptable d’avoir des
ensembles de nœuds qui peuvent apparaître ensemble dans
les couches d’une contrainte de cohérence (par exemple,
un arrêt de non-activité et un arrêt de repos, dans le pro-
blème d’assignation d’état de camions). L’impact d’autre
contraintes logiques sur la méthode S&E pourrait aussi être
étudié.
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